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Vorwort.

Das Werk, welches ich hiermit der Oeffentlichkeit über-

gebe, ist aus den während meiner akademischen Thätigkeit

zu wiederholten Malen an der Georgia Augusta von mir

gehaltenen Vorlesungen hervorgegangen. Die Grundlage für

diese Vorträge bildeten die Aufzeichnungen, welche ich mir

in den von Dirichlet im Sommersemester 1858 gehaltenen

Vorlesungen über die Theorie der bestimmten Integrale ge-

sammelt hatte. Obwohl diese Notizen nicht den ganzen Reich-

thum der überaus schönen, strengen und doch so einfachen

Entwicklungen meines unvergesslichen Lehrers enthielten, ja

hier und da sogar in dem die Formeln begleitenden Gedanken-

ffant^e Lücken zeiojten , oder weo;en der kurzen Form , die ich

während des Collegiums denselben gegeben hatte, bei der

spätem Bearbeitung oft mit Mühe enträthselt werden mussten

:

so glaube ich doch behaupten zu dürfen, dass in dem Nach-

folgenden der eigentliche Kern des Dirichlet'schen Vortrages

vollständig wiedergegeben ist. Aus leicht begreiflichen Grün-

den ist dabei freilich die Ordnung, in der Dirichlet die in

Betracht gezogenen Lehren vorgeführt hat, nicht streng inne-

gehalten. So sind beispielsweise die Hauptsätze über die Be-

deutung eines bestimmten Integrales für den Fall einer unend-

lichen Discontinuität der zu integrirenden Function oder beim

Unendlichwerden der Integrationsgrenzen von Dirichlet erst

bei der Untersuchung der besondern Fälle bestimmter Inte-

grale berührt worden. Die in den Paragraphen 174.— 177.

vorgeführten Dirichlefschen Lehren femer hat der grosse

Mathematiker beim Problem über die Attraction der Ellipsoide

abgeliandelt, und hiermit schloss die meisterhafte Vorlesung,

die überhaupt die letzte des genialen Forschers sein sollte.
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Auch rücksichtlich ihres Umfanges weichen die meisten

Paragraphen, in denen Dirichlet'sche Gedanken vorkommen,

vom Vortrage meines Lehrers ab, indem gar manche Betrach-

tungen hinzugefügt sind, welche Dirichlet wegen der Kürze

der Zeit entweder eben nur angedeutet, oder ganz unterdrückt

hat. Um dem Leser hierüber einigermassen Aufschluss zu

geben, habe ich in dem Lihaltsverzeichnisse den Paragraphen,

die ein Mehr oder Weniger von Dirichlet'schen Betrachtungen

in sich begreifen, kurze Notizen über die Quelle, aus der

jene geflossen, beigefügt. Die daselbst einfach mit D oder

t . Dj grt. D bezeichneten Paragraphen beziehen sich auf die

Dirichlet'ßchen Vorträge über bestimmte Integrale.

Ausser diesen Vorlesungen aber habe ich in der vor-

liegenden Bearbeitung die von mir in den Dirichlet'schen

Vorträgen über partielle Differentialgleichungen und

über die Kräfte, welche im umgekehrten Verhält-
nisse des Quadrats der Entferung wirken, geführten

Collegienhefte, sowie die von Dirichlet verfassten Abhand-

lungen über Gegenstände der Integralrechnung benutzt. So

wurden z. B. aus der Vorlesung über partielle Difterential-

gleichungen mit Zuziehung der bekannten in Dove's Reper-

torium der Physik enthaltenen Abhandlung über die trigono-

metrischen Reihen die Darstellung der Fourier'schen Reihen

und Integrale, sowie der geometrische Beweis von der Existenz

des bestimmten Integrales, ferner die Definition des bestimmten

Integrales für den Fall endlicher Discontinuitäten der zu inte-

grirenden Function, die in den Paragraphen: 97. (1 bis Gl. 2"),

107. (von den Gleichungen II, S. 322 an), 171., 172. vorkommen-

den Untersuchungen und aus andern Dirichlet'schen Abhand-

lungen endlich die Zusätze zu Dirichlet's Theoremen, aufweiche

er die Convergenz der trigonometrischen Reihen gestützt hat,

entlehnt. Dagegen ist die Dirichlet'sche Wintervorlesung

1857/58 über das Potential bloss rücksichtlich einiger allgemei-

nen, in §. 161. niedergelegten Untersuchungen und einiger

Sätze über Kugelfunctionen zu Rathe gezogen. Den Beweis von

der Darstellbarkeit einer willkürlichen Function durch Kugel-

functionen habe ich nach Dirichlet's bekannter Abhandlung

über diesen Gegenstand wiederzugeben versucht. Die auf den

Seiten 425— 420 vorgetragenen Lehren, welche in der Dirich-
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let'schen Abluindlun^ unterdrückt sind, die Dirichlet aber, wie

ich fest glaube, wenigstens angedeutet haben würde, wäre er

auf den vorhin erwähnten Beweis in der Vorlesung über das

Potential eingegangen, habe icli auch desshalb ])eigefügt, weil

Herr Professor Dienger im dritten Theile, 8. X—XI seines

bekannten Werkes über Differential- und Integralrechnung

dem Dirichlet'schen Beweise in gewisser Hinsicht einen Mangel

an Strenge vorwirft. Uebrigens beruht die a. a. 0. sich be-

findende Bemerkung des Herrn Dienger, aus der auf den

Seiten 423— 424 des vorliegenden Werkes bewiesenen Eigen-

schaft der dort vorkommenden Integraldifferenzen, vermöge

welcher diese von Herrn Dienger mit f {x -\- £) — ip (x) und

(f (x -\- s) — cp (x) bezeichneten Differenzen für £ = o selbst

in Nidl übergehen, solle nach Dirichlet die Endlichkeit von

^' (x) und cp' (x) folgen, einfach auf einem Irrthum. Denn

Dirichlet sagt ausdrücklich (Grelle. Journal. Bd. 17, S. 49):

„11 est essentiel de remarquer que ce resultat

(lim U= F(o) — if F{y) cos ^ ydy)

necesse pas d'etre exact, quand meme la fonction 6^'(^) devien-

drait infinie pour certaines valeurs particulieres de j/^. Quoique

S{'^) conserve toujours une valeur finie, la meme propriete

ne convient pas toujours ä la fonction derivee &{ili). II serait

au contraire facile de s'assurer que 0'(^) devient necessaire-

ment infinie pour certaines valeurs particulieres de la variable

il)y toutes les fois que la fonction F{y), dont 0(^) depend,

est une fonction discontinue."

Manche der in meinem Buche vorkommenden Beweise

und Entwicklungen rühren von mir her; ich erwähne bei-

spielshalber die Paragraphen 13, 21), 45, 55, 64, 78, 106 (III),

108, 101), 112, 119u. s. f. Auch habe ich einige elementaren

Untersuchungen über Doppelintegrale der Vollständigkeit und

ihres häufigen Gebrauches wegen reproducirt. Die allgemeinere

Definitionsgleichung des bestimmten Integrales, welche Rie-
mann in seinen Vorlesungen über partielle Differential-

gleichungen und in seiner Habilitationsschrift: „Ueber die

Darstellbarkeit einer Function durch eine triffo-

nometrische Reihe. Aus dem 13. Bde. der Abhdl.
der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göt-
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tingen" seinen Betrachtungen zu Grunde gelegt hat, habe ich

unterdrückt, indem die von Dirichlet angewendete Definitions-

gleichung sicher allgemein genug ist. Uebrigens dürfte der hierauf

bezügliche Beweis mit geringen Modificationen auch bei der

Riemann'schen Definitionsgleichung des bestimmten Integrales

anwendbar bleiben. Die auf die Transformation bestimmter

vielfacher Integrale bezüglichen Formeln sind nicht berührt

worden, weil sie, wie mir scheint, zweckmässiger nach den

bekannten Werken von Baltzer und Brioschi über Deter-

minanten studirt werden können und weil ihre Erläuterung

durch etliche Beispiele den Umfang des ohnehin schon starken

Buches um mehrere Seiten vergrössert haben würde.

Ich kann diese Zeilen nicht schliessen, ohne namentlich

noch eines Mannes zu gedenken, dem ich zu grossem Danke

verpflichtet bin. Es ist dies der Herr Professor C leb seh

in Göttingen. Durch seine Güte bin ich auf mehrere

mangelhaften Punkte, die mir trotz grosser Sorgfalt bei der

Ausarbeitung dieses Buches entschlüpft waren, aufmerksam

gemacht worden. Dieselben betrafen entweder einige nicht

glücklich gewählten Redewendungen, oder zu grosse Kürze

in den Entwicklungen. Sie sind natürlich von mir zu besei-

tigen gesucht. Leider aber konnte diese Fürsorge des Herrn

Clebsch nicht dem ganzen Werke zu Theil werden, indem

ich während der Ausarbeitung desselben zur Uebernahme einer

provisorischen Lehrstellung in Baiern mich entschloss. Man
findet die Spuren hiervon auch in den beigefügten litterari-

schen Notizen, die ich nebst dem in §. 51 geführten beweise

von der Entwicklung eines bestimmten Integrales in con-

vergirende Reihen auf den freundlichen Rath des Herrn Clebsch

meinem Werke ])eigefügt habe. Die genannten Nachweise

sind namentlich im IL Buche weniger zahlreich ausgefallen

und zwar aus dem einfachen Grunde, weil mir seit meinem
Abgange von Göttingen die reichen Schätze der dortigen

Universitätsbibliothek nicht mehr zur Verfügung standen.

So würde ich, um nur dies zu erwähnen, sicher die Stelle,

an der die Ivory'sche Substitution zuerst auftritt^ angezeigt

haben, hätte mir die berühmte, um die Zeit der Continental-

sperre erschienene Abhandlung Ivory's über die Attraction

des Ellipsoides zur Einsicht hier vorgelegen.
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Auch meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Stern

zu Göttingen, bin ich für die Mittheilung mehrer auf die

Stirling'sche Formel sich beziehenden litterarischen Notizen,

sowie für die Einsicht in das sehr seltene Cauchy'sche Werk
„Resume des le9ons donnees ä V ecole royale polytechnique,

sur le calcul infinitesimal. A Paris 1823" zu Dank ver-

pflichtet. Und endlich habe ich noch die grosse Sorgfalt,

welche die berühmte Verlagsbuchhandlung auf die herrliche

Ausstattung meines Buches verwendet hat, rühmend hervor-

zuheben.

So möge denn nun das Werk, an welchem ich mit Lust

und Liebe und seit meinem Hiersein wegen einer fast er-

drückenden Anzahl von wöchentlichen Lehrstunden unter

schwierigen Verhältnissen gearbeitet habe, bei dem mathe-

matischen Publicum eine nicht ungünstige Aufnahme finden,

sondern nach seinem Theile dem Studium unserer erhabenen

Wissenschaft immer mehr Freunde erwerben.

Memmingen, im Februar 1871.

Ferdinand Meyer.



Inhaltsverzeichiiiss zur Theorie der bestimmten

Integnile.

Seite

§. 1. Einleitende lictniclitunti^eii (jjfifc. D)*) 1

I. Buch. Die einfachen Integrale.

I. Abtheiluug. Die Principien.

§. 2. Begriff des bestimmten Integrales (grt. D.) 4

§. 3. Geometrische Bedeutung des bestimmten Integrales (D.p.D.) 8

§. 4. Möglichkeit der Integralbestiramung mittelst der Defini-

tionsgleichung eines bestimmten Integrales. Anwendung

auf die Ditferentialrechnung (t. D.) 9

§. 5. Fundamentaltheoreme (grt. D.) . .- 15

§. 6. Fortsetzung (grt. D.) 18

§. 7. Differentiation eines bestimmten Integrales nach den

Grenzen (D.) 20

§. 8. Differentiation eines bestimmten Integrales nach einem

I'arameter (D.) 22

§, 9. Aenderung der Integrationsgrenzen mit der Natur der

Function (grt. D.) 24

§. 10. Existenz der Integrationsconstanten (D.) 27

§.11, Uebergang von dem unbestimmten zum bestimmten In-

tegrale (grt. D.) 29

§. 12. Ableitung der Wallis'schen Formel (D. bis Seite 32) . . 31

§. 13. Restbestim niung der Taylor'schen Reihe (t. D.) . . . . 33

§. 14. Umformung des bestimmten Integrales mittelst Sub-

stitution (grt. D.) 37

§. 15. Erklärung eines DoppeHntegrales. Theorem von der Ver-

tauschung der Integrationsordnung (D.) 40

*) Pas Zeichen: grt. 1). bedeutet grüsstontltoils nach Dirichlct, t. D. bcdcutot theil-

weiBC nach Dirichlct, 1). p. D. bedeutet Dirichlct'ß Vorlesung: Integration iiarticller

Difforcntialgleichungen mit Anwendung auf physikalische Probleme, Sommersemester

I».*)?. ]). r. bedeutet Dirichlet's Vorlesung: Uebcr die Kräfte, welche im umgekehrten

Vtrhältnisse des Quadrates der Entfernung wirken , Wintersemester 1857/58. D. he-

dientet nach Dirichlct. D. A. bedeutet nach Dirichlet's Abhandlungen.



— IX —
Seite

§. 10. ßedc'utiuig eines bestimmten Intcj^rales, wenn die Function

endliche Sprünge macht. (D. p, D.) 41

§. 17. Begriff des bestimmten Integrales für den Fall einer un-

endlichen Discontinuität der Function, (ü.) 43

§. 18. Uauptwerth eines bestimmten Integrales. Singulare be-

stimmte Integrale 45

§. 10. Von den Ilülfsmitteln zur Beurtheilung der Bedeutung des

h
,

Integrales //•(a^)^a? (grt. D.) 46

§. 20. Anwendungen. Theoreme (t. D.) 48

§. 21. Unendliche Integrationsgrenzen (t. D.) 53

§.22. Beweis der Endlichkeit von / cos (^t'2)^/a; und / e *^ ^/a;(t.D.) 56
i)

§. 23. Umformung einiger allgemeinen Integrale mittelst Sub-

stitution 59

§. 24. Bemerkungen zu dem Uebergang vom unbestimmten zum

bestimmten Integrale 66

II. Abtheilung. Die besondern Fülle bestimmter
Integrale.

§. 25. Einleitende Bemerkungen (t. D.) 72

I. Kapitel.

Integration rationaler Brüche zwischen den
Grenzen — oo und -|- oo.

+«>

§.26. Beweis der Formel i ^jf\dx==TiiZ^'^.^''\. (D.) ... 74

§. 27. Anwendung auf den Fall f{x) =x" — {a-i-bi) ;
q>{x)=x"'~\D.) 77

^(fl-i)^.-~ = 71 -

echt gebrochene a. (D.) 81

~ = TT —

.

für jedes

§. 29. Das Integral /
''''" '"''"'

' d.v {i.D.
J x" 1

II. Kapitel.

Theorie der Euler'schcn Integrale.

§. 30. Definition des Euler'schen Integrales erster Gattung (D.) . 88

§. 31. Umformung von /? (r/,Ä) mittelst Substitution ; Beziehungen,

die daraus erwachsen (t. D.) 89

§. 32. Theoreme, welche aus der Aenderung der Argumente a

und b um ganze Zahlen entspringen (t. D.) 92

§. 33. Darstellung von B(a,b) durch ein unendliches Product (D.) 94



— X —
Seite

§. 31. Definition der Ganimafunction (D.) 96

§. 35. Darstellung von B(a-\-TiJ)) durch m~ ^ F {b) für ein un-

endlich grosses n (D.) 97

(2 \ w — z

1 — *"-

j
= e gesetzt

werden darf (D.) 98

§. 37. Untersuchung des Integrales fz l \~ - \dz (D.) . 99

§. 38. Darstellung der Gammafunction durch ein unendliches

Product (D.) 100

§. 39. Fundamentaltheoreme über Gammafunctionen, gestützt auf

Gleichung 1. (Die Anmerkg. auf S. 105 n. D.) .... 102

§. 40. Zusammenhang der Euler'schen Integrale erster und zweiter

Gattung (D.j 108

§. 41. Bemerkung zu den vorstehenden Betrachtungen (t. D.

wegen §. 40.) 109

§. 42. Umformung der Gammafunction durch Substitution. Zweiter

Beweis des Fuudamentaltheoremes F {a-^\)= ar{a) (D.) 110

§. 43. Zweiter Beweis der Formel B(a,b) = }./ , ., und des
r(rtH-A)

Theoremes II. r(«) F{l—a)= .

^
. 0<«<1. Dirich-

^ ^ sin a TT

'

let'sche Formel (D. u. D^ A.) 112
/.•*

..

§. 44. Das Integral j e~^ dx\ Folgerungen (t. D.) 115

§. 45. Stetigkeit der Gammafunction. Derivirte von F{a) ... 119

§. 46. Minimum der Function F{a) 121

cf. 47. Darstellung von ^ durch ein bestimmtes Integral.

Anwendung aut die Gleichung " ^^
—- = ^-!lg -^^7—,-—

CO CO F{a-\-b)

(D. u. D. A.) 122

*j. 48. Zweiter Beweis des Gauss'schen Fundamentalsatzes (D.) . 128

§. 49. Darstellung von lg F(a) durch bestimmte Integrale ... 131

Ueber die Darstellung von \g F(a) durch Reihen.

§. 50. Theorem Cauchy's 133

§. 51. Beweis eines Hülfssatzes. Bemerkungen über die Benutzung

unendhcher Reihen (Letzteres von Dirichlet im Vorbeigehen

berührt, vergl. S. 140) 136

§. 52. Umformung der Cauchy'sehen Gleichung 141

§. 53. Stirling'sche Formel 143

§. 54. Näherungsweise Berechnung von \gF{l-}-a) mittelst der

Stirling'schen Reihe 146



— XI —
Seite

§. 55. Nälicriingsformelnfürr(ä!-f"))^("~fO> wenn;? sehr gross ist. 140

§. 56. Entwicklung von Jg r{l-\-a) in convergirende Keihen . . 151

§, 57. Fortsetzung 154

S 58. Darstellung von - ° ^ durch eine endliche Reihe für

den Fall eines rationalen Argumentes 156

§. 59. Stern's Beweis der Raabe'schen Formel 157

III. Kapitel.

Integrale, welche auf Gammafunctionen zurück-
K: führ bar sind.

xP~ dx
159§.60. Die Integrale /...''-^(l-a.'')'' ^a- und / ^!_^^^^^^^.

Ü

r^- T . ,
r(l-a.«)(l-a;*)... dx

%. 61. Die Integrale \ £-_j 71~\ """

j
>(,-.^)(.-.')...^^

,^^

(1-.) lg
(^)

Anwendung des Imaginären.

§. 62. (In d. Buche steht §. 61.) Bedeutung der Formel

./
e

^^^"^ x^ ^dx= -— für ein corai)lexes k. Verhalten
k'

ü

der gewonnenen Gleichungen zu einander (grt. D.) . . . 164

§. 6.1 Strenge Begründung der Euler'schen Formeln (D.) . . . 168

§. 61. Fiir ein ganzes a genügt zur Herleitung der Euler'schen

Formeln die partielle Integration 171

Die Euler'schen Formeln unter der Voraus-
setzung A; = 0.

§. 65. Bedingungen, unter denen die Integrale m, v bestimmte

(uössen bezeichnen (grt. D.) 175

§. 66. Verallgemeinerung der vorhergehenden Untersuchungen (D.) 177.

§. 67. Stetigkeit der Integrale u und v. Allgemeiner Satz (D.) . 179

§.68. Die Integrale 1
^""'^

\li^ ^l'
''^^ iS^'^- ^) 181

0,

§. 69. Folgerungen (D.) 183

§. 70. Die Euler'schen Formeln für « < (t. D.) 186



XII —
Seite

+ 00

§. 71. Das Cauchy'sche lutegral / ^ni^^T. (D) *^^

§. 75 Die Integral. / /«« ^'^
./^ u.ul //^'"''"./^

. . 109

§. 7-.\ Das Integral l <lx e~''-^x''~^ ^ ,;^ :. für den Fall

n>{ (D.) 192

§.73. Der Fall <.^<1 (grt. D.) 195

§. 74. Laplace'sche Integrale als specielle Fälle von I dO^
•/ {k-\-&i)"
- OD

dargestellt (D.) 197

'* & sin cd"

U

^—-— '^ für a-{-h^i

und positive a und 6 (D.) '. . 205

§. 77. Allgeraeingültigkeit der Gleichung 2. für « + 6 > 1 (D.) . 207

§.78. Folgerungen (t. D., bis Formeis''.) ......... 208

Benutzung unendlicher Reihen.

§. 79. Ableitung eines Ilülfssatzes aus der Reihenlehre .... 215

§. 80. Kunimcr'sche Theoreme 217

IV. Kapitel.

Die Fourier'schen Reihen und Integrale.

(Mit einigen formellen Abweichungen nach 1), j). D. u.

D. A. dargestellt.)

§. 81. Die Siuusreihe 229

§. 82. Bildung der Sinus-Cosinusreihe {f)Q-{-hiC0äj:-\-b2<^0ii'la:-\- .. .

i

-j-rtj Bina:-|-ff2 sin 2j -|- ... I

"' "

§. 83. Darstellung einiger besondern Functionen f{x) durch trigo-

nometrische Reihen 234

§. 84. Darstellung der Sinus- Cosinusreihe ^/'o+'^(^sCOSÄa:-f«iöio«.r)

durch das bestimmte Integral

•.f
sm

I

(2«+l)-2
-J'

I '/^A^) L 1__J 239
9—x

sni —

—

i



— XIII —
Seite

S. 85. Zerleffun«' des Integrales /
'

—

,—— d f^ in Tlioilintetfrale;

u

Eigenschaften derselben * -240

c

§. 80. Gren/Averth des Integrales 7' = / ^(O-)
^'"--"^ d d für

J sin %

- : TT

n=cOj wenn (»<^ < r; nnd «p (-9-) stetig ist 244

c

J'sin ^ &
»Tn # ^ ^"^^ ^'"^ ^"*^ n = CO

,

wenn <C /> <. ^ <C"o "^^^^ ^^^^c; Function qp («O") keine Maxima

und Minima besitzt * . . . 250

§. 88. Gültigkeit der Dirichlet'schen Lulirsätze für eine alternirend

ab- und zunehmende Function (p{d-). Fall der Discon-

tinuität 2r>l

ij. 89. Die Constante c überschreitet den Werth ^ 2^4

CO

§. 90. Convergeuz der Reihe -\fJ^,-^ Z {h^co&s x-\- a^ sin fix) . . 257

§. 91. Convergenz der Sinus- und Cosinusreihe 259

§. 92. Die Darstellung einer Function durch trigonometrische

Reihen ist nur auf eine Weise möglich 2G0

§. 93. Erläuterungen über die Sinus- und Cosinusreihe, wenn das

Integral von bis n eine Aenderung erleidet . . . . . 2G2

«j. 94. Die Function f{x) kann innerhalb des gegebenen Intervalles

verschiedenen Gesetzen folgen , 263

§. 95. Ilerleitung einiger bestimmten Integrale mittelst der vor-

hergehenden Lehren (von Dirichlet unterdrückt) .... 2G7

§. 90. Die Fourier'schen Integrale. (Im Buche steht 172 statt) . 272

§. 97. Anwendung der Fourier'schen Integrale (t. D. p. D.) . . 270

V. Kapitel.

Verschiedene andere Integralbestimmungen.

1. Anwendung der Cauchy'schcn Ini egrati oiis-

m e t h o d e.

§.98. Das Integral 1 ''^.1''''^^^'^ dx {gvt D.) 282

d,dx -

§. 99. Integrale von der Form 1 e '^ /'(x) ^/-^ 280



— XIV —
Seite

§. 100. 2. Beweis eines allgemeinen Theoremes von den
Gammafunctionen 290

3. Integralbestimmungen mittelst Differen-

tiation und nachheriger Integration.

§. 101. Vorerinnerungen 293

§. 102. Reduction eines unbekannten Integrales auf ein be-

kanntes durch Differentiation nach einem Parameter 294

§. 103. Fortsetzung 299

§. 104. Umkehrung des im Obigen befolgten Gedankenganges . 302

§. 105. Integralbestimmungen mittelst Differentialgleichungen der

ersten Ordnung (t. D. vergl. II, III) ;J03

§. lOG. IntegralbestimraungendurchDitferentialgleichungen höherer

Ordnung 308

§. 107. Anwendung simultaner Differentialgleichungen. Dieintegrale

J -Z\ii"-i''---'''Z\-y'»"-"' '"
u

§. 108. Bemerkungen zu dem Vorigen und den Euler'schcn Gh'i-

chungen in §. 63 324

§.109. 4. Das Integral j e''"^ y—dx {t. D.) .330

— CO

§. 110. 5. Das Dirichlet'sche Integral
4-00

e-'^'dd- 1_ ]^_

= 7 ^~^'(TOy'
(k -f/V»

' '

'
^^' "• ^'^"Pt^^c^^^^li ^^' A.) 33G

§. 111. 6. Ableitung einiger allgemeinen Integralformen
n

mittelst Integration der Reihe f{x) = Za^^.v" . . 342

§. 112. 7. Liouville'sches Theorem . 347

§. 113. 8. Cauchy'sche Formel 350

J
00

VI. Kapitel.

Anwendung bestimmter Integrale in der

Keihenlehre.

§. 114. Vorerinnerungen 355

1. Summationen verschiedener Reihen mittelst

bestimmter Integrale.

§. 115. I. Methode, gegründet auf die Darstellung des allgemeinen

Gliedes ;/,, einer Reihe unter der Form "y<= "„ //'„(•^O '/' 3.57

a



— XV —
Seite

§. 116. Parsevars Methode 364

§. 117. Summation einiger reciproken Potenzreihen mittelst der

Formel —=-=!-r- f e'"'' x"-^dx . 366

§. 1 18. Weitere Anwendungen der Gammafunctionen in der Keihen-

lehre 369

2. Einige Theoreme über den Zusammenhang
gewisser Reihen.

§. 119. Zusammenhang der Reihen f{a)= >^ (—1) -. :—

und Ad-«) ^^'"(-l)" (^^:~y=7. 374

§. 120. Dirichlet's Theorem über den Zusammenhang der Reihen

'^Tf "^TT 2.92« , 'sn . 2*27r ^ ^y r^cossö, > c^cos-^und > r,sm^ (D. A.) . 379

n—l »—

1

§. 121. Die Gauss'schen Summen ^ cos *-- und ^ sin !li-?

als specielle Fälle des Dirichlet'schen Theoremes darge-

stellt. Werthermittlung der Integrale a und b (§. 120) (D. A.) 386

§. 122. Das Reciprocitätsgesetz in der Theorie der quadratischen

Reste (grt. D. A.) 388

3. Entwicklung einer willkürlichen Fuactiou
nach Kugelfunctionen.

(Hauptsächlich nach D. A. mit theilweiser Benutzung

V. D. P. dargestellt).

§. 123. Entwicklung des Radicals (l—2acosy-fa')~T nach stei-

genden Potenzen von a (t. D. P.) .394

§. 124. Darstellung von P^ durch bestimmte Integrale .... 398

§. 125. Fortsetzung 404

§. 126. P^^ genügt einer partiellen Differentialgleichung der zwei-

ten Ordnung 409

§. 127.^ Einige Sätze über Kugelfunctionen (D. P.) . . . . . . 412

§.128. Beweis der Dirichlet'schen Formel f da: f cp (.t,ij) <fi/

U

fff/ f 9{^,y)ffx 415



— XVI —
Seite

§. 129. Suinmation der Reihe

»=00 J*
,27r

''s -/ t,^

§. 130. Fortsetzung 421

§, löl. 2. Fall. f& ist von Null verschieden 430

§. 132. Die Entwicklung^ nach Kugelfunctionen ist nur auf eine

Art möglich (t. I). P.) 433

§. 133. Schluss 'i ... 435

IL Buch. Die vielfachen Integrale.

I. Kapitel.

Die Doppelintegrale.

§. 134. Vorerinnerungen (D.) 437

§. 135. Geometrische Deutung eines Doppeliutegrales (D.) . . . 437

§. 136. Flächeninhalt der p]llipse (D.) 440

§. 137. Theilung der Ebene durch Polarcoordinaten (D.) . . . 442

§. 138. Allgemeinste Art der Transformation (D.) 44G

§. 139. Ivory'sche Substitution (D.) . . ; 448

§. 140. Zweiter ]3eweis der auf Doppelintegrale bezüglichen Trans-

formationsformel 449

§. 141. Anwendungen 452

Erweiterte Bedeutungen eines Doppelintegrales.

§. 142. Darstellung des bestimmten Doppelintegrales als Grenz-

werth einer Doppelsumme mittelst Inhaltsbestimmung

irgendwie begrenzter Körper 450

§ 1 13. Neue Begründung des Theoremes von der Vertauschung

der Integraticnsordnung bei Doppclintegralen .... 4G2

§. 144. Allgemeinere Auffassung der vorigen Betrachtungen . . 404

§. 145. Benutzung rechtwinkhger Parallelcoordinaten 4GG

§. 14G. Bestimmung des ganzen von einer krummen Fläche einge-

schlossenen Raumes 4G7

§. 147. Anwendung der Polarcoordinaten 4G8

§. 148. P]rläuterung der vorhergehenden Betrachtungen durch

einige Beispiele 4G9

Inhaltsberechnung gekrümmter Flächen
mittelst Doppelintegrale.

§. 149. Allgemeine Theorie 473

§. 150. Anwendung räumlicher Polarcoordinaten ...... 47G

§. 151. Benutzung ebener Polarcoordinaten 477

4?. 152. Anwendung rämnlicher Polarcoordinaten 481

§. 1.53. Verwandlung von Doppelintegralen mit veränderlichen

Grenzen in solche mit constanten Grenz(Mi 484

§. 154. Regulirungde8lntegrationsumfangestranHfonuirt(!r Dopjjcl-

integrale 488



— XVII —
Seite

Berechnung der Oberfläche des dreiachsigen
Ellipsoides.

§. 156. Einleitende Betrachtungen (grt. D.)
, . . 493

§. 15G. Darstellung derCatalan-LobattOvDirichlefschenMethode(D.; 197

y* fiJ}u- du durch Ausführung

i

der Differentiation. — Verfahren Schlömilch's. — Rein ana-

lytischer Charakter der Catalan'schen Methode .... 503

§. 158. ReductionderDoppelintegrale./' f^>{ax"±hy')x^^^y^~^dxdy

auf einfache bestimmte Integrale , 509

IL Kapitel.

Die vielfachen Integrale im Allgemeinen und
das Problem der. Attraction der Ellipsoide.

§. 159. Definition der vielfachen Integrale. Allgemeine Bemer-

kungen 515

§. 160. Geometrische Bedeutung der dreifachen Integrale . . . 518

Attraction eines homogenen Ellipsoides auf
einen Punkt.

§. 161. Vorerinnerungen (grt. D. ii. D. P.) 521

§. 162. Theorem Ivory's (D.) 525

§. 163. Bestimmung von X für den Fall eines Innern Punktes

unter Voraussetzung des Newton'schen Attractionsge-

setzes (D.) 531

§. 164. Reduction der Integrale A^B^C auf die kanonische Form 540

§. 165. Rotationsellipsoid 543

§. 166, Der angezogene Punkt ist ein äusserer (D.) 545

§. 167. Das Maclaurin'sche Theorem (D.) 547

§. 168. Anwendung des Maclaurin'schen Satzes (t. D.) ... 549

III. Kapitel.

Reduction vielfacher Integrale auf einfache
nach verschiedenen Methoden.

§. 169. Winckler'sche Formeln .650
§. 170. Bemerkung zu dem Vorhergehenden. Cauchy'sche Reduc-

tionsmethode 565

§. 171. Darstellung willkürhcher Functionen mit beliebig vielen

Veränderlichen durch Fourier'sche Integrale (D. p. D.) . 567

§. 172. Reduction des sechsfachen Integrales .v §. 171 auf ein

Doppelintegral (D. p. D.) 659

§. 173. Dirichlet's Reductionsmethode vielfacher Integrale (D.A.) 5G4

§. 174. Dirichlet's discontinuirliclier Far inr D.) 565

Meyer, bestimmte Integrale. b



— XVIII ~
Seite

§. 175. Das Dirichlet'sche Integral //. . x""^ /~^ z'^"^ . .

.

dxdydz ...

für < (^^y+(^|y+(^-'y4-...<l und positive

Constanten (D.) 566

§. 176. Einige Anwendungen des Dirichlet'schen Theoremes I"*

auf geometrische und mechanische Fragen (grt. D.) . . 571

§, 177. Bestimmung der Attractionscomponente eines homogenen

ungleichachsigen Eilipsoides nach Dirichlet's Methode

(D. u. D. A.) 575

§. 178. Liouville's Begründung der Dirichlet'schen Formel . . . 583

§. 179. Liouville's Verallgemeinerung des Dirichlet'schen Theoremes 586

§. 180. Anwendung der Liouville'schen Formel 591

§. 181. Liouville's Beweis des Gauss'sohen Fundamentaltheoremes

über Gammafunctionen 599

§. 182. Folgerungen aus der im vorigen Paragraphen bewiesenen

Gleichung I. Einige andern Liouville'schen Sätze . . . 601

§. 183. Schlömilch's Verallgemeinerung des Liouville'fichen Theo-

remes I. §. 179 608

§. 184. Fernere Anwendung der vorhin gebrauchten Eleductions-

methode • 612

§. 185. Reduction des «fachen Integrales

JJ ...dxdy ..,{\-x^~y\..Y'F{ax-\-ßy...l\^x^+if-\-...->0 615

§. 186. Catalan's Reductionsmethode 621



§• 1.

Eiiileiteiule Betraclituiigeii.

Vax den wichti^\sten Begriffen, welclie die Mathematik ge-

schaffen, gehört ohne Zweifel der Begriff' der Grenze. Seine

Einführung wird für die strenge Forschung eine nothwendige

Forderung, wenn die Definition oder die Entwicklung einer

Grösse einen unendlichen Process in sich begreift. Denn in

einem Falle dieser Art muss vor allem die Gewissheit aufge-

zeigt werden , dass die Ausführung des unendlichen Frocesses

nicht etwa auf einen Widerspruch oder auf ein Resultat führt,

das seiner Natur nach für die directe mathematische Betrach-

tung ohne jedwede Bedeutung ist. Wenn z. \^. die bekannte

Zahl 6' = 2,71828182 als die Grenze des Ausdruckes
ni

(l + j für ein ohne Aufhören wachsendes m erklärt wird,

oder wenn die Grösse (1 +a;)- nach dem binomischen Lelirsatze

entwickelt werden soll ; so muss vor allen Dingen die Frage eine

Beantwortung finden, ob überhaupt ein wirkliches Resultat

in beiden Fällen erzielt werden kann.

Unter der Grenze einer irgendwie Veränderlichen y ver-

steht man nun bekanntlich eine feste Grösse «, der // sich

so nähert, dass ihr Unterschied von a abgesehen vom Zeichen

zuletzt ein beliebig kleines Quantum 8 nicht mehr zu über-

schreiten vermag. Die Variabel e y kann dabei entweder fort-

während grösser, oder kleiner als a sein, oder bald über, bald

unter a liegen. Wesentlich ist bloss die Bedingung, dass

zuletzt die weitere Veränderung der Grösse y nur zwischen

a + ^ und a — d Statt finden muss. Nimmt man z. B. a > \

und X == ooj so drückt die Grenze der Grössen - und ^^^

aus; während aber ß-^' beständig über Null liegt, bleibt der

^^iiotieut ^^^ nicht auf derselben Seite der Null.

Mkyer, bestimmte Integrale. 1
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Sehr häufig nun tritt der Fall ein, dass bei einer Ver-

änderlichen ihre Grenze selbst nicht aufgezeigt werden kann.

Alsdann hat offenbar der Nachweis ihrer Existenz grossen

Werth. Und diese wird allemal dann zur Gewissheit, wenn
man darzuthun vermag, dass eine Veränderliche sich zu-

letzt nur noch um weniger als eine beliebig kleine,

vorher bestimmte Grösse ö, die stets absolut genommen
werden darf, verändern kann. Denn da der Voraussetzung

gemäss die Variabele y, nachdem sie einen gewissen, wenn
auch unbekannten Werth a erreicht oder überschritten hat,

sich nicht mehr um d soll verändern können; so muss sie

nothwendig immer zwischen a -\- d und a — ö sich befinden.

Ihre weitere Veränderung kann folglich bloss noch zwischen

b-\-di und b—di Statt finden, wo natürlich b-{-d^ und b—d^ zwi-

schen a-\-d und a— d liegen. Und wird die Veränderung der

Grösse y immer weiter und weiter getrieben, so wird sie nur noch

zwischen ^+ ^2 und c— d.^ u. s.f. sich bewegen können. Da nun

aber bei hinreichend weit fortgesetztem Process das beliebig

kleine ^und folglich auch ^,,(^0? • • • von Null so wenig verschieden

gewählt werden können, als man nur will; so müssen offenbar

sämmtliche Grössen r/, b, c, ... schliesslich zusammenfallen,

d. h. in anderer Ausdrucksweise, die Grösse y nähert sich einer

Grenze.

Mit dem Begriff der Grenze beherrscht der der Function

das ganze Gebiet der Analysis. Von zwei Veränderlichen
a:.und y aber heisst die eine (y) eine Function und
näher eine einwerthige oder eindeutige Function
der andern (-^'), wenn zu jedem bestimmten Werthe
von X ein und nur ein Werth von y gehört. Ent-

sprechen jedem besondern Werthe von x mehrere bestimmte

Werthe von y, ist also y eine mehrdeutige Function von a;;

so werden wir diese verschiedenen Werthe von y als eben so

viel verschiedene Functionen von x betrachten. Geometrisch

genommen, d. h. x und y als Abscisse und Ordinate gedacht,

wird augenscheinlich eine Curve das Bild einer Function f[x)

vorstellen müssen.

Offenbar lässt diese Erklärung einer Function die be-

sondere Art und Weise der Abhän<i^i<>:keit zweier Veriinder-

liehen völlig unbestimmt. Eine Function kann niitliin um-
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dann für den Umfang eines gegebenen Intervalles als voll-

ständig bestimmt angesehen werden, wenn sie matheniatisclien

Gesetzen unterworfen oder durch eine genaue Zeichnung dar-

irestellt ist. Und hat man die Function bloss für einen Theil

dieses Intervalles vollständig bestimmt, so bleibt ihre Fort-

setzung ausserhalb desselben ganz der Willkür anheimgestellt.

Eine Function y = fix) wird ferner stetig oder conti-

nuirlich genannt, wenn für ein der Null sich näherndes f die

Differenz f{x. + f) — /(^O gl^df'hfalls die Null zur Grenze be-

sitzt oder mit andern Worten, wenn bei unendlich kleinen

Zunahmen des Argumentes x die Function f{x) ebenfalls nur

um ein unendlich Kleines sich ändert.

Von den continuirlichen l<'unctionen gilt nun folgender

wichtige Satz:

Unterscheiden sich in einem gegebenen Inter-

valle je zwei aufeinanderfolgende W'erthe der un-

abhängig Veränderlichen um weniger als eine be-

liebig kleine Grösse d, so muss der Unterschied der

e ntsjD rech enden Function alwerthe weniger als /3 be-

tragen, wo j3 ein dem d' entsprechend gewähltes
beliebig kleines Quantum bezeichnet.

Die Wahrheit dieses Satzes leuchtet unmittelbar aus der

Definition der stetigen Functionen ein, doch ist seine Allge-

meingültigkeit nur auf ein endliches Intervall beschränkt.

Denn nimmt man z. ß. in der überall stetigen Function sin (a;*)

für das Argument x- zwei auf einander folgende ungerade

Vielfache von ^, nämlich (2^/2 -|- 1) |^ und (2w -f- 3) -, so

ist einerseits sin [xP-') = -|- 1 ^ andererseits hingegen sin (.i;-)

mit + 1 gleichbedeutend-, die Differenz beider Functional-

wcrthe beträgt also stets zwei Einheiten. Lässt man nun m

über jede Grenze hinaus wachsen, so werden 7/ "^ ^ —

und y — '-^ ' ^ sich um weniger als jede noch so kleine

Grösse 8 unterscheiden, während ^ immer der Zahl 2 gleieli

bleibt.



Die einfachen Integrale.

1 . A b t h e i 1 11 n <>•.

Die Principien.

§.2.

Begriff des bestiiiimteii Iiilofirrales.

Sei /'(x) eine in dem Intervall von x = a bis x = h

coutinuirliche Function von x. Zwischen a und h wollen wir

die 11 — 1 Werthe .r, , .r.^ ^ x.^ .... Xn-i einsehalten , und zwar

sollen diese Grössen in derselben Weise auf einander folgen

wie b auf a. Ist demnach algebraisch b '^ a, so werden auch

die Differenzen

1. o;, — ctj x^ — x^y X. — X.,, .... b — x„-.i

sämmtlich positiv sein. Sie führen dagegen das Zeichen minus,

wenn b < a^ also b — a den negativen Grössen beizuzählen

ist. Multipliciren wir nun die vorhin genannten Differenzen

der Reihe nach mit den Functionalwerthen

2. /(«), A^•,), /('...), /(.r.-!),

und addiren wir hierauf sämmtliche Producte; so gewinnen
wir die Reihe

3. ^=(.r,-ö) /\a)+ (x,-x^) fix,)+ ....+ {b-x„_^,) /(a-,_i).

Offenbar wird diosflbo /n rincr inu-ndlirben, wenn ?i ohne
Aufliöreu wütli.-^t

,
d. h. wenn die Zuiseheiii'liüder immer mehr



und melir goliäuft werden. Ob aber durch ein solches Ver-

fahren die Reihe 3 nicht etwa divergent wird , bleibt vorläufig

v()llig unentschieden. Um hierüber Aufschluss zu erhalten,

wollen wir zuerst den angedeuteten Process in der Art voll-

ziehen, dass zwischen je zwei auf einander folgende Glieder

a und .t*
,

, .r, und ^^2 u. s. f. immer neue Werthe z^^ z^ 2^».—i;

z(^ ?./; • • • ^'^-^\ .... eingeschoben werden. Setzen wir nun

voraus, dass schon in Folge der ersten Theilung die et' sich

nicht mehr um die beliebig kleine Grösse (), die entsprechen-

den Functionalwerthe also nicht mehr um das beliebig kleine

(T sich zu ändern vermögen; so müssen augenscheinlich die

Functionalwerthe

f{z,), Hz,) .... /(^,.-l)

von f{a) um weniger als 6 verschieden sein, mithin sämmt-

lich zwischen f{a) -f- 6 und f{a) — ö sich befinden. Hieraus

aber entspringt sogleich, dass die Summe

4. {z, - a) /•(") + {z, - z,) /•(.',) + {z, - z,) fiz,)

+ .... + (.,, - r,_,) /-{Zr-O

immer zwischen

[/\a) + 6] [.fj — a] und [/(r/) — a] [.c, - a]

liegen muss. Und setzt man in jedem der folgenden Theil-

intervalle an die Stelle jedes Functionalfactors beziehungsweise

wieder /(xj) + (?, /'(a.-j) + ^j 5 so erhält man auch hier

für die Summen

f
(^l-.'^l)/(.^,)+(^2' - 2/)/-(-,')+.-.+(.T,-r;-i)/(4-i),

5 ) (•/'-^•2)/(.^-2)+«-',")/(^,")+--+fe-4-0/(--i),

die einschliessenden Werthe

[/(•^i) ± ö] [x, - .r,], \rix.,) ± a] [.i-,- X.,] , ....

Die Summe U aller dieser Complexe 4 und 5 wird daher

zwischen

S -{- ö {b — a) und S — a (b ~ a)

enthalten sein. Die Veränderung, welche hiernach unsere

ursprüngliche Grösse *S' durch das Häufen der Zwischenwerthe

erlitten, kann also das beliebig kleine Quantum 6(b — a) nicht
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überschreiteil. Da nun bei iiiinier weiter fortgesetztem Process

wegen der Endlichkeit vou b— a die Grösse ö (b— a) der Null

so nahe gebracht werden kann, als man nur wünscht; so muss

nothwendig die Summe 3 eine Grenze besitzen, wenn in irgend

einer Weise zwischen je zwei auf einander folgende Glieder

der Reihe

immer neue und neue Werthe z eingeschoben werden. Es

fragt sich daher bloss noch, ob überhaupt bei irgend einer,

von der obigen verschiedenen Theilungsweise des Intervalles

von a bis b eine Grenze vorhanden und wenn dies der Fall

ist, ob unter allen Umständen immer dieselbe Grenze er-

scheinen wird.

Sei wieder S der Werth der Keihe 3, wenn zwischen a

und b in irgend einer Weise die Glieder x^j x^, x-;^ .... Xn-i

eingeschaltet werden , und ebenso bezeichne S' den Werth der

entsprechend gebildeten Reihe, wenn y^j y-i,
.... Vm—i die

Zwischenglieder von a bis b ausdrücken. Die erste Theilung

sei dann endlich wieder schon so weit getrieben, dass in keinem

der Theilintervalle die Function /(.i) um mehr als das beliebig

kleine (? sich zu ändern vermag.

Aus beiden Reihen S und S' kann nun offenbar eine dritte

IJ dadurch gebildet werden, dass ausser etwaigen neuen Grössen

zwischen einzelne oder alle Glieder in den Theihntervallen der

einen Reihe Werthe der andern getreten sind, so dass hier-

durch eine dem obigen Gedankengange entsprechende Be-

ziehung zwischen den Grössen 6', (7, S' hergestellt wird. Denkt
man sich nämlich die den beiden Reihen S und S' ent-

sprechenden Glieder «, x^^ Xc, — a:,,_i, b\ a, //,, //., y,n-i., b

gleichzeitig und zwar der Grösse nach geschrieben, wobei die

zusammenfallenden Glieder wie etwa x^ und y,y nur als ein

Werth zu betrachten sind; so kann U aus der Reihe S da-

(liirdi entstanden gedacht werden, dass ausser etwaigen andern

W'crtlii'ii z. 1^. zAvischen a und a-, das Glied ?/j , zwischen x^

imd .'-, (las (ilicd //, u. s. f. eingeschoben ist. umgekehrt aber

Isaiin / t'i-siclitlich auch als (Hl' licilu' aiil'^Tlassl wci-deu, welche

aus N hcrvoi-LiiiiLi', indem zwischen ihre (.ilieder a
, y^, . . . .

einzehie oder alle der Folge a, x^y X2 .... eingereiht wurden.
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Dem Obigen gemäss können daher S und U höchstens nur

um ö(0 — a) verschieden sein, und ebenso kann der Unter-

schied zwischen U und S' höchstens ö {b — a) heissen. Die

beiden Reihen S und S' können sich mithin höchstens bloss

um das Doppelte 2 a{h — a) unterscheiden. Diese Differenz

aber kann jeden beliebigen Grad der Kleinheit erreichen und

folglich muss, wenn S einer Grenze sich nähert, nothwendig

auch für S' eine und zwar dieselbe Grenze wie bei S existiren.

Nun besitzt aber S eine Grenze, weil wir mit Hülfe der Reihe

U den oben erörterten Fall wieder erzielt haben, und dem-
nach muss die Reihe

(a:, - a) f^a) + {x^- x^) /(.t,) + .... + (^ - .-^O /"(^.„j)

stets einer und derselben Grenze sich nähern, wenn
in irgend einer Weise zwischen a und h nur fort-

während neue Glieder eingeschaltet werden.
Diese Grenze heisst das von a bis h genommene b e -

stimmte Integral der Function f{x) und wird uach Fourier's

Vorgange*) durch das Zeichen

h

f [x) d Xj

augedeutet. Das Symbol dx vertritt hierbei die einzelnen

Diilerenzen Xi — ö, x.^ — x'j . . . ., und a und b werden be-

ziehungsweise die untere und obere Grenze des Integrales

genannt.

üebrigens erkennt man noch auf den ersten Blick, dass

die Benennung des Integrationsbuchstabens völlig gleichgültig

ist. Man hat daher

b b

J'n.r) d x=
J'/'('J) <iV-

=) Foiirier : Theorie analytiquc de la chaleur. A Paris 1822, page 252.
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§• :^-

(iooiiietrisclie lU'dcutiiiijr <1<'S bestimmten Integrales.

Der vorhin gegebene Beweis von der Existenz des be

stimmten Integrales vereinfacht sich nicht wenig, wenn man

die Deduction auf geometrische Betrachtungen stützt. Denn

da das Bild einer zwischen a und h continuirlichen Function

f{x) eine Curve Mc N ist; so wird offenbar die Reihe 3 bei

Voraussetzung eines rechtwinkligen Coordinatensystems die

Summe der Rechtecke bedeuten, welche man dadurch erhält,

dass man zu der Abscissenachse durch jeden Endpunkt der

ürdinaten /(ö), f{x^), .... f(x„-i) Parallelen zieht. Trägt

Fig. 1.

man nun hierauf die Strecke (? oberhalb und unterhalb jedes

Endpunktes der Ordinaten /(«), .... /'(.r„_i) ab und construirt

durch die gewonnenen Punkte wiederum Parallelen zur Ab-

scissenachse; so wird ersichtlich der Bedeutung der beliebig

kleinen Grösse ö zufolge keine dieser Parallelen die Curve in

einem zweiten Punkte schneiden können. Und daher wird immer

S und ebenso der Flächenraum Z = A M c N B zwischen

S-\-a{b — a) und S — a{h — a) liegen müssen, wie auch

die Theilung des Tntervalles von a bis b geschehen mag. Diese

Grösse H und die Summe S können sich mithin bei unend-

lichem Processe nicht mehr um die unendlich kleine Grösse

2(5{h — (t) unterscheiden. Mit andern Worten aber heisst dies,
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dass der von der Ciirve M c N^ den Ordinaten A M und B N
und dem Stück A B der Abscissenachse ])egrenzte Kaum das

b

bestimmte Integral ff\x) d x vorstellt. Natürlich müssen bei
a

dieser Definition die einzelnen Rechtecke als algebraische

Grössen aufgefasst werden. Ist folglich beispielsweise b ^ a^

so sind die unterhalb der Abscissenachse befindlichen Recht-

ecke mit dem Zeichen ?m?ius in Rechnung zu bringen.

Vergleicht man noch beide Begründungsweisen der Defi-

iiitionsgleichung des bestimmten Integrales mit einander, so

liisst sich gar nicht leugnen, dass die geometrische vor der

jinalytischen den Vorzug grosser Anschaulichkeit besitzt. Wäh-
rend jedoch die analytische Deduction nur die Kenntniss weniger

Sätze aus der Lehre von der Addition und Multiplication ge-

gebener Grössen verlangt, kommen bei dem geometrischen

Beweise ausser diesen Sätzen noch alle diejenigen in Frage,

auf welche die Bestimmung des Inhaltes eines Rechteckes sich

gründet, und ausserdem sind die ersten Elemente der analy-

tischen Geometrie als bekannt vorauszusetzen. Dem Principe

nach ist daher der analytische Beweis von der Existenz des

bestimmten Integrales der einfachere.

§• 4.

Möglichkeit der Integralbestimmung mittelst der Definitions-

gleicliung eines bestimmten Integrales. Anwendung auf die

Differentialrechnung.

Schon der flüchtigste Blick auf die vorhergehenden Er-

i'rterungen lässt erkennen, dass mit dem Nachweise von der

Existenz der Definitionsgleichung

1. f/'{x) d X = lim . [(.Tj — a) /\a) + (a;, — x{) /(.r,) +
.••. + (h^Xn-^)f{Xn-,)]

zugleich die Möglichkeit gegeben ist, den Werth eines be-

stimmten Integrales mit jedem beliebigen Grade der An-
näherung zu berechnen. Nicht immer findet ein solch' glück-

liches Zusammentreffen Statt. So wird beispielsweise in der

Algebra gezeigt, dass jede Gleichung vom n'^" Grade auch
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n Wurzeln besitzen muss; aber njit dem Beweise dieses wich-

tigen Lehrsatzes ist keinesweges schon eine Methode zur Auf-

findung der Wurzehi geliefert.

Unter Umstiuiden kann selbst der genaue Werth eines

bestimmten Integrales mittelst der Gleichung 1 erzielt werden

und zwar dann, wenn die Summe der unendlichen Reihe in

1 sich angeben lässt. Sei z. B. 'f{x) = x^\ wo k eine Con-

stante ausdrückt; ausserdem mögen, um eine völlig eindeutige

Function zu gewinnen, die Grenzen a und b des Integrals beide

grösser, als Null sein. Setzen wir nun y — = q und lassen

die Grössen a;, , 0^3 .... in geometrischer Reihe auf einander

folgen, d. h. bilden wir die Progression

rt, aq, aq\ cu/^-^, b-,

so wird allgemein

Gt,_i - a%,) fix,) = a'^+^ ./''+i)"
{q - 1)

und daher

/a-^ ^a'=lim«^-+i (/7 _ 1) [
l + r/+i+ (/^/'•+i)-'+ . . .

.

+(r/+i)«^

=lim(.y-l)./«+^(^^2^= Im^
•^^, iP'-''- ^^'•+^).

Nun ist für w= 3o und ein von — 1 verschiedenes A^
,*?-""-- ==-,

yA+l— 1 0'

der wahre Werth dieses Quotienten, nach den Lehren der Dif-

ferentialrechnung bestimmt, aber = jrr. x
^^^^^ demnach

j x'' d X =
k+1

Nähert sich hierin k der negativen Einheit, so erhält man

abermals die unbestimmte Form
^

, in Wahrheit jedoch den

Werth lgb-]ga, d. h.

f
b

dx 1 Ä= Irr _
fr- o /j

2. Sei jetzt /\x) einer Exponentialgrössc^ also einer posi-

tiven Constanten mit variabelem Exponenten, iiänilich r^' gleich;

ausserdem bedeute £ eine mit wachsendem n unendlich klein
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werdende Grösse und näher eine solche, für welche die Be-

ziehung lim {a -\-n e) = h gilt. Zwischen die Grenzen a imd h

sollen nun in arithmetischer Reihe die Werthe

a -^ e , a -{-2 s, a -{- o £,.... a -{- n — 1 • £

eingeschoben werden, wobei wir also durchaus nicht voraus-

setzen, dass gerade
'' ~'^ = £ Statt finden müsse. Unsern An-

nahmen zufolge erhalten wir jetzt diese Gleichung

y*W X = lim c« . £ [1 + c^ + 6'2* + c^^ +.... + d"+')*]
a

= lim —^— (c^+"^ -- C")
,

d. h.

1 2. j-'^-^^'--)'-^
c'-l

Da nun mit wachsendem n die Grösse £ der Null sich

nähert, so werden wir auch hier wieder auf eine Anwendung

der bekannten Regel der Differentialrechnung über die Er-

mittlung des unbestimmten Ausdruckes von der Form — hin-

gewiesen. Wir ziehen es indess vor, diese Vorschrift gegen-

wärtig ausser Acht zu lassen, weil wir gestützt auf die Be-

ziehung 2. den Nachweis liefern wollen, dass jede Exponen-

tialgrösse einen Dift'erentialquotienten besitzen muss. Dies

führt uns dann sogleich zu einer höchst einfachen Definition

der Zahl t', vermöge deren wir nun umgekehrt wieder nicht

nur (!bn Werth lim —— , sondern auch die bekannte Be-

Ziehung e = lim (1 + «)" für lim « = in der einfachsten

Weise ermitteln können. Mit andern Worten aber heisst dies,

dass zur Bestimmung der Derivirten der Exponentialfunctio-

nen, der Logarithmen und Potenzen nur der Nachweis von

der Existenz der Grenze des Ausdruckes
~

für ein un-

endlich klein werdendes £ erforderlich ist. Man erkennt hieraus

auf den ersten Blick, dass so l)ei der Bef^ründuni»" der Dif-

ferentialrechnung jede Anwendung von bekannten unendlichen
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Reihen vermieden wird; den numerischen Werth der Zahl e

aber wird man erst bei der Darstellung der Functionen durch

unendliche Reihen ermitteln.

Der angedeutete Gedankengang selbst wird sich nun so

darstellen. Bedenken wir nämlich , dass dem Frühern zufolge

dus bestimmte Integral /c'" d x immer existirt und einen von
a

Null verschiedenen Werth erhält, so muss nothwendiff lim —^—

eine nicht mit Null zusammenfallende Constante ausdrücken.

Daraus folgt weiter, dass auch lim einer Grenze sich

nähert und zwar muss, weil == c* •
, also

lim = Imi
£ — £ '

diese Grenze stets dieselbe bleiben.

Erinnern wir uns jetzt der bekannten Definitionsgleichung,

des Differentialquotienten einer Function, so muss, falls eine

Exponentialgrösse c'' für ein gegebenes Intervall, von a bis h

z. B. , wirklich eine Derivirte besitzen sollte, mit abnehmen-

dem £ nothwendig der Ausdruck

8 f

immer dieselbe Grenze darbieten, von welcher Seite her auch

£ der Null sich nähern mag. Dies aber ist dem Vorhergehen-

den zufolge in der That der Fall, und folglich besitzt jede

Exponentialgrösse wirklich eine Abgeleitete, nämlich c*^^ .^jonst.

Es fragt sich also bloss noch, in welcher Beziehung die

Differentialcoefficienten für verschiedene Basen zu einander

stehen.

Nimmt man eine neue Basis c, , so lässt sich diese stets

als eine bestimmte — die fi*° — Potenz der ursprünglichen c

auffassen. Es ist daher

hm J = hm \—L = kn

anderseits aber hat man, wenn
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lim = k
E

gesetzt wird,

/ = lim = „ hm — =
^^ ,

(1. h.

IJiul hieraus erhellt augenblicklich , dass für fi = . der be-

sonders wichtige Fall

lim t^')'- ' = 1

erscheinen wird. Neunen wir aber die Basis, für welche diese

Beziehung Statt findet, e^ definiren wir also die Zahl e durch

die Gleichung

Imi = J
,

so wird

de"" ^ ^,^

(l .'>'

Und nehmen wir e als Basis eines Logarithmensystems, [so

ergeben sich nun wegen c'' =^ e , d. i. k = log c = l c um-

gekehrt wieder die Beziehungen

Jim = / c
£

und

dx °

Setzt man ferner c* — 1 = a, d. g. f = "^~V . ;
so folgt

lg c

sogleich

lim —^^^ = lim ,—77"^—r • lg c = lg (^

,

E lg (1 -f a) *= ^ '

d. h.

lim [lg (1 -f «)«j = 1

und daher muss Statt finden:

1

lim (1 + «)« = 6', lim « = 0.
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Weil endlich für die Potenz cc'" die Gleichung gilt:.

d X i. o '

SO wird, wenn man auch hier der Kürze halber

(1 + ö)'" = t'% also r =-- /w lg (1 + d)

setzt

,

o o r o

= m lim lg (1 + ^)'^ = ?n.

s V(

lim

Mit Benutzung des vorhin gefundenen Werthes

_i — ic

stellt sich jetzt unser Integral 2. wie folgt dar:

f
h

c^ a X =
Ic

3. Um endlich ein drittes interessantes Beispiel hier nicht

unberücksichtigt zu lassen, wollen wir noch das Integral

Tt

/lg (1 — 2 « cos X -f- a^) d Xj

in welchem wir a- von der Einheit verschieden voraussetzen,

einer nähern Betrachtung unterziehen*).

Denken wir uns das Intervall von bis n in n gleiche

Tlieile zerlegt, und nehmen wir die Zwischenglieder in arith-

metischer Reihe , nämlich = '^
,

^
, . . .

^^ ~
>

'^

go wird
' n ' n ' n '

ersichtlich

n

j lg(l — 2« COS .r+ «') ^.'= lim ^ lg|l— 2«cos ^-\-a~\

+ lg (l -2«cos^;+ «--')+ . . . .+ lg (l -2«cosfcl^+ «^)]

= lim"lg U\ — 2« cos
"" + aA (\ — 2a cos

"J + cA . .

.

, /l_2ß cos^> " + «•-')" .

*) Bierens de Haen: Exponu do la tlK-oiic <l(s int. dof. p. 471.
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Nun ist bekanntlich nach Cotes' Lehrsatze

a^"~\==^{a'-,-l)fa'-2acosl^+\\ ("«-'- 2« cosi^+ l")

(., 41 2 (W — 1) TT , Aa--2a cos -^,-„— + Ij
,

g also der vorhergehende Logarithmus mit lg
^-nr"i ( ^ "^'^ —

gleichbedeutend. Und demnach besteht nunmehr die Gleichung

7t

I
]g (1— 2«cosx+ «'^)^^^= lim^lg^~|+ lim^lg(a2''- 1).

Für ?i = oo aber wird die erste Grenze augenscheinlich = 0,

und für den zweiten Grenzausdruck erhalten wir die Werthe

lim j lg («2'* — 1) = TT lg «% oder = 0,

je nachdem «- > 1 , oder a- < L Mithin entspringt

yig (1 2 ß cos X -\- «'-') (Ix = TT lg «^ , u- > 1

,

= 0, ß2< 1.*)

§. 5.

Fuiidamentaltlieoreme,

Aus der oben gegebenen Definitionsgleichung eines be-

stimmten Litegrales:

1. ffi-x) dx = lim
f (a^i — a) f{a) + (x, — x{) f{x^) + . . .

-^{h-X,,^{)f{Xn-,)\

fliesst unmittelbar eine Reihe von Sätzen, die wir ihres häu-

figen Gebrauches wegen jetzt übersichtlich zusammenstellen

wollen. Um aber hierbei Widerholungen zu vermeiden, be-

merken wir gleich im Voraus , dass vorerst die vorkommenden

Functionen innerhalb sämmtlicher Integrationsgrenzen immer
als stetig und diese als endlich angenommen werden.

*) Ueber andere Bogrünclungsweisen dieser von Poisson gefundenen

Beziehungen vergleiche man Dienger: Differential- und Integralrechnung.

Stuttgart 1862; Thl. 1, S. 354-355.

Poisson. lournal de l'ecole polyt. cah. 17, p. GI7.

Dolaunay. lournal de niath. etc. par Liouville, t. 3, p. 355.
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1. Sei f{x) eine solche Function von x, die innerhalb

des Intervalles von a bis h ihr Zeichen niemals wechselt. Be-

achtet man nun, dass unserer Voraussetzung zufolge die Dif-

ferenzen x^^ — a , x.y — a;, . . . . mit h — a dasselbe Vorzeichen

besitzen; so muss offenbar das bestimmte Integral //"(.<) ^a:
a

positiv, oder negativ sein, je nachdem die Zeichen von f{x)

und h — a übereinstimmen, t)der nicht identisch sind.

2. Sei jetzt c eine Constante und /'(a:) = cf{x), alsdann

folgt aus 1. sofort

fc fix) (Ix = cj'f(x) (Ix.
a a

Ist also fix) := 1 , so wird

Je (l X == r {b — (t).

3. Zerlegt man f(x) in eine Summe oder Differenz zweier

Functionen (p{x) und ^(.t), so hat man diese Gleichung

h h h

u iC a

4. Ebenso unmittelbar einleuchtend wie vorhin sind ferner

die folörenden Relationen:

Jf(x — c) (l X = f f{x) (l X
a~\-c a

und

bc b

ac u

in denen c eine beliebige Constante ausdrückt \c (=) 0].

5. Machen wir jetzt die Annahme, dass die Zwischen-

glieder x^ , a:.^, in arithmetischer Reihe « + ^, a-\- 2d,

auf einander folgen, wobei d = - sein soll-, so wird unser

*S' nunmehr unter dieser Form erscheinen:

also

II. ff(pc)dx=^\\m8\fa-\-f{(i^b) + ....+ /'(«+ ;7^.d)
]
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sein. Und vertauschen wir h mit a, d. h. ö mit — Ö ^ so

kommt

S'=_ S [f{h) +f{h- ö) +/•(*- 2 d) + .... + f(l>- n-i . S)
]

und

lf{x)dx==\im-d[f{h)-\-f{b--d)+ ....+f{b-7i-\.8)].

Aus der Vergleichung beider Reihen S und S' aber ergiebt

sich, dass sie mit Ausnahme der Glieder /'(^/) und /(^) die näm-

lichen Functionalwerthe in sich begreifen 5 ihre Summe S -f- S'

ist daher mit — d [f (b) — /'(«) ]
gleichbedeutend. Weil nun

mit wachsendem ?t diese Summe die Null zur Grenze besitzt,

so muss nothwendig lim S = — lim S' sein, d. h.

ff{x) d X = — ff{x) d X.
a h

6. Der so eben bewiesene, äusserst wichtige Satz wird

uns sogleich das Mittel bieten, jedes Integral Jfix) d x immer

in die beiden andern J fix) d x und f f(x) d x zu zerlegen,
tl c

mag die Grösse c innerhalb oder ausserhalb der Grenzen a

und b sich befinden. Liegt nämlich zunächst c zwischen a

und b ^ so folgt wieder aus der Fundamentalgleichung I. (oder

IT.) sowohl, wie auch unmittelbar aus der geometrischen Be-

deutung des bestimmten Integrales, dass

jf(x) dx= Jfix) dx -\- jfix) d X.
a • u c

Befindet sich dagegen c ausserhalb der Grenzen a und b, ist

also z. B. die Folge der drei Grössen diese a ^ b, c\ so ist

zuvörderst

//•(«•) d X = ff{x) dx+ Jfix) d X.
u a h

mithin

Jf{x) dx- Jfix) d X = /V(.T) d X,

und hieraus entspringt imn mit Benutzung des Satzes unter 5.

:

//•(.r) d X = //-(.r) d X + //•(.,) d ,.-.

n ,t c

AIkvf.h, lioptiininto Intoffrali\ 2
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Einen ganz ähnlichen Gedankengang endlich würde man inne-

zuhalten haben, wenn c^ a, h die Aufeinanderfolge der drei

Grössen bezeichnet.

§. G.

Fortsetzung.

Die vorhergehenden Betrachtungen setzen uns in den

Stand, ein Theorem zu begründen, das namentlich bei den

später folgenden Entscheidungen über den Sinn solcher Inte-

grale eine ausserordentlich wichtige Rolle spielt, bei denen

nicht mehr die eine oder andere der bisjetzt gemachten Vor-

aussetzungen der Stetigkeit der Function und der Endlichkeit

der Integrationsgrenzen befriedigt wird.

Sei nämlich f{x) in das Product zweier ccontinuirlichen

Functionen (p{x) und iij{x) zerlegbar. Von diesen behalte

innerhalb der Grenzen a und h die eine, beispielsweise (p{x)

stets dasselbe Zeichen, und M und N mögen zwischen a und h

beziehlich den algebraisch grössten und kleinsten Werth der

andern Function ^(a:) bezeichnen. Diesen Annahmen gemäss

müssen daher die Differenzen

M — t{x) und xp{x) — N
immer positiv sein, und folglich müssen auch die Producte

\M — ikix)] (p{x) und [ip(x) — N] q){x)

ihrem Zeichen nach übereinstimmen. Daraus aber.fliesst weiter,

dass gleichfalls die Integrale

/ [M - ^ {x)] (f {x) dx und f [ip{x) — N] cp (.r) d x
u a

immer entweder beide positiv, oder beide negativ sind. Nun ist

b h h

f\M — ^(o:)] 9)(a') dx = M j (p{x) dx — J ^(a-) . (p(,v) dx
a a a

und

f\^{x) — N\ (p{x) d x==/<p{x) . ipU) d X - NJcp{x) d X.
'< il u

Das Integral f (p {x) p (x) d x , d. h. f /\x) d x liegt also
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zwischen den beiden Integralen

h h

MJ (p {x) (l X und Nf (p (x) d x.
a u

Da nun die Functionen continuirlich sein sollen, so muss

nothwendig zwischen dem Maximum und Minimum von i}{x)

innerhalb des Intervalls («, h) ein freilich unbekannter Factor

/^ = ^ (^) existiren , für welchen genau

h h A

j f(pc) dx = Ilf(p{x) dx = ij (JE,) f g) (x) dx
tl U U

wird.

Wir können diesem wichtigen Theoreme, das wir der Kürze

halber bisweilen den Maximum - Minimum - Satz nennen wer-

den, noch eine andere Form geben, von der wir bei der Rest-

bestimmung der Taylor'schen Reihe Gebrauch machen werden.

Beachten wir nämlich, dass für z = und z = \ der

Ausdruck a -\- {b — d) z beziehungsweise die Grössen a und h

liefert, so kann offenbar die zwischen a und h befindliche

Variabele 5 in der Form a -\- {p — a) ^ vorgestellt werden,

wenn -^ zwischen und 1 liegt. Mit Benutzung dieses Werthes

aber wird nun
/' h

f/\x) dx = tW + {b — a) %] f(p{x) d x.
a u

Ist speciell (fix) = 1, also ^{x)=f{.c)j so hat man die Be-

ziehung

Jf{x) dx = f[a + (/> — a) ^] [b ~ n] = R [b — a].

Geometrisch gedeutet sagt offenbar dieser Satz, dass unter

Voraussetzung recht-

winkliger Coordinaten

der Flächenraum A M-
NB seiner Grösse nach

mit einem Rechtecke

übereinstimmt , dessen

Basis^i?=^— «heisst

und dessen Höhe durch

eine zwischen der

grössten und kleinsten befindliche Ordinate ausgedrückt wird.

Fig. 2.

N

m:
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Verwandt mit dem oben erörterten Theoreme ist offenbar

der nachfolgende Satz.

Ist in dem Intervalle von x = a his x = h die stetige

Function /(cT) fortwährend grösser, als die continuirliche

Function ^»(.r); so hat man für b '> a augenscheinlich die

Relation

f, h

j'f{x)äx > ft(x)dx.

Daraus aber fliesst weiter, dass

// /' //

J (p{x) (1 X > Jf{^) d X > f^{x) (1 X.
II n <i

ist, wenn innerhalb der Grenzen n und b beständig die Be-

ziehungen gelten

q>{x) > f{x) > ^'(.r).

1

So befindet sich beispielsweise das Integral / - —

-

, wo

V

m ^ 2j zwischen den beiden Grenzen

i I

j dx = 0, 5 und L.:^.^ = T = 0, 5 2 3

Differentiation eines bestimmten Integrales nach den Grenzen.

Der Werth eines bestimmten Integrales ist augenschein-

lich durch die Grenzen desselben und durch die Natur der zu

iiitegrirenden Function bedingt. Erleidet folglich irgeiul eine

dieser Grössen eine Aenderung, so muss eine solclie natürlich

auch bei dem bestimmten Integrale sichtbar werden. N(»hnien

wir also /.. H. an, dass in

die obere Grenze b in ft + ^' übergeht, wobei wir für ein

positives // die Fuuction f{.r) nun von a ])is b -(- // cnnlijuiirlich



I

— 21 —

voraussetzen, so wird mit Benutzung des Satzes 6 §. 5 der

Unterschied

/y-f/<
h h-\-h

u — u =J/\x) d X — f f{^) d X =J f{x) d X
a a h

h

die Veränderung des Integrales //"(o;) d x ausdrücken. Daraus
a

ergiebt sich weiter, dass

mit abnehmendem h den nach h genomm;enen Diiferential-

quotienten des Integrales u vorstellen wird, wenn '^ "~ "
wirk-

lich einer Grenze sich nähert. Dies aber ist in der That der

Fall; denn vermöge der vorausgesetzten Stetigkeit der Function

/ (po) können das Maximum und Minimum derselben innerhalb

der Grenzen b und b -\- h sich um so wenig unterscheiden,

als man nur will, und daher müssen diese und folglich auch

R zuletzt mit f{b^ zusammenfallen. In Zeichen heisst dies

b

. dff{x)dx

und räumlich gefasst sagt diese Gleichung, dass die letzte Ordi-

nate Z>*A'den Differentialquotienten der Fläche AMNR (Fig. 2)

ausdrückt.

Einen ganz ähnlichen Weg könnten wir nun zur Auf-
h

lindung der Abgeleiteten von j f{x) d x nach der untern Grenze

a einschlagen, doch geschieht dies einfacher in folgender

Weise.

Man hat identisch

j fix) dx = --- ff{x) d X
>t h

lind demnach
b a

dff{x)dx dff{x)dx
« = - '- -^ = - f(a).da da ' \ /
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§. 8-

Differentiation eines bestimmten Integrales nacli einem

Parameter.

Wenn die Natur einer Function f{x) eine Aenderung er-

leiden Süll, d. i. geonietriscli ausgedrückt, wenn man von einer

Curve zu einer benachbarten übergeben will, die freilich mit

jener zu derselben Art gehören kann ; so muss die Function f(x)

ausser der Veränderlichen x wenigstens eine von x unab-

hängige Grösse a, einen sogenannten Parameter enthalten,

der die eine Curve von der andern als Individuum kennzeich-

net. In dem jetzt zu betrachtenden Falle werden wir mithin

das bestimmte Integral in der Form
h

1. U = f/'i-^) «) ^ -^

ti

uns vorstellen müssen.

Verändert sich nun a um eine beliebige Grösse h, so

können mit dieser Aenderung der Natur von /"{x) entweder

Aenderungen in den Grenzen a und b eintreten, oder es kön-

nen diese von a ganz unabhängig sein. Der Einfachheit wegen

wollen wir den letztern Fall zunächst betrachten.

Geht « in a-\- h über, so wird die Differenz

ti — u == ff{xj a -\- h) d x — j f{x, a) d x
n a

die Veränderung des Integrales 1 vorstellen , und folglich wird,

weil h mit x nicht verbunden ist, die Beziehung Statt finden

:

b

5>
"' — u / Y(a;,«4- A) — f{x, a) ,

h ~J h
^^'

a

Sollte es sich nun ereignen, dass mit unendlich abnehmendem h

der Quotient —v - einer Grenze sich nähert; so wird diese den

Differentialquotienten des bestimmten Integrales u=ff{x,a)dx
u

nach a bezeichnen. Dies aber wird wirklich der Fall sein,

wenn die nach a genommene Derivirte der continuirlichen

Function f{xj a) zwischen a und b selbst wieder stetig ist.
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Heisst nun die partielle Abgeleitete ^^' ^
für den

Augenblick t/^ {x, a) , so muss die Gleichung bestehen

lim
^("' " + ''^-Jl'h^^ _ ^ (,^^ „) ^

,1. s.

Mit Benutzung dieses Ausdruckes aber schreibt sich die in 2

ausgedrückte Beziehung jetzt so:

I ip {x, a) d X + (p — a).

Da nun mit unendlich klein werdendem h die Grössen <5

und folglich wegen der Endlichkeit von h — a auch (5(p — a)

von Null zuletzt um weniger als jede noch so kleine Grösse

verschieden ist; so gilt ersichtlich die Gleichung

dff{x, u) dx i>

du c cc loa

Man bezeichnet diese wichtige von Leibnitz entdeckte Regel

der Differentation nach a mit dem Namen der Differen-

tiation eines bestimmten Integrales nach einem
Parameter. Auch hat man für die Operation die Be-

nennungen der Differentiation von Curve zu Curve
(differentiatio de curva incurvam nach Leibnitz*))

oder der Differentiation unter dem Integrations-

zeichen eingeführt.

Endlich sieht man noch sofort, dass

h

u n

sein wird, wenn c von « abhängt.

*) Leibnitii et Joh. BernouUii Commercium philosophicum et mathe-

raaticum. Tomus I. Ab Anno 1094 ad annuni 1699. Lausannae et

Genevae 1745. — Epist. LIX., LX. LXI, p. 310 etc. Epist. 59. Leib-

nitii ad BernouUium 3. Aug. 1697. (Düferentiationis de curva in curvam

Principia).

X
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§.9.

Aciulcruiig der Inlegratioiisgrenzeu mit der Natur der Function.

Hat die Aeiiderung des Parameters a gleichzeitig eine

Veränderung der Integrationsgrenzen zur Folge; so wird das

Integral
b

U =
I
f{Xj Ci) (l

offenbar die Gestalt

b-\-jb

Wi = / f{Xj a -\- zl a) d

a-\-J fi

it ''annehmen , und der Quotient ^'^^J- wird jetzt in dieser Form

erscheinen

b «+^a
M, — u i*f{x, a -\- Jet) — f{x, a) , 1 /%.

i ^ \ ^-^ =
j ^-„ '^ --^ -

j.,J
^(-'' «+-^«) *

a a

l>-\-Jb

Dem Maximum-Minimum-Satze zufolge aber lassen sich die

beiden letzten Integrale auch so schreiben:

i /V(^, « + z/«)

^

X = f^ l'dx = ßi''J ^
' ^ Ja J Ja

a a

und
b+^lb

L f/V>a + Ja)äx^^^ir^l^,
V

und diese Beziehungen gehen mit verschwindendem zla den
frühern Erörterungen gemäss in die andern über:

und
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Da nun ausserdem noch

a a

ist, SO besteht offenbar die Gleichung

I. lim 'V~ = f //"(*. «) f/x = p^«) rfa;
z:/« da J

' ^ ^ ^ J da
a a

Sie besitzt, wie man sieht, eine grosse Aehnlichkeit mit dem

aus der Differentialrechnung bekannten Satze

dip(a,fj,c) dip{a,b,c) da ^^ d'^{a,h,c) db _. d'^{a,b,c) de
da da da

~'
d b r/a' de da ^

und dieser könnte, wenn man wollte, sofort zur Entwicklung

der Formel I. benutzt werden.

I^'ig. 3.

^ TW

A A,

Auch geometrisch genommen lässt sich dieselbe ohne Mühe
ableiten. Denn sei f{x, a) = y die Gleichung einer auf recht-

winklige Achsen bezogenen Curve MN ^ ferner bezeiclme OA
den Werth von «, und OB sei = &; alsdann bedeutet

u=jf{xj a) dx den Flächenraum AMNB. Verändert sich
u

nun a um z/«, d. h. geht die Curve MN in. die ihr benachbarte

iy, iV, über, und drücken OA^ == a -\- Ja und Oi?j = b -\- Jb
die Grenzen des neuen LiterValles aus, so ist



— 26 —

w, ==
J f{x^ a -\- zia) d X == Plächenraum A^ M^ -A^, B^

,

also

7/j _ ?/ = Flächenraum KM^ N^B^BN— Flächenraum AA^ KM.

Diese Differenz aber lässt sich zweckmässiger darstellen,

wenn man durch die Punkte M und N Parallelen zur a:-Achse

zieht und mit (? die algebraische Summe der kleinen Flächen-

räume MLK, MKM^B, NGN^P bezeichnet. Denn nun ist

j/, — u ersichtlich mit der Flächensumme

MRPNK+NBB^G-\-NGN^P—MKM^R— (^MLAA^—LMK)

gleichbedeutend, d. h.

h

u^—u=J[f(^x, a-\-^a)-f{x, a)] dx-\-f{b, a)/ih—f{a^ ci)zJa-\-a.

Für den unendlichen Process aber verschwindet 6 gegen z/a,

und folglich wird

h

T u, — u du fcf(oc,a.) , , ^/, \db ^/ s d fi

'"" ^ =
rf«
= j -V- '^'^ + ^(*' «) 05 - ^(«' «) ?5

•

Dass übrigens die Gleichung I. die in den vorhergehenden

Paragraphen behandelten Fälle in sich begreift, ist leicht zu

zeigen. Hängt z. B. nur die obere Grenze b von dem Para-

meter a ab, so reducirt sich die Formel I. auf diese

b

dfnx)dx ^

Und bleiben die Grenzen von « unberührt, so werden - ^ und
' da

~- beide zu Null, mithin wird jetzt

b

dff{x,a)dx b

da f d etJ
^A(-,«)g^_
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§. 10.

Existenz der Iiitegrationsconstanten.

Die vorhergehenden Betrachtungen führen zu dem wich-
h

tigen Schhisse, dass das bestimmte Integral f f{x) äx eine
u

solche stetige Function von b bezeichnet, die, nach h derivirt,

immer einen Differentialquotienten besitzt. Existirt daher noch

irgend eine andere Function von b, z. B. cp{b), deren Abge-

leitete ebenfalls f (b) heisst ; so lässt sich offenbar nach den

Beziehungen fragen, welche zwischen (p{b) und j f{x) dx
a

Statt haben.

Die Beantwortung einer derartigen Frage wollen wir jetzt

zu geben versuchen. Dazu aber ist nöthig, dass wir uns mit

einigen Worten zunächst des Einflusses erinnern, den das

Zeichen des ersten Differentialquotienten einer stetigen Function

auf die Natur derselben ausübt.

Sei demnach (p {x) eine solche von x = p hi^ x = q cou-

tinuirliche Function von x, die innerhalb des genannten Inter-

valles immer einen Differentialquotienten (p'(x^ darbietet. Als-

dann besteht unter allen Umständen die Gleichung

hm ^
\^

——- = (p(x),

d. h. der Quotient ^ ^'^"' ^^ ~ ^ ^^^
liegt, wenn ö ein beliebig

kleines Quantum vorstellt, das wir absolut voraussetzen dürfen,

zuletzt immer zwischen (p'(x) -f a und g/(.t') — (?, von welcher

Seite her das Increment h der Null sich auch nähern mag.

Ist daher cp\x) > 0, so muss der Quotient ^ "^
.;

—^^-^

immer das Pluszeichen führen, und folglich wird, wenn.Ä
ebenfalls zu den positiven Grössen gehört, q)(x -\- h) alge-

braisch grösser als cp (x) sein. Mit andern Worten aber heisst

dies, die Function (p{x) bezeichnet eine wachsende Function

von X.

Der Quotient ^ l~ ^ befindet sich dagegen bei

hinlänglich kleinem a immer zwischen zwei negativen Grössen
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und ist somit selbst negativ, wenn (pXx) < 0. In diesem Falle

wird daher für Ä > nothwendig (p{x) eine abnehmende

Fmictiou von x vorstellen müssen.

Drückt mithin q den algebraisch grössern Werth der beiden

Grössen p und q aus, so gelten die Beziehungen

1. ^{q) > (fip), (fXx) >
und

2. cp{q) < (p{p), (pXx) < 0.

Nun bezeichne ^(rc) eine solche Function von x, deren Dif-

ferentialquotient ip'(x) innerhalb des Intervalles {p, q) fort-

während mit Null gleichbedeutend ist; ferner stelle a eine

positive Constante vor. Alsdann heisst die Derivirte der

Function il^(x) + ax augenscheinlich + a, und folglich finden

die Relationen Statt

3. ^(^) - t(p) > - ci{q—p)

und

4. tl>{q) — ipij)) < a(q — p),

wie klein auch cc gewählt werden möge. Lässt man also a

ins Unendliche abnehmen, so wird

d.h. die Function vono;, deren Differentialquotient

fortwährend mit Null zusammenfällt, ist eine Con-
stante.

Daraus aber folgt weiter, dass zwei stetige Functionen

(p(x) und yX^)) deren Abgeleitete dieselbe Function /'(x) dar-

stellt, sich höchstens nur um eine Constante unterscheiden kön-

nen; denn der Differentialcoefficient ihrer Differenz (p{x)—xi-^)

wird durch Null ausgedrückt.

Besitzt folglich irgend eine zwischen a uud b stetige

Function (p(b) die Derivirte f{b), so muss nothwendig

/,

Jf{x) dx = fp{b) + const.

sein. Nähert aber b dem a sich ins Unendliche, so findet

schliesslich die Urenzgleichung
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== g)(ö) -(- const.

Statt. Und daher ist imimiehr

§ 11.

Uebergaiig von dem imbesliinmten zum bestimmten Integrale*).

Gestützt auf die soeben gemachten Bemerkungen, dürfen

wir behaupten, dass die allgemeinste Function f{x)j

deren Differentialquotient eine gegebene Function
/"(.t) repräsentirt, noth'wendig irgend einer beson-

dern, die Derivirte f{x) besitzenden Function g)(x)

gleich sein muss, sofern dieser eine willkürliche

Const ante hinzugefügt wird. Diese allgemeinste Function

F{x) wird das unbestimmte Integral der Function fix)

genannt und durch das Zeichen Jf{x) dx angedeutet. Es ist

daher der vorhin erwähnten Bemerkung zufolge

j f(x) dx = (p(x) + const.**)

Der Unterschied zwischen einem bestimmten und unbe-

stimmten Integrale besteht also nur darin, dass bei diesem

die untere Grenze nicht genannt, sondern d#rch die Integra-

tionsconstante vertreten wird. Die obere Grenze des unbe-

*) Man vergleiche mit dem hier im Wesentlichen nach Dirichlet

befolgten Gedankengange: Cauchy. llesumd des le^ons donnees a l'ecolo

royale polytechnique , sur le calcul infinitesimal. Tome premier, pages

101— 105. A Paris 1823.

Moigno. Le9ons de calcul diff. et de calcul integral. Tome II., pag,

5 etc. Paris 1844.

**) Von Differentialquotienten kann bekanntlich nur bei stetigen

Functionen die Rede sein, intless spricht man auch dann noch von einem

Ditlerentialcoefficienten , wenn die Stetigkeit der ursprünglichen Function

nur an einzelnen Stellen , aber für keine continuirliche Folge von Wcr-
thcn des Argumentes unterbrochen wird. Man benennt daher z. B. lür

einen zwischen und n liegenden Bogen mit arctang a? -f const. nocli

immer das unbestimmte Integral I
,
_r ;•,. , obgleich iiir ,r =^ die

Function arctg .r unstetig wird.
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stimmten Integrales dagegen ist, wenn auch in der schrift-

lichen Darstellung desselben der Kürze wegen unterdrückt,

bestimmt genannt; sie fallt mit dem Integrationsbuchstaben

zusammen. Dieser spielt mithin bei dem unbestimmten Inte-

grale eine ähnliche Rolle, wie sie dem sogenannten Stellen-

zeiger in einer unendlichen Reihe zukommt; denn er muss ja

einerseits das allgemeine, andererseits die übrigen Glieder

andeuten. DiebX» zwiefache Verwendung des Integrationsbuch-

stabens könnte man folglich auflieben, wenn man, freilich

weitläuftiger,

] f{u)dy statt y/-(.r) ilx

schreiben wollte. *

.r

< ffix) (Ix

Da -^

—

-K--— = f{x) , so können wir auch die oben ge-

nannte Function 99 (.r) durcli das bestimmte Integral Jfix) dx

ersetzen, also die Gleichung

J f{x) dx = J fijic) dx + const.

bildeii. Lassen wir aber hierin x dem a sich unbegrenzt

nähern, so wird augenscheinlich

J /'[->') ilx -- const,

und somit

//(.'i '/.' j /\x) (/.> - f/u) dx

oder

J f\.r) dx =- [(f){x) -f- const.] — [(p{a) -\- const.].

Das bestimmte Tnt('i;ral ff[x^ dx ergiebt sich folglich

aus dem unbestinmiten hitcL^ralc, wenn niaii in diesem den
Integrationsbuchstaben (kirch die Ürei./cii des Integrales er-

sci/.i iiikI von (lern der obern Grenze entsiirci'lu'nden Werthe
desselben den liir (h"e untere Grenze Statt Jindenden Ausdruck
abzieht. W ie man sieht, bleibt das Schlussresultat dasselbe,
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wenn statt des unbestimmten Integrales bloss die besondere

Function q){x) in Betracht gezogen wird.

Schon aus den Elementen der Integralrechnung ist be-

kannt, welch ein vortreffliches Hülfsmittel der soeben erörterte

üebergang vom unbestimmten Integrale zum be-

stimmten darbietet. Doch ist sein Gebrauch beschränkt,

weil man in der überwiegenden Mehrzahl der Fälle das un-

bestimmte Integral in geschlossener Form nicht anzugeben

vermag, während sehr wohl bei Voraussetzung passender

(irenzen das bestimmte Integral zu den angebbaren Grössen

gehören kann.

§. 12.

Ableitung' der Wallis'schen Formel.

Bezeichnen u und v innerhalb eines gewissen Intervalles

tetige Functionen von x, so besteht bekanntlich die wichtige

u ^~ a X = u V — I V .,- d X.
ex J dx

Der Hinzufügung einer Constanten bedarf es hierbei nicht,

weil das erste Integral auf ein zweites zurückgeführt ist. Da-

gegen darf, obwohl es auch grösstentheils geschieht, dem
Jiegriöe des unbestimmten Integrales zufolge die Constante

eigentlich nicht mehr unterdrückt werden, sofern beide Inte-

grale auf derselben Seite des Gleichheitszeichens erscheinen.

Wird aber das vorhin unbestimmt gelassene Intervall in der

Weise näher charakterisirt, dass p und q die Grenzen dessel-

ben bedeuten; so führen natürlich die beiden Beziehungen

* <i

lu -7^ dx = [uv\ —
I
V rc-

J dx l V J dx

und
7

/' '' " 7 I i* dt'' ^ r n''

j '^
,1.

'^'' '^ J^dTr ^^ "^ [^ ^];> == "'' ^'^ "~ '^'' ""''

V V

immer zu demselben Resultat*).

'*) Bei dieser Gelegenheit verweise ich rücksichtUch der Entwicklung

eini,i4'<M- ;illL,n'iiK'iii«'n IJclütioncii ;nii" Bierens de Ihien: Exposd delathöorie
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Von dieser Formel nun wollen wir gegenwärtig eine erste

Anwendung auf das Integral Vn = J sui x" dx machen, wo

n eine ganze Zahl bezeichnen soll.

Integriren wir nämlich zunächst unbestimmt, so folgt

lieh

/„ , sin a?"~^ 0,0^ X . n — \ i • „ o ?sm X" dx = + / s^^ ^ "^?

sogleich

und daher ist

7t Ä

I
sin X" dx =

I
sin x"~^ d x

oder
n — 1

Die wiederholte Benutzung dieser Recursionsformel aber

zeigt, dass schliesslich für ein gerades 7i

^
n — 1 71 - 3 n — 5 \ n

für die ungerade Zahl 7i -f- 1 hingegen

9 _ n^{7i - 2) . (n - 4) 2
''"+^ ~~

(n 4- 1) (n - 1) (7, - 3) ... 3

sein wird.

Erwägt man jetzt, dass der Sinus eines Bogens zwischen

(J ujid ^ einen positiven echten Bruch vorstellt, also

sin a:"+^ < sin x"
j

so mnss offenbar

und folglich wejxen

n 7/.(w--2)(n— 4)....2 w. (>t— 2)(n— 4)....2

T (n— l)(7i— 3)...3.1 ^" ^ («- l)(w — 3) ..r3.1

TT 2.2.4.4. ... 71 n

2 ^ i .
3^. 3 . 5 .TT. 71—1 * 7/ + 1

sein. Anderseits aber ist

UcH proprit'l''- . i|.
, Inrniiilcs de transtbrninl ioii r1 des iii('tlin(l(^s d'rvii

liiatioii des iiif.'UT;il(v- .If'tiiiics. AniHtcrdnni ISlrJ. rni^-. ;iü — 34.
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7t' 2 . 4 . . . (« — 2) 7j (n + 2)

U„
2 1.3.5 (n + 1)

^"^"^ ^

also in ähnlicher Weise wie vorhin

TT 2.2.4.4 .... 71 n4-2 2.2.4.4.... n A . 1_\
2 *^ 1.3.3.5.... n + 1 * n-fl ~ 1.3.3.5 ....wH-l\ "^ n-f ij*

Die Grösse — liegt also zwischen den beiden Producten

2 .^ . 4 . 4 . ^j^ ri_^ 1 2.2.4 ii_ /. , 1 \

1 . 373 . 5. . . . n4- 1
""^

1 . 3 . 3 . . . ..n+ 1 \
"^ n + 1 j

'

diese aber nehmen, wenn n ins Unendliche wächst, zuletzt

das Verhältniss der Gleichheit an, und sonach muss schliess-

lich die Grenzgleichung

Tc 2.2.4.4.6
2" ~~ 1.3.3.5.5

Statt finden. — Wir haben diese bemerkenswerthe, von Wallis

entdeckte Formel hier bewiesen, weil wir uns derselben in der

Theorie der Euler'schen Integrale bedienen werden.

§. 13.

Restbestimmung: der Taylor'schen Reihe.

Behufs einer zweiten Anwendung der partiellen Integra-

tion wollen wir jetzt mit ihrer Hülfe die Reihen Bernoulli's

und Taylor's abzuleiten versuchen. Eine derartige Entwicklung

derselben dürfte nämlich vor jeder andern den Vorzug be-

sitzen, weil sie namentlich den grossen Vortheil bietet, das

Restglied zunächst in der Form eines bestimmten Integrales

zu liefern, aus dem' alsdann mit Leichtigkeit die bekannten

Kestformen als blosse Corollare sich ergeben*).

Eine stetige Function cp («) habe für ein vorher bestimmtes

Intervall in einer gewissen Ordnung die continuirlichen Deri-

virten (p{a), ^"(ß), . . . Auf das unbestiuinite Integral yV'(«) </a

*) Der gewöhnlich in def Theorie der Ditterentialgleichungeu vor-

kommende Beweis des Taylor'schen Satzes erfordert bekanutHch eben-

ialls die Anwendung der partiellen Integration und liefert folglich gleich-

falls das Restglied in der Form des bestimmten Integrales; doch ist der

hier gegebene Beweis bedeutend einfacher.

Meyek, bestimmte Integrale.
"

3
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wollen wir die theilweise Integration so oft als möglich an-

wenden. Dadurch bekommen wir die Gleichunt?

,/

• • • ± ^ r («) + ;j J «" r-^K^) ^^«,

wo in dem vorletzten Gliede das obere oder untere Zeichen

zu nehmen ist, je nachdem 7i zu den ungeraden oder geraden

Zahlen gehört.

Heisst nun (0, h) das Intervall, für welches 9)(«),

q)'{a) (p"+^{a) stetig sind, so entspringt die Reihe

«P(A) = <P('>) + 'M/>) - /% «P'XA) + f, 9"V')
-

die, falls sie ins Unendliche fortgesetzt werden darf, Ber-

noulli's Namen führt.

Statt der obigen kann man jedoch leicht eine Reihe bil-

den, in der überall zwei auf einander folgende Glieder das

Pluszeichen besitzen, man setze zu dem Behufe nur ff
— a

statt cc, wo ff constant ist. Dadurch wird jede Function der

Differentialquotient der vorhergehenden, diesen mit dem Zeichen

minus genommen. Indem man aber auf J (p\ff — a) d a die

partielle Integration anwendet, ergiebt sich

j (p\ff — a)da = acp'{ff — a) + ^~ ^"(^ — «) +
"• + ^ r (^- «) + h.j ci-r-^'{9 - «) f/«;

und ist hier a von a = bis a = h zu wählen, d. Ji. sind

(p{(/ — a) und ihre Derivirten von y bis ff
— h als stetig vor-

auszusetzen, so folgt wegen
h

J(p\ff—a) da = (p{ff) —(p(ff—/i)

Diese Darstellungsweise des Taylor'schen Satzes aber ver-
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wandelt sich unmittelbar durch die Substitution (/ = x -\-

. in die übliche Form

(p{x-h h) = (p{x) + j (p\x) + ^^^ (p'Xx) +
h

• • • + f, r (*) + ,',j «" 9»"+' {<: + /'-«) <!"

Nicht zu übersehen ist indess hierbei, dass die genannte

Substitution die Stetigkeit der Function und ihrer Differential-

quotienten von a; bis x -\- h verlangt. Man wäre übrigens

auf diese Darstellung des Theoremes sofort geführt, wenn man
h

das Integral J(p'{x -\- h — a) da der theilweisen Integration

würde unterworfen haben.

Wie in der Differentialrechnung gezeigt wird, lässt sich

das Restglied in den beiden Gestalten

^, r+' {X + h *) und
^^-y^""^'

r+'(* + Ä »)

vorstellen, wenn %' eine zwischen und 1 liegende Zahl aus-

drückt. Beide Formen nun lassen sich hier unmittelbar er-

zielen , wenn man sich des Maximum-Minimum-Satzes bedient.

Diesem zufolge hat man bekanntlich, wenn i*^ immer einen

echten Bruch bezeichnet,

// . *

J(p ix) f{x) dx = cp [a + {b — a) %] ff{x) dx,
u a

und sonach wird einerseits

h h

^^^ I
a''(p"+^{x-\-h— a)da==^(p"+^lx-\-h—-hd'] 1 a" da

ü

andererseits hingegen

h

„^
, / a" 9"+i (x^h~a)da= J j

{h^y (p"+' [x -j-hil—d-)] h

= ^-"^^ (1— -^
9)""+i {x+ h^y



— 36 —

Und die bekannte Relation

(p(x -\- h) — (p (x) == h cp' {x + h O")

entspringt ebenfalls direct, wenn man erwägt, dass

J(p\x -\- h — a) d a = (p {x -\- h) — q) {x)
ü

und
h

j q)\x -\- h — a) da = h q)\x -\- h ^)

ist. Natürlich lässt sich dieselbe auch durch die Annahme
n = aus den obigen Formeln ableiten , wenn man nur unter

dem Symbol 0! die Zahl 1 versteht.

Ausser den vorhin erwähnten Restformen existirt noch

eine allgemeinere, von Schlömilch herrührende Darstellungs-

weise des Restes*). Audi sie kann als unmittelbare Folge des
h

Integrales —, I a" 9"+^ {x -\- h — «) da angesehen werden.

Denn schreibt man dasselbe in der Gestalt

h

^ fa" a)-+i (x + h - «) äf a •^
wo i)\a\ = ^ ^ eine Function bedeutet, die zwischen und^ ^ ^ da ^

k stetig ist und für jedes zwischen und h enthaltene a nie-

mals den Werth erwirbt: so hat man die Beziehung

d. h.

/<

Nimmt man nun speciell ^'(") = (1 + ^0 ""
j ^^ > ist,

so wird

*) Vergl. Diuger. Differential- und Integralrechnung. 2. Aufl. Stutt-

gart 1862. Bd. 2. Seite 481 tl.

ßertrand. Traite de calcul diff". et de cal. int. 1. Calcul difF. Paris

1864, page 285.
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^'[(l-^)Äj (l+a)(l-^)«

und folglich

(p(x + h) = (p{x) + hcp'ix) -\

+ ^ rix) + If^fr"^' r-^' (- + /^ ^) *)•

In den besondern Fällen a = und a = n erscheinen wieder,

wie man sieht, die von Lagrange und Cauchy gegebenen Rest-

t'ormen.

§. 14.

Liiii'oriuuiig eines bestimmten Integrales mittelst Substitution.

Ein sehr wesentliches Hülfsmittel zur Erforschung der

Eigenschaften bestimmter Integrale liefert die Einführung einer

neuen Variabelen an Stelle der ursprünglichen. Schon aus

der Lehre vom unbestimmten Integral ist die ausserordentliche

Tragweite dieser Operation bekannt. Nicht nur zusammen-

gesetztere Integralformen lassen sich mit Leichtigkeit aus ein-

facheren , auf Elementarfunctionen zurückführbaren Integralen

mittelst der Substitution erzielen, sondern umgekehrt können

in vielen Fällen verwickeitere Integrale nur dadurch ermittelt

Averden, dass man diese durch Einführung einer neuen Ver-

änderlichen zuvor auf einfachere, leicht integrirbare Formen
reducirt. Ja, selbst dann behauptet die Substitutionsmethode

ihren Werth, wenn die Reduction eines vorgelegten Integrales

auf Elementarfunctionen überhaupt zu den Unmöglichkeiten

gehört. Ganz die nämlichen Vortheile aber bietet, wie wir

sehen werden, die Substitution in der Theorie der bestimmten

Integrale.

Bezeichnet (p (x) eine solche stetige Function von x, deren

Differentialquotient einer gegebenen continuirlichen Function

/'{x) gleich ist; so besteht immer die Gleichung

1. ffi^) dx = (p{x) + const.

*) Von dieser specielleren Restform sagt Bertrand, dass sie von
Schlömilch und Roch gefunden sei. Die genauem Angaben über diesen

Punkt sind mir leider selbst nicht bekannt. M^ KMMArTf ^>rC }K(^
T
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Nun sei x = t {!/) , wo tp (ij) eine stetige Function von tj aus-

drückt, alsdann gilt den Regeln der Differentialreclmung zu-

folge die Beziehung

dx = ^' {tj) dy

und daher ist

Da mm^^^^^^^4^^^^^'^==f{x) eine andere Ausdrucksweise
dx • \ I

der Gleichung 1 vorstellt, so muss auch mit Noth wendigkeit

aus der Beziehung -'^i^-^^' = f\i) {(/) ] tp'iy) die andere fiiessen

2. Jn^iy)] t\y) dij = (p'[^P{y)] + const.

Bedeuten aber a und b die Grenzen, zwischen denen q){x)

und /"{x) stetig bleiben, und sind el)enso a und ß der Anfangs-

und Endwerth des Intervalles, innerhalb dessen die Continui-

tät der Functionen von y des Integrales in 2 nicht unter-

brochen wird ; so finden unsern frühern Betrachtungen gemäss

die Gleichungen Statt:

b

f/'{x) dx = (p{b) - (p{a)
fi

und

//[^(y)J ^'(y) chj = (pin^m - 9>[^'(«)1.

Daraus aber erhellt unmittelbar, dass nothwendigö

fnx)dx = ff[^l'{y)]^\y)dy

sein muss, wenn die Grenzen von x mit denen von y durch

die Relationen

a = t{cc), b = ^(/i)

verbunden sind.

Da hiernach die Bestimmung der Grössen a und ß von

der Auflösung einer Gleichung abhängig gemacht ist, so kann

es sich sehr wohl ereignen, dass für gewisse Werthe von a

und ß das sich ergebende Integral mehrdeutig wird. Solche

Fälle wird man natürlich zu vermeiden suchen. In welcher

Weise dios ;i))or geschehen kann, ist nur aus dem gerade
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vorliegüiiden Falle zu ersehen. Wäre z. ß. das Integral
h

fe--^x"äx mittelst der Substitution x==ky umzuformen, so

würde für positive a und h y die Grenzwerthe + -. und -\- -

erwerben können, je naclidem man den Parameter k positiv

oder negativ voraussetzte. Bezeichnet nun aber n einen ge-

brochenen Exponenten , dessen Nenner zu den geraden, dessen

Zähler hingegen zu den ungeraden Zahlen gehört; so sieht

num sofort, dass hier nur, um das Imaginäre zu vermeiden,

die neue Veränderliche als positiv in Betracht zu ziehen ist.

Man erhält alsdann die völlig eindeutige Beziehung

h

fe-'^^x" dx = k''+^ j'e-'"Jtj" dy.

k

Auch folgende Bemerkung möge schon hier eine Stelle
//

finden. Setzt man in J /(x) dx

xj- a y — cc , dx du ^

b - u ~ ß-- a^ ^^^^ b - a~ F^^'
SO wird für x = a y = a und für x = b y = ß. Führt also

die angewendete Substitution keine Mehrdeutigkeit in dem
neuen Integrale herbei, so kann man das ursprüngliche Inte-

gral immer in ein anderes transformiren, dessen Grenzen ganz

nach Willkür festgesetzt werden können. Es lässt sich die

Richtigkeit dieser Behauptung jedoch zum Theil schon aus

den früher mitgetheilten Sätzen

i*f{x) dx== i*f{x — c) dx und //(x) dx=^^ l'fi'^^dx

u t(-\-c a HC

erkennen, die ihrerseits wieder als Beispiele der Umformung
eines Integrals mittelst der Substitutionsmethode dienen können.

Einer andern Eigenthümlichkeit, welche bei Einführung

einer neuen Veränderlichen auftreten kann, werden wir später

gedenken.
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§. 15.

Erklärung eines Doppelintegrales. Theorem von der

Vertauschung der Integrationsordnung.

Ans der Lehre von den Reihen ist bekannt, dass die Ent-

scheidung über die Convergenz oder Divergenz gewisser Reihen

nur mittelst der Kenntniss der Doppelreihen gelingt. Einem

ganz ähnlichen Falle begegnen wir in der Theorie der be-

stimmten Integrale; auch hier können die Werthe vieler ein-

fachen Integrale oft nur gefunden werden, indem man sich

auf die Eigenschaft sogenannter bestimmter Doppelintegrale

mit Constanten Grenzen stützt, vermöge deren der Werth des

Integrales von der Ordnung der Integration völlig unabhängig

ist. Ja, man darf sogar behaupten, dass dieser von Euler

herrührende Gedanken einer Benutzung der Doppelintegrale

in der Theorie der bestimmten einfachen Integrale zu den

allerfruchtbarsten gehört*); denn ausser der schon oben be-

rührten Hülfe, welche die Verwendung der Doppelintegrale

bietet, lassen sich sehr oft mittelst derselben die auch auf

anderra Wege ableitbaren Eigenschaften einfacher Integrale,

ja manchmal sogar mit überraschender Leichtigkeit entwickeln.

Und selbst in den Fällen behält das Princip seinen grossen

Werth, in denen bloss eine Relation zwischen bestimmten

Integralen sich erzielen lässt.

Besitzt die von x = u bis x == b continuirliche Function

f(x) ausser der Veränderlichen x eine Variabele ?/, die aber

in Bezug auf x die Rolle eines Parameters spielt; so wird das

Integral jf{Xjy)dx im Allgemeinen eine von y abhäjigige

Grösse (p{y) bezeichnen. Ist nuji anderseits (piy) in Bezug
auf y stetig zwischen den endlichen Grenzen y = g und y= h\

80 existirt immer das Integral

^ =-j\{y) ^y = i^y ff^^^ y) ^^-
y y <i

Einer solchen Grösse aber hat man den Namen eines be-
stimmten Doppelintegrales beigelegt.

*) Novi Comment. acad. Petrop. tom. XVI. Siehe Diricklet: „Note
8ur les integrales döfinies" in Crelle's Journal Bd. 4. S. 94.
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In ganz ähnlicher Weise lässt sich ferner das Doppel-

integral

* h

u == J dx j f{Xy y) dy
a g

bilden, wenn die Function /(a;, y) in Bezug auf y von g bis h

h

und das Integral /"/(.f, y) dy wieder innerhalb des Intervalles

b

von X = ö bis cT == ^ keine Unterbrechung der Stetigkeit er-

leidet. Nehmen wir nun an , dass die Grössen a^ h
, y und h

von einander unabhängig, also völlig constant sind; so besteht

der wichtige Lehrsatz

h h h h

Jdxjl\x, y) dy = fdy f f{x, y) dx.
'j

Denn differentiiren wir das Integi'al u nach b^ so ergiebt sich

h

ll
= Ja», V) dy.

9

Und aus der Difl'erentiation von v nach b folgt

b

'' dff{x,y)dx h

U-f'y'—ü— =Jäyab,yyd

Die Derivirten der Functionen u und v sind mithin gleich,

und demnach können diese, falls überhaupt ein Unterschied

zwischen ihnen Statt finden sollte, nur um eine Constante

von einander abweichen. Lässt man aber h dem a sich ins

Unendliche nähern, so werden u und v beide zu Null, und

folglich muss die etwaige Constante selbst mit Null zusammen-

fallen.

§. 16.

Bedeutung eines bestiinmteu Integrales, wenn die Function

endliche Sprünge macht.

Unsere bisherigen Untersuchungen stützen sich ohne Aus-

nahme auf die Voraussetzungen der Continuität der zu inte-

grirenden Functionen und der Endlichkeit der Litegrations-
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grenzen. Erleidet luitliin irgend eine dieser Bedingungen eine

Modification , so bleibt es vorläufig noch völlig unentschieden,

ob jetzt überhaupt noch von einem bestimmten Integrale die

Rede sein kann. In der That v^erden wir bald sehen, dass

unter Umständen dem bestimmten Integrale nur die Bedeutung

eines leeren Zeichens zugeschrieben werden muss. Und zwar

können Fälle dieser Art eintreten, wenn eine oder beide In-

tegrationsgrenzen ohne Aufhören wachsen ; oder wenn die zu

integrirende Function durch das Unendliche geht. Wird aber die

Stetigkeit der Function unter dem Integralzeichen nur in der

Weise unterbrochen, dass die Function bloss endliche Sprünge

macht; so existirt noch immer das bestimmte Integral, wie wir so-

fort erkennen werden, nachdem wir uns das Wesen eines solchen

Falles veranschaulicht haben. — Erleidet nämlich die Function

f(x) für den besondern Werth x = x^ eine endliche Üiscon-

tinuität; so heisst dies in geometrischer Fassung offenbar nichts

anderes, als dass der Abscisse x = x^ zwei OrdinateJi ent-

sprechen , von denen die eine der Reihe .... f{x^ — 2 ^),

f(x^ — ^), f{x^ — 0), die andere hingegen der Folge f{x^ +^0;
f{x^ -\- ä), f{x^-^ 28) . , , . angehört, wenn ö eine unendlich

kleine Grösse ausdrückt. Diese beiden Functionalwerthe wird

man daher mit Dirichlet am zweckmässigsten durch die Sym-

bole /(j;^ — 0) und /(a;, -|- 0) von einander unterscheiden;

selbst den Fall der Continuität begreift diese Bezeichnungsweise

in sich, indem (ilsdann /"{xi — 0) und /"{x^ + 0) zusammen-

fallen. Treten nun für die Function /(x) innerhalb des end-

lichen Intervalles von x = a bis x = b an den Stellen x = c,

dj /'
. . . . Unstetigkeiten d^r genannten Art ein ; so wird offen-

bar in jedem der Theilintervalle («, c)] (c, 6'); (e, /*)... . die

Function /{x) vollkommen stetig verlaufen und folglich die

Existenz der Integrale

Jfxdxy Jf{x)dx, J/'{x)dx,

h

nicht zu bezweifeln sein. Das Integral Jf{x) dx ist sonach

im vorliegenden Falle mit der Summe der vorhin genannten

Integrale gleichbedeutend. Die Wahrheit dieser Aussage

leuchtet sogar aus der blossen Anschauung der nebenstehen-
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den Figur ein, indem hier iiugenscheinlich der von der Ourve

MNOrnn, der Ab-

scisse A D und den

rechtwinkligen Ordi-

naten AM und B R
eingeschlossene Flä-

chenraum j'f{x)dx die u-

Sunnne der Flächenräume ?/, Vj w vorstellt.

§. 17.

JJcii^riff des bestiniiiitciii Integrales für den Fall einer imendliclien

Discoutinuitäi der Function.

Wenn innerhalb des Intervalles von x = a \iv^ x = h für

einvn oder mehrere Werthe von x oder für die Grenzen selbst

die Function durch das Unendliche geht; so kann, wie schon

angedeutet, allgemein nicht mehr behauptet werden, dass das
h

Integral Jfix) dx immer einen Sinn besitzt. Denn soll das

Integral nicht ohne Bedeutimg sein, so ist die Bedingung

unerlässlich , dass der Werth desselben eine bestimmte endliche

Grösse bezeichnet; dies aber kann, wie sogleich einleuchtet,

keinesweges aus der früher gegebenen Erklärung des bestimm-

ten Integrales gefolgert werden, sofern die Function /(.r), sei

es an den Grenzen oder sei es zwischen denselben , durch das

Unendliche schreitet. Es ist daher zunächst die Frage zu

beantworten, welchen Sinn man in einem Falle dieser Art
b

dem Zeichen J fix) dx beizulegen hat. Nehmen wir zu dem
<i

Belaufe der Kürze halber vorerst an, dass f{x) nur für x = c,

wo c zwischen a und b liegt und h ^ a sein soll*), unend-

lich gross wird, sonst aber stetig verläuft; so wird offenbar

die Function fix) \onx= a bis x= c— e und von x=c-\-d
bis X = b in dem früher erörterten Falle sich befinden und

daher auch die Existenz der beiden Integrale

*) Dieser letztern Annahme werden wir, sofern das Gcf^cnthcil

nicht besonders ItcnuM-kf wird, immer folgen.
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1. ffi^) ^^ "^^ J /W ^^^

behauptet werden müssen. Diese beiden Integrale aber kön-

nen, sofern die positiv vorausgesetzten Grössen b und d von

Null zuletzt um weniger als ein beliebig kleines Quantum

verschieden sind, ersichtlich folgende Eigenthümlichkeiten

zeigen. Entweder nähern sich beide Integrale endlichen Gren-

zen, oder sie wachsen ohne Aufhören, oder endlich beide In-

tegrale erwerben unendlich grosse Werthe, von denen der

eine auf der Seite der positiven Grössen liegt, der andere hin-

gegen das Minuszeichen führt*). Nur in dem ersterwähnten

Falle besitzt das Integral ff x d x einen wirklichen Sinn und
a

wird durch die Gleichung

h c—

e

h

f f{x) dx = lim /fix) dx + lim ff{x) dx ^

a a fc-f-(f

definirt, eine Beziehung, die offenbar in der Form

jf(x) dx = lim [fh^) dx + ff(x) dx]

geschrieben werden kann, weil die Grenzen rechts hier wirk-

liche Grenzen, also nicht + ^^ ^^i" sollen.

In den beiden andern Fällen dagegen ist das Integral

Jf{x) dx ohne eigentliche Bedeutung, und man nennt hier
a

dasselbe unendlich, wenn beide Integrale 1 in demselben

Siune unendlich grosse Werthe annehmen. Unbestimmt

endlich heisst das Integral J /\x) dx, wenn von den Inte-

gralen 1 das eine positiv, das andere negativ unendlich

wird.

Wie in dieser Weise der Gedankengang fortzusetzen ist,

sofern die Function /\x) an mehreren zwischen a und b be-

findlichen Punkten durch das Unendliche schreitet, bedarf

keiner Erwähnung. Auch dies erhellt gewissermassen von

selbst, dass nur der eine von den anschliessenden Werthen

*) Vergl. die Anmerkung zu §. 19.
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c — f , oder c + (J in Betracht kommt , wenn c mit einer der
b

Grenzen des Integrales Jfix) dx zusammenfällt.

§. 18.

Ifaiiptwertli eines besliiumteu Integrales. Singulare bestimmte

Integrale *).

Setzt man die Hülfsgrössen e und ^ einander gleich und

addirt hierauf die beiden Integrale

c—

«

h

J f{x) dx und j f{x) dxy
a c-f-e

SO wird die für lim £ = erscheinende Grenze von Cauchy

der Hauptwerth des Integrales Jfix) dx genannt; jedoch
a

werden wir in Uebereinstimmung mit Dirichlet keinen Ge-

brauch von dieser Definition machen.

Wichtiger für uns sind dagegen die sogenannten singu-

lären bestimmten Integrale, obwohl wir uns auch ihrer

nicht in der Ausdehnung bedienen werden, wie dies von Cauchy

geschehen. Er versteht nämlich unter dieser Benennung über-

haupt die Grenzwerthe solcher Integrale, deren Integrations-

grenzen nur um unendlich kleine Grössen von einem Werthe c

abweichen, für welchen die Function entweder durch das Un-

endliche geht, oder welcher selbst zu den unendlichen Grössen

gerechnet wird. Berücksichtigen wir hier bloss den ersten

Fall, so würden wir uns die singulären bestimmten Integrale

etwa unter den Formen
c—v t c+fi t

Jf(x)dx, jf\x)dx

vorstellen können, in denen v und ft beliebige positive Zahlen

und f eine unendlich kleine Grösse bezeichnen.

*) Vergl. Cauchy. Resume des le^ons donuees a l'^cole royale poly-

technique, sur le calciil infinitesimal. A Paris 1823. Tome I. Pages 96

et 97.

louriial de Tecole polyt., cah. 19, p. 572.
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§. 19.

Von deu llülfsiuittelu zur lieiirtlieiliiiig der Bedeutuu^ des
h

Integrales ff{x) dx.

a

h

Die Entscheidung über die Frage, ob das Integral Jf{x) dx

nicht ohne Bedeutung ist, wenn f{x) innerhalb des Inter-

valles (rt, V) durch das Unendliche geht, kann unter Um-
ständen mit grossen Schwierigkeiten verknüpft sein. Solche

Fälle aber können augenscheinlich nur eintreten, wenn das

Integral Jfix) dx sich nicht angeben lässt; denn gelingt die

unbestimmte Integration, so braucht man offenbar bloss die

bestimmten Integrale von a bis c — £ und von c + d bis h

auf bekannte Weise zu bilden und hierauf die Grössen £ und 8

ins Unendliche abnehmen zu lassen, um die Frage nach der
h

Bedeutung des Integrales ffix) dx sofort als beantwortet an-

zusehen. Vorausgesetzt wird natürlich hierbei, dass das un-

bestimmte Integral zwischen den Grenzen {a, c — e) und

[c -\- öj h) zu den continuirlichen Functionen gehört.

i*
fi ^

Dieser Fall würde sich z. B. bei dem Integrale / ~
— 1

darbieten; denn hier ist wirklich, solange e und d noch nicht

unendlich klein geworden sind,

-1 +1 -fd

Lässt man nun aber e und d der Grenze Null sich nähern,

so wird das Integral i —^ völlig unbestimmt, also sinnlos,

— i

und nur der sogenannte Hauptwerth desselben, das heisst

würde eine I^estimuite Grösse vorstellen.
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Kann hingegen das Integral ff{x) dx nicht unbestimmt

integrirt werden, so hat man behufs der Untersuchung des-

selben nach einem andern Hülfsmittel sich umzusehen. Dies

aber wird in dem Fundamentalprincipe der Infinitesimalrech-

nung geboten, vermöge dessen eine veränderliche Grösse noth-

wendig einer Grenze sich nähern muss, sofern ihre Verän-

derung abgesehen vom Zeichen zuletzt nicht mehr ein beliebig

kleines Quantum a zu überschreiten vermag. Und zwar ge-

staltet sich die Anwendung dieses Grundsatzes hier in folgender

Weise.

Sei wieder c der zwischen a und h befindliche Werth von

Xy für welchen die Function f{x) ins Unendliche wächst.

Bleibt nun von x = c -\- £ bis x = h die Function stetig und

gilt dasselbe noch innerhalb des Intervalles von c -(- d bis hj

wo c + d näher an c liegen soll , als c -|- £ ; so wird offenbar

C-\-B

das bestimmte Integral j fix) dx die Veränderung ausdrücken,
c-\-d

h

welche das Integral [fix) dx durch den Uebergang von c -}- s

hl c -\- d erleidet. Sinkt folglich für ohne Aufhören abneh-

mende £ und d das singulare bestimmte Integral J f{x) d x
c-\-ö

I

innner unter eine beliebig kleine Grösse hinab, so muss noth-
b

wendig das Integral Jf(x) dx eine Grenze besitzen , also das

>:

'^'

Integral j fix) dx für x = c nicht ohne Bedeutung sein*).

*) In Betrett" dieser Behauptung diene noch folgende Bemerkung:
Bei allen bisherigen Erörterungen nämlich ist stillschweigend voraus-

gesetzt, dass — wie gewöhnlich — die Function f{x) immer in derselben

Weise unendlich wird, von welcher Seite her man auch dem Unstetig-

keitspunkte der Function f{x) sich nähern mng. Wird dagegen unter

f{x) eine solche Function von x verstanden, welche für die Folge

. . . . f\c — 28), f{c — s), f{c — i)), wo lim g = 0, im Punkte c= c —
unendlich von der Ordnung n wird, während sie beim Durchschreiten

der Reihe f{c + 0), f{c -f t), /"(c + 2«) an der Stelle x= c=c-\-0
m fach unendlich wird : so ist zur Entscheidung der Frage , ob das Inte-

gral /fix) dx für x == c nicht ohne Bedeutung bleibt, offenbar nunmehr

OF TNE ^

^W/VERSITY
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Das geeigneteste Mittel aber, über das Verhalten des ge-

nannten singulären Integrales Kenntniss zu gewinnen, wird

in der Regel durch den bekannten Maximum-Minimum-Satz

geboten.

§. 20.

Aiiwenduiigeii. Theoreme.

Setzen wir behufs einer nähern Erläuterung des Vorigen

zunächst den Fall, in welchem f{x) einem rationalen irredu-

cibelen Bruche ^^^ o-leich ist , dessen Nenner zwischen a und h
ip (x) ^ '

wenigstens eine reelle Wurzel a besitzt. Alsdann muss das
b

Integral 1 ^ \^ d x nothwendig sinnlos sein. Denn schreibt

a

man i){pS) in der Form i\){^x)= {x— a) ipi{x) oder {x—(xy'f^{x)^

je nachdem u eine einfache oder rfache Wurzel von ip(x)=0

v^orstellt; so ist

a-f-e a-f-e a-f-e

fvM ax = R C^^ , oder = Rf^^ .

u-\-0 a-^o a-\-o

Der Factor R aber nähert sich mit den ins Unendliche

abnehmenden Grössen a und ö der endlichen, von Null ver-

die Untersuchung der beiden Integrale ff{x) dx und ff{x) dx er-

a c-\-d

forderlich.

Eine Function f{x) aber wird in einem Punkte x =^ c unendlich
von der Ordnung n oder «fach unendlich genannt, wenn das Product

{x - c)" fix)

f\lTx = c weder Null, noch unendlich ist. Gehört die Function /"(o^)

zu den einwertlügen , so muss n eine ganze Zahl ausdrücken. (Sielie

Durege, Elemente der Theorie der Functionen einer complexeii verän-

derlichen Grösse §. 29, S. 111— 112.)

Auch der Fall kann eintreten, dass eine Function in einem Punkte

X = (' gleichzeitig crnllich und unendhCli ist. Ein s(;hr einfaches Beispiel

1

dieser Art liefert tlie Function e* , die iür positive x nn der Stelle ar=0

unendücb gross wird , dagegen tiir negative x im Punkte a' = ver-

schwindet.
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schiedenen Grösse ^^-l , während das singulare Integral
1p{(X)

/_^J^ oder /-—^— , wie es doch sein müsste, falls

h

ff{x) dx nicht ohne Bedeutung sein soll, keinesweges unter

ein beliebig kleines Quantum hinabsinkt.

Wird ferner in dem Integrale //(.t) dx die Function f{x)

nur für x= unendlich und zwar dadurch, dass ein in ihr ent-

haltener Factor x''-'^ für x==0 über jede Grenze hinaus wächst,

während ihr anderer Factor i^{x) zwischen und b immer

continuirlich bleibt; so wird zunächst

//(.f) dx = yV-i ^(.r;) dx.

Nun ist, weil x''-^ innerhalb des Intervalles von x = d bis

X = 6 niemals das Zeichen wechselt,

To;^'-! t{x) dx = R
I

.T^'-i dx == R '' ~^'
,

also, wenn A den absolut grössten Werth von i^ix) zwischen

und h ausdrückt.

Je ^k Je Je

R ^—r-- < A
£'' — d"

k
^ k

Der Ausdruck rechts aber kann, wenn k einen positiven echten

Bruch bezeichnet, wegen der ins Unendliche abnehmenden

Grössen s und d schliesslich nicht mehr ein beliebig kleines
/>

Quantum überschreiten, und folglich wird das Integral Jf{x)dx
ti

nicht sinnlos. Dagegen ist dasselbe unzweifelhaft ohne Be-

deutung, wenn k zu den negativen Zahlen gehört und R von

Null verschieden ist. Und wäre A* = 0, so müsste in Folge

E ! ^ /'

;
der Beziehung / ^f = lg ^ das Integral / /(a;) dt eben-

6 «

falls als nichtssagend betrachtet werden [/?(=)0].

Dem soeben erörterten Falle lässt sich noch leicht ein

Mkyt.k, hcstimnitc Integrale. 4
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allgemeineres Theorem zur Seite stellen.*) Wird nämlich

die Function f{x) nur an den Integrationsgrenzen^ z. B. für

die obere unendlich; so muss, falls das Integral j'f{a')dx

eine wirkliche Grösse vorstellen soll, nothwendig das singu-

läre IniQgrul J f (x) üX mit den unendlich klein werdenden

Grössen f und d, deren Vorzeichen mit dem von h—a über-

einstimmt, der Null sich nähern. Nun sei ohne Rücksicht

auf das Zeichen von irgend einem zwischen a und h ent-

haltenen Werthe x == a an das Product ip{x) = [h— x)'' f{x)

oder {x— hYf{x)j wenn h <.aj wo k immer positiv sein soll,

beständig kleiner, als eine vorher bestimmte Grösse A. Als-

dann wird offenbar numerisch das Integral

b— e h—s

V {x) —
-^ < A l[± {b — x)]-^ dx==

j 0—0

und folglich verliert für A- < 1 das Integral ff{x)dx seine
a

Bedeutung nicht.

Wäre hingegen das obige Product ^ {x) von x = a an

abgesehen vom Zeichen fortwährend grösser, als die von Null

verschiedene Zahl Aj wechselt also ^ {x) zwischen x = a

und X = b niemals das Zeichen; so müsste, weil jetzt abso-

lut genommen
b—a b~a

Ctix)
^"^ ^a C '^"^

h—d h—d

h

für A: ^ 1 das Integral//(a:) dx nothwendig sinnlos werden.
a

Ganz dieselben Schlüsse lassen sich offenbar in Bezug

auf die untere Grenze a wiederholen, doch ist dies nicht

einmal von Nöthen, weil immer durch Umkehrung der Gren-

zen dieser Fall auf den vorhin behandelten zurückführbar ist.

*) Vergleiche Serret. Cours de calcul differential et integral. Tome 11.

p, 100.
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1

Betrachten wir beispielsweise das Integral / z^ ^

Ü

das augenscheinlich für o: = 1 wegen / z^- = arc sin x

-{- const. nicht sinnlos, sondern mit ^ gleichbedeutend ist;

so folgt auch durch Anwendung des soeben mitgetheilten

Theoremes die Endlichkeit des Integrales, da hier

11 1

somit ^ = 1 und

In gleicher Weise kann ferner die Untersuchung des

1

Integrales I -^^ dx, wo w zwischen und 1 liegt, ge-

4
""

schehen; denn hier ist, wenn k einen zwischen und 1 be-

legenen Bruch bezeichnet, das Product a;"+'' lg x für x =
ebenfalls = 0, und folglich lässt sich immer eine solche

Grösse a bestimmen, dass von x = bis o; = « das Product

ip{x?) = x"+'^ lg X kleiner, als eine vorher gegebene Grösse

A sei. Nun ist n -\- k <C l und demnach wird das Integral
1

*lg X dx
;; einen endlichen Werth besitzen. Die Angabe der

XJ ^" —

"

^"""^"' ^ ^

Grösse A ist jedoch nicht einmal erforderlich, weil offenbar

der Factor B in

e «

mit abnehmendem d und e der Null sich nähern muss, also

endlich bleibt.

Von ganz besonderer Wichtigkeit ist schliesslich der

Satz, dass jedem Integrale eine Bedeutung zukommt,
wenn bloss durch Substitution die unendliche Dis-

4*
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coutinuitjit der zu integrirenden Function herbei-

geführt wurde.

Ist nämlich das Integral ff{x) dx, in- welchem f{x)
a

von X = a bis x = h stetig verläuft, mittelst der Substi-

tution X = tp (y) in das andere J f [i^ {{/)] i^' (f/) dt/ umzu-
a

formen, so kann es sich sehr wohl ereignen, dass der Dif-

ferentialquotient ip' (?/) an einer oder mehreren Stellen von

y = a bis y = ß unendlich wird, also eigentlich nicht exi-

stirt. Es bleibt mithin vorläufig die Frage noch eine offene,

ob das Integral j/[^(y)]i/;'(?/)rf?/ nicht sinnlos ist. Sei dess-
a

halb z. B. y einer dieser besondern zwischen a und ß befind-

lichen Werthe von ?/, und der ihm entsprechende für das

ursprüngliche Integral ff{x) dx heisse c. Gehört nun ^'
{y)

a

von « bis / fortwährend zu den continuirlichen Functionen,

so muss, wenn der y entsprechende Werth in x c genannt

wird, immer die Gleichung gelten

a a

Lässt man aber c dem c ins Unendliche sich nähern, so geht
c'

der Voraussetzung zufolge das Integral j fix) dx in die end-
a

C y
liehe Grösse J f{x) dx über, und //[i/'(y)] '4^'{j/)dy verwan-

delt sich ^^ J f['4^{y)]Tl}{y)dy\ dieses Integral muss sich da-
a

her gleichfalls einer Grenze nähern, d. h. es muss die Be-

ziehung Statt finden:

lim ff{x) dx = lim //[^(y)] ^l^\y)dy
a a

Augenscheinlich bleibt dieser Gedankengang derselbe, wenn
y mit einer der Grenzen «, ß zusammenfällt; unser Theorem
ist somit als allgemein bewiesen zu betrachten.
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§•21.

Unendliche Integrationsgrenzen.

Unsere frühere Untersuchung der aus unendlich vielen

Gliedern bestehenden Reihe

{x^—a)f{a) + (0^2— .Ti)/'(.t'i) + + {h—Xn-i)f{Xn-l)

hat uns gelehrt, dass dieselbe bei Voraussetzung der Stetig-

keit von /*(.>•) innerhalb des Intervalls {cij h) durch das Häu-

fen der Zwischenglieder x^y x^y a:«-i zuletzt nicht

mehr um die beliebig kleine Grösse a {h — a) sich zu ändern

vermag, wenn h und a zu den endlichen Grössen gehören.

Wird folglich diese letztere Bedingung nicht mehr befriedigt,

h

so bleibt auch die Existenz des Integrales ff{x) dx völlig
u

h

ungewiss, d. h. mit andern Worten, die Schreibweise y/(a;) dx
u

drückt vorläufig nur ein blosses Zeichen aus. Da nun aber

die Wahl unendlicher Integrationsgrenzen ausserordentliche

Vortheile bietet, und da anderseits die Lösung vieler Probleme

geradezu die Einführung derartiger Integrationsintervalle

verlangt-, so ist vor allen Dingen die genaue Bestimmung
h

des Begriffes nothwendig, welchen man dem Zeichen Jf{x) dx
a

in den angezeigten Fällen beizulegen hat. Offenbar geschieht

dies auch hier wieder in der natürlichsten und folgerichtig-

sten Weise, indem man unter den Symbolen

ff{x) dxy J fix) dx und J fix) dx
a -f-oo — ^

die Grenzwerthe versteht, welchen das vorerst zwischen den
h

endlichen Grenzen a und h genommene Integral J fix) dx
a

sich nähert, wenn entweder die obere, oder die untere, oder

beide der Integrationsgrenzen ins Unendliche wachsen. Er-
h

geben sich also bei diesem Process für Jfix) dx keine
a

Grenzen, d. h. erscheinen dieselben unter der Form + ^X),

oder schwanken sie fortwährend zwischen zwei festen Wer-
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tlienj ao kauu selbstverständlich von einer Bedeutung des
b

Integrales j f{x) dx nicht mehr die Rede sein.

h

Z. B. das Integral / e"" dx --= e^ — 1 ist für h = -\- oo

durchaus sinnlos, weil hier mit unaufhörlich Avachsendem h

der Ausdruck e^ — 1 über jede Grenze hinaus zunimmt. Und

ebenso kann keinem der Integrale y cos. t' dx \xn^ J siwx dx
u

eine Bedeutung zukommen, weil mit unendlich werdendem

b die Functionen sin h und cos h fortwährend zwischen + 1

und — 1 schwanken.

Was die Hülfsmittel betrifft, deren man sich bei der

Beantwortung der Frage, ob das Integral //(>') dx einen

Sinn besitzt, oder nicht, zu bedienen hat; so sind es wieder

dieselben, welche wir in dem Falle einer unendlichen I)is-

continuität der Function f{x) kennen lernten. Und zwar wird

auch hier, weil der Uebergang vom unbestimmten zum be-

stimmten Integrale in verhältnissmässig nur wenigen Fällen

anwendbar ist, die Untersuchung hauptsächlich auf die Frage

zurückgeführt, ob bei fortwährendem Wachsen einer oder

beider Integrationsgrenzen die dadurch hervorgerufene Ver-
h

änderung des Integrales J f{^') dx zuletzt von Null um we-
a

niger als ein beliebig kleines Quantum sich unterscheidet.

Nehmen wir beispielsweise an, dass bloss die obere Grenze

bj die wir überdies positiv uns denken wollen, ohne Aufhören

wächst; so muss, wemi J /'{x) dx einen wirklichen Sinn be-

sitzen soll, die Differenz

fax) dx - fax) dx = f/\x) dx
n a p

ohne Hinsicht auf das Zeichen mit wachsendem p und q unter

jede beliebig kleine Grösse hinabsinken, um wie viel übrigens

q auch grösser sein möge, als das beliebig grosse p.

Wie hiernach der Gedankengang sich gestaltet, wenn
eine der Grenzen nach der negativen Seite ins Unendliche
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wächst, ist selbstverständlich. .Eine allgemeine Methode aber,

die vorstehende Frage zu entscheiden, giebt es nicht. Ge-

wöhnlich führt eine zweckmässige Benutzung des Maximum-

Minimum-Satzes am leichtesten zum Ziele, und auch das fol-

gende, dem in §. 20 bewiesenen ganz ähnliche Theorem lie-

fert ein wichtiges Hülfsmittcl. Dasselbe stellt sich jetzt in

der nachstehenden Form dar.

Sei f{x) eine von x = a bis x = -\- oo continuirliche

Function von x. Lässt sich imn zwischen a und + cx) eine

solche endliche Zahl a bestimmen, dass für alle VVerthe von

x > a das Product x'' l'[x) abgesehen vom Zeichen beständig

kleiner ist, als eine gegebene Zahl A\ so nähert sich für
h

w > 1 das Integral Jf(x) äx mit stets wachsendem h einer
a

endlichen Grösse. Siunlos ist dagegen das Integral, wenn
von X = « an der absolute Werth von x'' f(x) niemals klei-

ner, als die vorher bestimmte, von Null verschiedene absolute

Zahl A wird und der Exponent w < 1 ist.

a

In der That hat man, da das Integral j f{x) dx stets
«

ausser Acht gelassen werden kann, für den ersten Fall ohne

Rücksicht auf das Vorzeichen die Beziehung

y Ax) dx < A^^ = A^

in der die Grösse rechts mit wachsendem b der Grenze

A ^ sich nähert.
«—

1

Ist hingegen absolut genommen x" f{x) von x = a an

fortwährend grösser, als A, behält also f{x) immer dasselbe

Zeichen zwischen x = a und .r = oo ; so ist auch numerisch

Cf{x) dx> A
j

h
* äx

Da nun /
—- = oder = lg ie nach-

a

dem fi < Ij oder == 1 ist, folglich mit wachsendem b über
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jede Grenze hinaus zunimmt*, so m'uss nothwendig yy(.r) dx

sinnlos sein.

Ganz dieselben Schlüsse gelten übrigens, wenn 1) nega-

tiv unendlich wird und wenn statt der oberen die untere

Grenze ohne Aulhören wächst. Man braucht, um dieses auf

den ersten Blick einzusehen, nur der Gesetze

/V(+^r) dx = —ffir-x) dx und// (.7;) dx = ~ff{x) dx
a — a a b

sich zu erinnern.

Schliesslich möge noch erwähnt werden, dass auch in

dem jetzt vorliegenden Falle Cauchy unter Umständen von
h

einem Hauptwerthe des Integrales //(.r) dx spricht und ebenso

singulare bestimmte Integrale unterscheidet. Schreibt man

nämhch das Unendliche in einer der Gestalten und —

,

wo \i und V willkürliche positive Constanten bedeuten, £ aber

der Null sich nähern soll
5 so heisst nach Cauchy, wenn das

Integral ff(x) dx unbestimmt wird, der für /i = v == 1 sich
— X

1

ergebende Werth des Integrales j /\x) dx der Hauptwerth

TS

von Jfix) dx. Und die Formen
—

«

Jflcii) dx und ff{x) dx
1 \_

würden nach Cauchy den Namen der singulären Integrale

erhalten.

§. 22.

Beweis der Endliclikoit von /cos (.t-) dx und fe~-''^ dx.
ü ö

Obwohl wir s])äter vielfach Gelegenheit haben werden,

das oben berührte Grundprincip der Infinitesimalrechnung bei
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der Frage nach der Bedeutung von f f(x) dx namentlich für
u '

den Fall nicht endlicher Integrationsgrenzen in Anwendung

zu bringen, so möge doch schon jetzt an einem Beispiele, an
CO

dem Integrale /cos (x^) dx nämlich, der innezuhaltende Ge-

dankengang erläutert werden.

r'

V

'*c [sin (.r')] cx^

Schreiben wir zu dem Behufe J cos {x"^) dx zunächst in

der Form

/ cos (.^2) dx =
I

und integriren wir hierauf theilweise, so folgt

/d^nix'*-) dx _ sin {q^)_ sin (;9^) ,
1 /^sin f.r^) ,

,

dx 2x ~~ "
2(7 2/>

"l 2 J x^
'^'

V P

Nun bezeichnen die Sinus echte Brüche, und somit kann,

weil numerisch -^-^ höchstens = -—<-- und !HL1?^^ nje-
2(7 2(7 2p 2p

mals grösser , als - ist
,
^-^ - — ^- i/'^l absolut genommen

nicht grösser als — sein. Ferner ist klar, dass innerhalb des

Intervalles von x = p bis x = q die Function -^ niemals das

Zeichen wechselt; mithin hat man

1 r^ . , ^. dx n r dx r / 1 i \ . . i
-- 1 sm (.<••) — = -^- 1 - ^ = ^^- (

) , also < — .

2 f ^ ^ x^ 2 J x^ 2 yp q J
^

2p
V P

Das Integral f cos (.t^) dx kann daher mit wachsendem

p und ^y zuletzt nicht mehr die beliebig kleine Grösse — über-

schreiten, und folglich muss f cos (a;^) dx einen Sinn besitzen.
u

Hieraus aber nun schlieseen zu wollen, dass auch die ur-

sprüngliche Definitionsgleichung des bestimmten Integrales

immer die Endlichkeit des Integrales y cos (.u*) dx zeigen müsse,
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würde ein grosser Irrtliuui sein. Wählt mau z. B. die Zwi-

schenglieder x^ , X.2 ; . . . . in arithmetischer Reihe, bildet man
also den Ausdruck

d [cos(O) + cos(d'0 + cos(4d2) ^ 1, lim ^ = 0,

so müsste man jetzt wegen der Unmöglichkeit, die Conver-

geuz desselben nachweisen zu können, geradezu die falsche

Behauptung aufstellen, dass das Integral / cos {x') dx sinn-
(I

los sei. •
•»

Die Endlichkeit des Integrales / cos {x') dx lässt sicli

übrigens auch dadurch zeigen, dass man dasselbe zuvörderst

in die Form - l^^f- dß umsetzt und zwischen die Gren-

zen (0, 3q) Theilintervalle

(O'f). (f.f) [(2.+ !)^, (2. + 3)-^].;...

einschiebt. Alsdann nämlich hat man

rcos/3. ^ = M /'cos/3 dß = 2 i\I{-~\y+\^

(2r4-l) I (2;+ 1) |

der Minimalwerth von ß aber ist (2 r -[- 1) v "^^^^ demnach

M < —

,

Da nun für das folgende Intervall M
Yi^r+i)"2 '

wieder kleiner als — ist und ausöerdem zwei auf

einander folgende Integrale mit entgegengesetzten Vorzeichen

versehen sind, also eine unendliche, aus alternirenden und
der Null sich nähernden Gliedern bestehende Reihe erscheint;

so muss wegen der Convergenz dieser auch das Integral
CO

/ cos {x') dx einen Sinn besitzen. — Aus später folgenden

Betrachtungen wird sich ergeben, dass
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J'
cos {x-') dx ^ A-

^1
ist.

Um endlich noch eine Anwendung des am Schlüsse im

vorigen Paragraphen erwähnten Theoremes zu geben, be-

trachten wir das Integral J c'-'"'^ dj\ Hier ist, wenn w > 1,
(I

für X = und x = oo das Product x" 6"-''" der Null gleich.

Man kann daher zwischen und oo immer eine solche Zahl

a bestimmen, dass x" 6'~^" beständig kleiner als eine gegebene

A bleibt, und sonach muss dem genannten Lehrsatze zufolge

fe~'''' dx nicht ohne Bedeutung sein. Der Werth des Inte-

grales selbst ist, wie wir später sehen werden, mit -1/%

identisch.

§. 23.

Umformung eiiiii^cr allgemeinen Integrale mittelst Subslitiitiou.

Nachdem wir in dem Vorhergehenden uns Kenntniss

darüber erworben, welchen Begriff man mit dem Integrale
h

J f(x) dx zu verbinden hat, sofern die ursprünglichen Be-
n

dingungen der Stetigkeit von /"{x) oder der Endlichkeit von

üj b nicht mehr befriedigt werden, wollen wir jetzt behufs

näherer Erläuterung einer früher nicht erwähnten Eigen-

thümlichkeit der Substitution mittelst derselben einige hierher

gehörigen allgemeinen Integralformen in andere umsetzen.

Vorher aber ist es nöthig, nochmals einen Blick auf die

früher gewonnene Beziehung

Jf{x) dx =ff [tl^ (y)l n^' (y) dy,

die wir in der kürzern Gestalt

Jf{x) dx=f(p iy) dy
a u

uns vorstellen werden, zu werfen. Offenbar bleibt diese Glei-

chung solange in Kraft, solange dem ursprünglichen Inte-
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grale Jfix) dx eine Bedeutung zukommt; nichtsdestoweniger

erfordert die Anwendung derselben gewisse Vorsichtsmass-

regeln, deren Nichtbeachtung zu falschen Schlüssen verleiten

kann. In dem ursprünglichen Integrale Jfix) dx bewegt
a

sich nämlich die Veränderliche x stets in demselben Sinne,

in dem entsprechenden Integrale j cp (y) d{/ dagegen braucht
a

dies in Bezug auf fj keinesweges der Fall zu sein. Während

z. B. X von X = a bis x = c wächst, kann auch y von [/ = a

bis y = y. wachsen, dagegen von ?/ = y his
f/
= ß abnehmen,

wenn x den Zwischenwerth c überschritten hat und nun bis

b zunimmt. Die Function (p (y) verbindet sich daher bei der

bekannten Bildung des Integrales f (p (y) d // in den beiden
a

Intervallen (« , y) und {y , ß) mit zwei DifFerenzgruppen von

verschiedenem Vorzeichen, und somit hat man jetzt die obige

Gleichung in der Form
// y /*

J'f{x) dx = fcp (y) d,j + f(p (y) df/

u a y

anzuwenden. Solche Stellen indess, an denen ein Wechsel

in der Natur der Variabein y Statt findet, können offenbar

nur dann eintreten, wenn die zu bildende Relation x = il) (y)

eigentlich erst durch x4.uflösung einer andern Gleichung

^ {xj y) == erzielt werden muss, wenn also y, als Function

von x dargestellt, zu den Maxima und Minima besitzenden

Functionen von x gehört. Die gleich folgenden Beispiele

werden uns hierüber genügenden Aufschluss verschaffen.

I. Sei zunächst das Integral

h b

n dx /^ dx

j fi^' j ^y^j
wo b positiv sein soll, mittelst der Substitution

I. .x3 + j^ = 2y-"l

umzuformen. Löst man die vorstehende Gleichung nach x^

auf, so bekommt man
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und demnach

2. ••«' - ^5 = ± 2y-4 yr=ryK

Anderseits folgt durch Differentiation der Gleichung 1

d. g. mit Beachtung der Beziehung 2.

X

y-^
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dy/* dx ^ 1 r dy \__ p a

j/l+^« 2^2 j j/y-y^ 2^2 J j/y
u ü 1

oder — was dasselbe —biß
r^

/• rfx ^ _1^ /^ dy 1^ yT- dy
,

.0

und man sieht nun augenblicklich, dass die beiden wesentlich

verschiedenen Formeln 4. und 5. nur für h = \ y also auch

ß = \ zusammenfallen. Die weitere Behandlung des Inte-

grales endlich würde zeigen, dass es in die Klasse der soge-

nannten elliptischen Integrale gehört.

II. Als zweites Beispiel wählen wir das Integral

in welchem wir a und h als positive Grössen betrachten und

bei dem wir natürlich voraussetzen, dass es nicht sinnlos ist.

Schreiben wir

«^ + — = ?/;

so .wird sowohl für x = 0y als auch für x = (x> die Ver-

änderliche y den Grenzwerth + oo, für x = j/— dagegen

den Minimalwerth 2]/a b erwerben. Während also das positive

X von bis oo wächst, nimmt die Variabele ?/ zunächst von

oo bis 2//« b ab, um hierauf wieder von 2i/a b an mit x über

jede Grenze hinaus zu wachsen. Nun ist

^' = li ± ¥^ y^'^^^^h

also

und

Mit Beachtung des soeben Gesagten muss daher von

a; = bis X = 7/ — die Relation
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x = ^ — ^ }/t/-4ab,

dagegen für das Intervall von x = T/ —- bis x = -}- ^^ ^^^

Beziehung

x = ^ -\- ^j/y^— 4ab
2a ' 2a '^ ^

gelten, und somit findet die Gleichung Statt:

/;•(«. +i,)..=,'jV(;;[i-^=^]%
00

d. h.

Dieselbe gestattet eine weitere Behandlung, wenn man
2/^ — 4r/& = 2- setzt-, denn dadurch nimmt sie die Gestalt an:

CO 00

Jr(ax + 1) rfx = ^Jz-iy^+i^] dz.

u

Einen speciellen Fall des vorstehenden Integrales bilde

das von Laplace im Calcul des probabilites page 99 betrach-

tete Integral

00

t 4:X
2 dx.

Ergänzt man hier den Exponenten x'^ -\- j-^ zu einem voll-

ständigen Quadrate (^' + ^ ) ? so folgt

00 00

/ e~^'^ ~ V:^' dx == e^ I e"" ("^ + 2:r)^ dxj
u u

unsere Function flax-] ) ist also im vorliegenden Falle
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mit der Exponentialgrösse c ^ ^.rj gleichbedeutenil. Dar-

aus aber fliesst nun sogleich weiter, dass

00 CO CO

;
Vf

ist.

Auch das Integral J cp ia^x^ + -A dxj wo ö >0, Z^>0,

lässt sich nach der obigen Formel reduciren. Denn da

ä^ x^ -\—^ mii (ax -\- —\ — J2ah gleichbedeutend ist, so

braucht man 9) ( ö(.r -|
j
— 2ah \ nur mit flax -\- -]

und folghch fil/z^ + 4«^?] mit ^[c- -\- 2ab] zu indentificiren,

um sofort die Beziehung

Ccp fa^x'^ + ^3^ dx = ~ (\{x'^ + 2 ah) äx

ü

zu gewinnen.

in. Sei jetzt das Integral

27t

0-^

Z7I

J f{ci cos X + h sin a;) f/.r

umzuformen, wo wiederum a und Z> positive Grössen bezeich-

nen sollen.

Ersetzt man a cos x -^-h sin x durch die Veränderliche y,

so wird für .1; = und x = 2% die Grösse y = a\ während
folglich X von bis 27T wächst, muss y innerhalb des Inter-

vall es von y = a bis y = a nothwendig eine verschiedene

Natur zeigen. Schi-eibt man nun a cos x -f- h sin x in der

Form a /cos x -| sin x\ , und setzt man- = tang a, wo

a einen Bogen zwischen und ^ bedeutet; so erhält man

y = a (cos X -\- tang a sin .t) = -^— cos (« — .t)
,

« sin (« _: o,)
"^ — //^zZ^yTcos «2

'
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Maximalwerth y = —— = j/a'^ + b^, dagegen für a+ ;r==^

den kleinsten Werth y = — j/a^ + ^* erwirbt. Die neue

V^eränderliclie y wächst also von y = a bis y = j/a"^ + ^^ ^^^

innerhalb des Tntervalles [— j/a^ -{- />-, a]j wenn x von bis cc

und von tc -\- ahis27C sich bewegt; sie nimmt hingegen von

y = j/a'^ -\- h'^ bis y = — ]/a^ + b- ab , sofern x zwischen

den Grenzen a und it -\- a sich befindet. Mithin muss, weil

für die zuerst genannten Intervalle von x sin (a — x) positiv

ist, zwischen den Grenzen y = a und y= ya^-\-b'^^ sowie

— l/d^ -j- ^2 und y= a dx mit + . "iU^— , hingegen von
yc^ — y^ cos a*

y = Yä^V' bis y =—y^M^ mit — J^Q^^^y gleich-

bedeutend sein. Daher die Gleichung

ff{aco.x+bsmx)dx= fIM^^il^ _ n^^^ud^
J ^ '

^ J Va^ - y^ cos «2 J Va^ - y^ C08 a«

I

/*/., N COS g rfy o /*/-/ N COS « . dy

Dies letztere Integral aber lässt sich nochmals umformen

;

denn bedenkt man , dass ?/ cos a = —=M^=:i niemals grösser

als a werden kann , so darf man offenbar y cos a = a sin (p

setzen. Dadurch aber entspringt sogleich die neue Beziehung

f /\fi cos X + b sin a:) dx = 2 / /"(sin 9) . j/a'^ -f- ^/-) f/qp

IV. Des Interesses wegen möge endlich noch die nach-

folgende Gleichung

TT n

J /'(sin 2a') cos x dx = //(cos //-) cos y dy

eine Stelle hier finden, obwohl bei ihrer Herleitung Betrach-

»tuugcii der obigen Art nicht erfordert werden. Zerlegt man
INI 1 ^ 1 I . Im I iiiiinte Integrale. 5



— GG — .

iiiinilich das vorgelegte Integral in zwei andere zwischen den

Grenzen und ? , ? ""d ^ und beachtet dann weiter, dass
4 ' 4 2

vermittelst der Substitution ^' ==Z — ^^ ^^^s Integral

n n

/ /(sin 2x) cos x dx in f/'{sm 2x) sin x dx
n u

4

übergeht; so erhält man die Gleichung

n n
•> 4

j /(sin 2x) cos x dx=f/'{sm 2x) [cos x + sin
-^i

dx

= y /(sin 2.r) ]/l + sin 2a: . dx.

Nun ist sin 2a' innerhalb des Intervalles (0, ^ j
fortwäh-

rend positiv, und folglich darf man sin 2a: = cos y- setzen.

Indem man aber die hierauf bezügliche Rechnung ausführt,

gewinnt man die oben angezeigte Relation.

§.24.

Beiiierkuiigcii zu dem IJebcrgang Yom iiiibestiiniiiten ziiiii

bestimmten Integral.

Der Uebergang vom unbestimmten Integrale

J'f{x)dx=(p(x)-{- const. zum bestimmten y/(a:)</a:=9)(^)

—

cp{a)
u

setzt wesentlich voraus, dass die Function (p{x) zu den ein-

werthigen und continuirlichen Functionen innerhalb des Inter-

valles (ß, h) gehört. Wird diese Bedingung nicht beachtet,

so kann man sehr leicht in Irrthümer verfallen. Nehmen wir

beispielsweise das Integral

II (l X

J {X - X)* + (^'
'

so lässt sich der Werth desselben durch die Function

— arc tg '^
, + const. darstellen. Die Function arc tanff ^

,^ X— X ^ ^ x- X

aber ist vieldeutig; um sie einwerthig zu machen, könnte man
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den Bogen etwa zwischen —
.,

nnd -|-
.,

voraussetzen. Der

Werth des zwischen den Grenzen +cx) genommenen Integrales

aber wäre alsdann, brauchte man die Stetigkeit der Function

arc tg nicht zu berücksichtigen, =0, während er in Wahr-

heit mit + 71 zusammenfällt, je nachdem nämlich die (kon-

stante fi positiv oder negativ ist. Dies richtige Resultat nun

findet man, wenn man eine zwischen — oo und -f- c» con-

tinuirliche einwerthige Function arc tang -^ ^ wählt, eine

Bedingung, der offenbar im vorhergehenden Falle nicht ent-

sprochen wurde. Denn da für x = l :^j = it oo wird, je

nachdem ^ positiv oder negativ ist, so springt z. B. bei po-

sitivem ft, wenn x von — cx) zu -|- ^^ in stetiger Weise sich

bewegt und der Bogen zwischen ^, und -|-
.,

sich befindet,

dieser für x = X von — ^ zu + ^. Setzt man dagegen den

Bogen zwischen und 7t voraus, so kann für x = X nur -

der entsprechende Werth von arc tang —^j. heissen , und folg-

lich wird jetzt

// ^.^''i 2
= — arc tang—^ -- + arc tang ^

,

d, h. das Integral ist = -f- tt, oder = — jr + 0, je nach-

dem /i 5 0.

Es lässt sich indess auch dann der Uebergang vom un-

bestimmten zum bestimmten Integrale benutzen, wenn die

einwerthige Function cp {x') zwischen den Grenzen a und b nicht

stetig bleibt*). Unter der als selbstverständlich geltenden

Annahme, dass das Integral J fix) äx nicht sinnlos wird,

bezeichne daher q){x) jetzt eine solche Function von x, die

zwischen a und h au den Stellen c, <?, . . . . k eine Unter-

brechung der Stetigkeit erleidet. Schliessen wir diese beson-

*) Man sehe liierüljcr eine schöne vVbluuullung von Heine im Crellc'-

sclien Journale. Bd. 51.

5*
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dern Stelleu zuvorderst von der Betrachtung aus, d. h. zer

legen wir das ursprüngliche Intervall [a, h) in die Th eilintervalle

{(ijC — £), {c + SyC — s) .... y wo lim £ = 0; so bekommen

wir augenscheinlich die stets richtige Gleichung

fflx) dx+j7k ^^ + +ffi^) ^^

= (p(b)-(p {rt)+ (p {c—£)— cp {c+£)+ (f (es) - cp (^+f)+
+ (p(k—s)— (p{k-\-£).

Da nun mit ins Unendliche abnehmendem s die linke Seite

der Voraussetzung gemäss in das bestimmte Integral //(.t) dx
u

übergeht, so muss auch die folgende Beziehung Statt haben

1. Jf{x)dx=cp{J))-^cp{ä)-\- lim [cp{c-e) — (p{c.+ e)] + ....

a

-\-\mi[cp{k — e) — cp{k + e)\.

Nach unserm Dafürhalten ist diese Gleichung indess nur

streng richtig für den Fall endlicher Discontinuitäten der

Function (p {x) ;
geht dagegen cp {x) durch das Unendliche, so

kann die vorstehende Relation bloss den sogenannten Haupt-
h

werth des Integrales J f{x) dx liefern. Denn wird z. B. für
n

X =^ c (p{x) unendlich, so muss auch schon in der Nähe von

c (p (x) unstetig , also für mehrere unmittelbar auf einander

folgende Punkte die Verbindung zwischen f{x) und cp {x) auf-

gehoben werden, wenn /'{x) endlich ist. Daraus folgt, dass

für X = c f{x) nicht mehr zu den endlichen Grössen gehören

kann; falls (p{x) + const. das unbestimmte Integral Jf{x)dx
vorstellen soll. Für den Fall einer unendlichen Stetigkeits-

unterbrechung von (p{x) muss daher auch f{x) mit (p{x) an

derselben Stelle unendlich werden, und sonach hat man z. B.

die Gleichung zu l)ilden

c—e h

lim j /'{x) dx -\- \imjf{x) dx = lim cp{c — s) — cp {(()

-j- (p{b) — lim <p{c -\- d).

Diese aber ist sinnlos, wenn mit abnehmendem s und d (p{c— f)

und (p(c-\-ö) nicht endlich bleil)en. (Fig. 5.)

Anders verhält es sich dagegen mit der Gleichung 1.,

wcini (He vovl^oiiiiiKMidcn Unstetigkciicii von (p{x) endlich sind,
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zwei Ordinaten (p{c - 0) und ^){c -\- 0), . . . . entsprechen.

In diesem Falle besitzt freilich qo {x) für die Unstetigkeitspunkte

Fig. 5.

\r^{^

in Wahrheit keinen eigentlichen Ditferentialquotieuten, weil

dieser in der bekannten Delinitionsgleichung

lim /(')

ganz unaljhängig von dem Vorzeichen des hicrementes h sein

muss, was hier augenscheinlich nicht der Fall ist. Doch spricht

man noch immer — wie schon früher erwähnt — von dem
unbestimmten Inlt^iale l'/'(.r)dx= 9^00 + const., und
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folglich Ulsst sich jetzt die Relation 1. einfacher in neben-

stehender Weise schreiben:

2. Jf{x) dx == cp {h) - (p (a) + cp{c — 0) -cp{c + 0)

+ (Pie -0)-(p{e + 0) + + qp(/, - 0) - cp{k + 0).

Betrachten wir beispielsweise wieder den obigen arc tang,

indem wir den Bogen zwischen — — und -|- -- wählen j so

existiren für x=^-l die beiden Werthe — - und -j- — und

folglich wird

.tt dx}t^

\x - l) + ^'^
-arc tgO-f-arc tgO—arctg(+cx))-|-arctg(-j-(X))

+ -(+;) + (+|)= + ;r.

Zur Herleitung eines bestimmten Integrales aus einem un-

bestimmten bieten sich demnach jetzt zwei Wege dar, von

denen der eine auf die vorstehenden Formeln sich stützt, der

andere ?nngegen daraufhinausläuft, wenn möglich eine solche

stetige Function (p^{x) zu suchen, welche denselben DifFeren-

tialcoefficienten besitzt wie die an einzelnen Stellen unstetig

werdende Function (p{x). Macht also (p {x) nur endliche

Sprünge, so lässt sich geometrisch genommen dieses letztere

Ziel leicht dadurch erreichen, dass man von den einzelnen

Zweigen der cp{x) repräsentirenden Curve den einen festhält

und die andern mit jenem zu einer in sich zusammeiihängen-

den Linie zusammenschiebt, wobei aber die einzelnen Punkte

der zu verschiebenden Zweige immer auf ihren Ordinaten fort-

schreiten müssen. Die auf diese Weise erzeugte Curve stellt

alsdann die gesuchte Function 9), {x) vor. Bei dem obigen

arc tang verrücke man z. B. den von bis — ^ verlaufenden

Curvenzweig so auf den ihm zugehörigen Ordinaten, dass

- mit -f-
~ zusammenfällt. Die entstehende krumme Linie

wird dann ersichtlich von den Ordinaten 71 und begrenzt,

und folglich ist ihre Ditfereiiz je nach der verschiedenen Natur

des ft i TT.
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Ein anderes sehr passendes Beispiel liefert das Integral
3/r

4.

* sin X

J 1 -j- cos x^

so findet man, dass

dx. Tntegrirt man nämlich zunächst unbestimmt,

/sin X dx
1 + cos x^

arc tanj? 4- const.ö cos X '

ist. Um die Vieldeutigkeit der Function arc tang aufzuheben,

wollen wir den Bogen zwischen — — und -\- -^ voraussetzen.

Bewegt sich nun x von bis -, so wird für x = -

arc tang = arc tg oo
n

cos X

bei weiterem Fortschreiten des x hingegen wird die Function

arc tff zwischen r- und sich befinden müssen , und* cos X '2 '

folglich springt für a; = y der arc tang von -f- ^ zu — ^

über. Unserer obigen Formel gemäss ist daher

3jl

4
/* sin X dx

arc tang arc lg -+ arctg
1 4- cos x^ ö 37r » cosü

cos --— cos
ü 4 (!-«)

— arc tang
71

cos

arc tg /2 - 1 + I - (- f ) - ': - '^i-e tg V2.

Ganz dasselbe Resultat aber erhält man sogleich, wenn man
arc tg zvvischen und 7t wählt; denn nun bleibt die Function

stetig, und sonach wird

'67t

h
sin X dx >

_ = arc tang
-f cos x^ ° in '^

cos —

-

4

sein. Setzt man aber für den Augenblick arc tg (— j/2) = z,

d.h. — tg2:=^^^2= tang(jr—2^),soergiebt sichz=;r— arctgj/2,

und fulglicli ist wieder
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— T2 —
Sn
4

' sin^. ^^ _ Stt _ ^ ^2.
1 + cos 0,2 4 Ö ^

Um endlich auch einmal ein Beispiel für die Benutzung

der Gleichung 1. bei dem Autsuchen des sogenannten, uns

aber völlig gleichgültigen Hauptwerthes eines bestimmten In-

h/d T

ü

< a < b betrachten. Das unbestimmte Integral / -^^-^

ist bekanntlich mit — lg ^-^ + const. gleichbedeutend, wo-
^ {i d — X

für man indess, um das Imaginäre zu vermeiden, die Form

_L
lir (

^^^i-
I -I- const. wählen wird. Nun wächst für x = n

^a ^ \a — xj '

der Logarithmus über jede Grenze, und demnach ist das In-

b

tegral / ^
^

^ völlig unbestimmt, also in Wahrheit sinnlos.

Sein Hauptwerth aber ergiebt sich in nebenstehender Weise:

1 , /«H-6\2 , 1 ,.
T

/2ö— £ £\2 1 , fa-{-b\-= ra
lg y^-b) + ra 1^«^ lg

('2^+i • l) = 4a ^^ (^^j

II. Abtheilung.

Die besondern Fälle bestimmter Integrale.

§. 25.

Einleitende Bemerkungen.

In den vorhergehenden Untersuchungen haben wir vor-

zugsweise die Gesetze zu entwickeln versucht, welchen das

Integral Jfix) dx gehorcht, wenn diese oder jene Operationen
a

an demselben vollzogen werden. Deuteten wir auch schon hier
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und da einmal gewisse bemerkenswerthe Eigenthümlichkeiten

an, welche durch die Wahl besonderer Intervalle {a , b), z. B.

(0, 1), (0, cx)) .... sich zeigen, während bei Voraussetzung

ganz beliebiger Tntegrationsgrenzen , natürlich immer unter

der Bedingung, dass hier wie dort das Integral noch zulässig

bleibt, Resultate von grossem Interesse meistens nicht zu er-

langen sind-, so hat uns doch die ausführliche Betrachtung

solcher speciellen Fälle bis jetzt gänzlich fern gelegen. Diese

aber bilden hauptsächlich den Inhalt der Theorie der bestimm-

ten Integrale. Unsere jetzige Aufgabe wird demnach auch

darin bestehen, gestützt auf die früher gewonnenen Lehren

die Auswerthung und die Erforschung der Eigenschaften be-

sonderer bestimmter Integrale zu versuchen.

Zu den wesentlichsten Vortheilen, welche mit der Wahl
besonderer Integrationsgrenzen verknüpft sind, gehören ohne

Zweifel die, dass dadurch gewisse Vereinfachungen in den

Werthen bestimmter Integrale sich erzielen lassen, dass oft

die Angabe eines Integrales in geschlossener Form gelingt,

während dies bei Voraussetzung beliebiger Grenzen nicht der

Fall ist und dass endlich auf diese Weise Transscendenten

erzeugt werden können, die in den verschiedensten Unter-

suchungen auftreten und oft sogar schon um ihrer selbst willen

das höchste Interesse beanspruchen.
h

Betrachten wir beispielsweise das Integral Jx'^^dXj wo
a

ctj b und m positiv sein sollen, so ist dasselbe bekanntlich

= r-i . Das bestimmte Integral behält also noch den
m-j-l °

Charakter des unbestimmten Integrales. Setzen wir aber «=0
und b = \j so verwandelt sich die Potenz in den Quotienten

—7—r, ein für die Öummation gewisser unendlicher Reihen
/«

-f-

1

h

z. B. nicht ujiwichtiges Resultat*). Das Integral /e~-^" dx

ferner lässt eine Darstellung in geschlossener Form nicht zu,

dagegen ist dasselbe für b= -{- cx:> mit — j/it gleichbedeu-

tend. Und zu dier Klasse der neuen, durch ausserordentliche

-''^ Vcrgl. §. 115.
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Fruchtbarkeit sich auszeichiieiicleii Trausscemlenteii endlich

gehört vorzugsweise das Integral J t'-"^
x"^"^ dx , wo a > 0.

I. Kapitel.'

Integration rationaler Bruche zwischen den Grenzen — oc und -f- oo.

§. 26.

Beweis der Formel /'^^ dx = ni V + -?7---

— CO

Sehr bald nach der Entdeckung der Infinitesimalrechnung

hatte man erkannt, dass ieder rationale Bruch ^7^ unbe-

stimmt sich integriren lässt; aber erst Euler, dem Begründer

der Theorie der bestimmten Integrale, war es vorbehalten, die

schönen Beziehungen zu entwickeln, welche aus der von

— 00 bis + 00 sich erstreckenden Integration des rationalen

Bruches —)^ hervorgehen. Zwar hat Euler seine Eorschunff
f{x) » »

nicht in der Allgemeinheit geführt, wie wir es hier nach

Dirichlet zu thun gedenken, dessenungeachtet aber können

wir den folgenden Gedankengang seinem Wesen nach unbe-

denklich Euler zuschreiben.

Wir setzen nun hierbei voraus, dass die beiden Polynome

(p {x) und /'{x) prim unter sich sind und dass keine der Wur-
zeln von f{x) wiederholt vorkommt. Soll unter diesen An-

00

nahmen das Inte<'ral 1 '^t-^ dx nicht sinnlos sein, so ist

— »

einer schon in §. 20. gemachten Bemerkung zufolge die Be-

dingung unerlässlich, dass die verschiedenen Wurzeln von

/'(x) zu den imaginären Grössen gehören müssen. Aber diese

Eigenschaft des Bruches 'j^, ,- allein würde nicht genügen;

vieluielir niiiss nothvvendig der (Jrad des Polynoiues (p{x)

niiiulestens um zwei Einheiten niedriger sein, als der von
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f{x). Denn schreiben wir, um dies einzusehen, die Polynome

(p{x) und l\x) zunächst in der Gestalt

und

/(..) = ..« [„„+5 + ^ + ....],

SO bezeichnen die in den Klammern befindlichen Grössen

Functionen von Xy die mit ins Unendliche wachsendem x be-

ziehungsweise den Grenzen b^ und a^^ sich nähern. Mithin

können wir ^-^^~ in der Form x'"-" ^{x) dargestellt denken,

wo i){x) eine Function von x ausdrückt, die für a; == + ^^

den Grenzwerth -- erwirbt. Wird nun x"^~" ip{x) von einem

beliebig grossen p bis zu einem beliebig grössern q integrirt;

so wird dem bekannten Maximum -Minimum -Satze zufolge

I y^l dx nur dann der Null sich nähern, wenn das Integral

ff X'"-" dx diese Eigenschaft besitzt. Ein Blick aber genügt,

um zu zeigen, dass dies nur geschehen kann, wenn m— ^ + 1

negativ, also m höchstens = ?i — 2 ist.

Setzen wir daher die für die Existenz des Integrales

CO

J^^-
dx nothwendigen Bedingungen als erfüllt voraus, und

- 00

bedenken wir noch, dass

/'{x) X— U ' X— Cf,

oder abkürzend geschrieben

l\x) ^^ x—cc ^j /'(«) ' x— a

ist; so reducirt sich unsere weitere Betrachtung zuvörderst

auf die nähere Untersuchung eines Partialbruches ?^ . ;^—

•

Sei zu dem Behufe a = X -\- ^i^ wo l auch Null sein

kann und ft als algebraische Grösse zu behandeln ist, da
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X — a überhaupt den Vertreter sämmtlicher Factoren von

/'{x) bilden soll. Nun ergiebt sich sofort, dass

/* da: /* (cc — X) dx
,

. /* iidx

J a:~X-^iii— J {x-X)^ + (i^
"^ ' J {x-W + fi^

= ~ lg [{x — A)'- + fi^l + / arc tang ^-^ 1- const.,

also

dx
X — fit

P

= - lg ^^^=f41^4+ /["arc tang ^^--^ + arc tang ^+i-l

ist. Dabei haben wir, um der Stetigkeit zu genügen, den

Bogen zwischen — ^ und + - gewählt. Diese Gleichung

aber vereinfacht sich, wenn die positiven Grössen p und q

über jede Grenze hinaus zunehmen. Denn da einerseits

(./
- ly + ^v = 42 |-i _^ + il_tF!j

^

(p + xy + ^^ =^= [1 + ii + il±i^J,

also der Quotient ,^ T ,L ^o in der kürzern Form 'l
~ sich

ip + ^)^ + |t** P' //

schreiben lässt, wo mit wachsendem p und q die Grössen fj

und z der Einheit sich nähern; so darf man ersichtlich

setzen, wenn man mit (?, eine Grösse bezeichnet, die für un-

endlich grosse Werthe voji q und /; verschwindet.

Und da andererseits

lim arc tang '^^ = -\- ^^ lim arc tang ^^ ~^~ == -Az Z y

je nachdem ^ positiv oder negativ ist, folglich in ähnlicher

Weise wie vorhin hier i arc tanff ^^^^ {- arc tano:
^^

mit dem kurzem Ausdrucke i ^ « + (^2 identificirt werden

darf, wenn auch unter dem imaginären ö, eine Grösse ver-

standen wird, die beim Uebergaii^L' zum Unendlichen den

Wcrth Null erwirbt; so erwächst jetzt die Beziehung
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A I
-^-^ = ^ lg '^ + yi ;r ? + .^ (7,

J X — a ^ p - ' '

in der a == a^ -\- o.y. Hieraus aber fliesst weiter, dass

/
+9

(p(x)

fix)
"^^^ = ^S p UA + ijt U±A + 2{Aa)

—1'

ist, eine Relation^ die im Unendlichen wegen des ersten Glie-

des rechts scheinbar einen ganz unbestimmten Charakter an-

nimmt. Erwäfft man indess, dass w(x) = y^ ^-^ ^^

höchstens vom Grade n — 2 ist, also rechts der Exponent

11 — 1 von X nur formell erscheint; so muss noth^endig

H A mit Null zusammenfallen.

Das Resultat aller dieser Betrachtungen spricht sich da-

her in der Gleichung aus:

I. /^ .. = ..• 2'[+,^i],
— oo

in der man dem Quotienten %^ das obere oder untere Zei-

chen beizulegen hat, je nachdem ^ zu den positiven oder

negativen Zahlen gehört.*)

§. 27.

Anwendung? auf den Fall f{x) = x'^ — {a -{- b i); cp x = x"'~^.

Für den weitern Fortgang unserer Untersuchungen wollen

wir statt f{x) ein solches Polynom wählen, dessen Factoren

in sehr einfacher Weise sich darstellen lassen. Diese Eigen-

scliaft aber kommt bekanntlich den binomischen Ausdrücken

/^{x) zu; wir setzen demnach f{x) == x" — (a -\- b ?'), wo
a -\- h i nur für ein gerades n reell werden darf.

Schreiben wir nun a -\- hi in der Form q c^' , und nennen

wir a = r (cos ( -\- i sin t) die Wurzeln der Gleichung f{x)
== 0; so entspringen aus der Beziehung

*) Vergl. hiermit: Oaiichy. Resume des le9ons donnees h l'ecole pol.

p. 1;{G. Moigno. lipoons do cal. ditf". et de cal. int. 'J\ II., p. 81).
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r" (cos nt -\- ? sin fit) = q (cos d' -\- ? sin d-)

bekanntlich die andern Relationen

1

„ , 'S- + 2 S TT

so dass nunmehr

1 &+ 2S71
77^—ir~-»

a = Q e

wird, wo s irgend ?i auf einander folgenden ganzen Zahlen

gleich zu setzen ist. Unter dem Bogen d' verstehen wir hier-

bei den kleinsten Bogen, dessen Sinus = b ist und dessen

Cosinus a heisst; wir wählen ihn also zwischen und 27r.

Da aber keine reelle Wurzel a erscheinen darf, so muss für

-ö" die Beziehung gelten

< -O- < 2;r.

In diesem Falle wird offenbar a -}- bi nur für d- = tc zu

einer reellen Grösse, die entsprechenden Wurzeln a aber

Ideiben imaginär, wenn 7i eine gerade Zahl bedeutet. Setzen

wir folglich ein solches ?i hier voraus, so dürfen wir auch

statt 0" jeden zwischen den obigen Grenzen enthaltenen Bo-

gen zulassen.

Wie ferner sogleich erhellt, verliert die Untersuchung im

Wesentlichen nichts an Allgemeinheit, wenn wir den Modul q

gleich der Einheit und statt (p{x) die Potenz x'"-'^ wählen.

Nehmen wir alsdann noch für s die 7i auf einander folgenden

Zahlen 0, 1, 2 ?i— 1, so liegen sämmtliche Bogen

"' '^— in den vier ersten Quadranten. Nun ist aber für
n

s =0, ],2 „ — 1 - < — und ^ '
^ < TT,

mithin ^ = sin 'T -^— positiv; dagegen führt ^ das Minus-

zeichen , wenn s" = ^ -\- s = "
,

" +1 n — 1

genommen wird. Und beachten wir endlich, dass gegen-

mif
/ («)

1 .(. -0'^'
.

'^^

wärtiff ?^rl mit

/ a"'-" = i (e " \
n
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zusammenfallt; so ergiebt sich nunmehr in Folge unseres

obigen Theoremes die Gleichung

— 00

" -1
/"'

1 \9 ; ,_ 5J . ' »" w - 1 ^ ,/ "» .-,

TT)

n

Bezeichnet daher ?n eine ungerade Zahl, so wird 1 — c'"^

2 und folsrlich

rx"'-\dx
--1

ü

Nun ist
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k
ursprünglichoii Ausdrucke überein, wenn — eine ganze Zahl

vorstellt. Für ein durch n nicht theilbares k hätte man also

die Gleichung

00

»I , n— 1 m

J a;"—

e

— CO

m

Ein bestimmtes Integral kann mithin je nach der Wahl
darin befindlicher Parameter verscliiedene VVerthe selbst dann

annehmen, wenn mit der Aenderung dieser Parameter eine

Veränderung der Function unter dem Integralzeichen auch

nicht verbunden ist.

Unsere obige Gleichung gestattet eine weitere Behand-

lung, wenn wir den Quotienten im Zähler und

m— — ^ l

Nenner mit e " multipliciren und den sich ergebenden

Factor — 1 durch e^^ ersetzen. Denn so entspringt

OD

n • "'
'

sin-- 7t

und hier wird der Bogen %• — tc offenbar zwischen — Jt

und + ^ sich befinden. Schreibt man folglich d- — 7t = ^^,

so gewinnt man die neue Beziehung

(JX 2 TT g
C-')--

sin

in der also das jetzige %• die Bediugung — ;r <; 'i^ < + tt

zu orliillen hat. Nun bezeichnet ... eine "gerade Func-
11 \ 'ri

~
.T. -j- e

tion von rc; bleibt aber f(x) durch Vertauschung von x mit

— X unverändert, so muss auch, das Integral J f{x) (/x als
a

existirend vorausgesetzt,

/'/ ('; ''' = /"/(.') <'.r

— b
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und daher

j f{x) dx = 2 Jf{x) dx
— h

sein. Mit Benutzung dieses Satzes erhalten wir demnach die

andere Relation

J > + e-
dx n e

Und hieraus fliesst weiter, wenn wir x mit Xy" vertauschen,

CO

;" dx e^" ^

—-J- = 7t

x+ e^' '"
sin "7 Tt

Das Integral wird hier, obgleich für x = der Factor

x'' durch das Unendliche schreitet, nicht sinnlos, indem

diese Unstetigkeit nur eine Folge der angewendeten Substitu-

tion ist.

§. 28.

^(«-1)^/
(iilltigkeit rter (iloichung / -^ 1' ^ = tt -, für jedes oclit

CO

J x+ e^'

gebrochene «.

Die vorhin gefundene Gleichung bleibt in Kraft für jeden

echten rationellen Bruch, dessen Zähler eine ungerade, dessen

Nenner eine gerade Zahl ausdrückt. Mit jedem beliebigen

Grade der Annäherung aber kann man irgend einer andern

zwischen und 1 befindlichen Zahl a durch eine Reihe von

einschliessenden Brüchen der obigen Art nahe kommen.

Bleiben folglich für eine Reihe solcher den Bruch a ein-

schliessenden und bei hinreichend weit fortgesetztem Processe

unendlich wenig von cinaudcr und von a abweichenden Quo-

tienten "' die beiden Grössen
n

l. / —^.' und nf-r^'-^dx
Sin « n
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fortwährend zwischen den diesen verschiedenen Brüchen —
n

entsprechenden Ausdrücken

:

Ix" dx . e^" ^

•/ ^ 4- e Sm - TT"

so muss nothwendig einem bekannten Principe zufolge die

Gleichung

/ x + e^'

dx = 7C

für jeden echten von und 1 verschiedenen Bruch a Geltung

besitzen.

Offenbar findet diese Frage nach der in der eben be-

schriebenen Weise zwischen den Grössen 1. und 2. vielleicht

Statt habenden Beziehung sofort ihre Beantwortung, wenn
sich zeigen lässt, dass für ein a der genannten Art das Inte-

gral und der Ausdruck L_ stetige Functionen von a
sin a n

sind. In Betreff dieser letztern Grösse leuchtet dies

sofort ein, weil ja sin a it niemals mit Null zusammenfallen

kann; die stetige Aenderung des Integrales mit a hingegen

lässt sich nicht ohne eine eingehendere Erörterung behaupten.

Denn ein bestimmtes Integral ändert sich, wenn auch in

Bezug auf eine Constante die zu integrirende Function nie-

mals mistetig wird, nicht immer in continuirlicher Weise mit

diesem Parameter. 8o haben wir z. B. oben gesehen, dass

das Integral

/ M^ __4_^

ist, je nachdem die Constante ^ zu den positiven oder nega-

tiven Zahlen gehört, welchen von Null verschiedenen Werth
sie sonst auch besitzen möge. Für |Lt = aber ist das Inte-

gral ebenfalls der Null gleich; lässt man also ^ continuir-

lich vom Positiven zum Negativen übergehen, so springt bei

^ = das Integral plötzlich von -f- n zu Null und liierauf

wieder von Null zu — n über.

Dem bokanntcii Kriterium der Stetigkeit zufolge nun



- 83 -

^^ zuschreiben

müssen, wenn für ein von a nur unendlich wenig verschie-

denes b, das wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu

haben, kleiner als a voraussetzen, die Differenz

00 QO

/ cc"-'^ dx _ C x^-'^ dx

x-\-e^' J x-\-e^^

i

ebenfalls die Null zur Grenze besitzt. Dies aber ist wirklich

der Fall, und zwar lässt sich die Richtigkeit dieser Behaup-

tung ohne die geringste Schwierigkeit mittelst unseres be-

kannten Mittelwerthsatzes darthun. Doch kann die Benu-

tzung desselben nicht ohne Weiteres geschehen. Denn der

hier zu integrirende Factor x"~^ — x^-^ = x^'—'^ (x"—^ — 1)

ist negativ für ein echt gebrochenes x^ er führt hingegen

das Pluszeichen, wenn x zwischen den Grenzen 1 und oo

sich bewegt. Alsdann aber würde ohne fernere Aenderung

/^rt— 1 _^f*-i
AT-
— dx wegen der obern

x+ e^'

1

Grenze die unbestimmte Form oo — oo erscheinen. Um die-

sel])e zu beseitigen, muss mithin eine nochmalige Umformung
eintreten, und zwar muss hier das Integral in der (Jestalt

I
'

^y dx der Untersuchung unterworfen werden.
./ 1 +—

Bedenkt man nun, dass wegen — it <^ nd^ <^ -\- tt weder

^., noch — ^. iemals unendlich werden können, so
x-\-e^'

1 4_ f

darf man offenbar in beiden Fällen die Quotienten in der

Form r -\- s i sich vorstellen, in welcher r und s stets end-

liche Gn)ssen bezeichnen. Heissen folglich q und 6 die be-

ziehlich zwischen dem grössten und kleinsten Werthe von

r und s innerhalb der Intervalle (0, 1) und (1, oo) befind-

lichen Factoron von l)«'k:innter Bedeutung; so ist der reelle

'^IJjieil von
6*
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*<>

der imaginäre Theil hingegen mit 6 (— Ä gleichbedeu-

tend. Und ebenso ergeben sich für die entsprechenden Theile

des Integrales

00

— 2 b— 2

1 + ^—

die beiden Beziehungen

Nähert sich mithin h dem a ins Unendliche, so weichen

sämmtliche Werthe von Null um weniger als jede noch so

kleine Grösse ab. Das Integral

00

dx

ändert sich daher in stetiger Weise mit dem Parameter a,

und folglich besteht für jedes von und 1 verschiedene, echt

gebrochene a die Gleichung

/
e'

X -|- c^
' si^ f' "^

Dieses Integral verdient, ganz abgesehen von seiner

Wichtigkeit für die später folgenden Untersuchungen, auch

insofern ein grosses Interesse, weil es das erste Integral ge-

wesen ist, das immer in geschlossener Form sich darstellen

liess, obwohl für das unbestimmte Integral eine solche nur

bei Voraussetzung eines rationalen a möglich ist.

Den bei weitem interessantesten Fall, welcher aus der

vorstehenden Gleichung entspringt, erhält man für O- = 0;

man bekommt so das äusserst wichtige Integral

r \ -\- X %m an ^ ^ ^
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§. 29

Das r7n-l in- 1

-——^ dx.
x" — 1

Bei unsern bisherigen Betrachtungen Hessen wir das ur-

sprüngliche 0" nicht mit der Zahl 27C zusammenfallen; wir

schlössen also den Fall f{x) = x'' — 1 von unserer Unter-

suchung aus. Lässt sich aber in keiner Weise ein Integral

— 00

%~T- dx bilden , in welchem der Nenner fix) durch das Bi-

nom X''— 1, in dem n wieder gerade sein soll , vertreten wird ?

Wir müssen diese Frage bejahend beantworten. Denn setzt

man (p{x) = x"''^'^ — x"''~^ y wo m und m ungerade Zahlen

vorstellen, so leuchtet auf den ersten Blick ein, dass jetzt das

Integral

jn- 1

dx
J x" - i

ZU den augebbaren Grössen gehören wird. Und in der That

folgt sogleich aus der Beziehung

d. i. hier

J x" - 1
^

'*'

n jZj
—

u"-^

wegen a = e " die andere

X X ,
711

\ ^. T

(1

'-'

.

2^

n

— n

'

c "—
2 1 sin -7t 2t sin .. n
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(1. Ii.

I ^i ^^^ dx = COtff — 7t — COtg - TT .

— oo

Hieraus aber fliesst weiter

I dx = -
\ cotff — ;r — cotg - ä

,

ü

eine Form, die durch die Substitution ?/" == a; und nachherige

Vertauschung vo

gende übergeht:

Vertauschung von oder . mit — in die fol-

CO VI ^ m

J 1-- dx = TT [cotg -TT — cotg — ;r].

Bedeuten nun a und & von und 1 verschiedene echte Brüche,

so bleiben cotg an und cotg bn stetig. Ausserdem aber ändert

sich das Integral

00

/
a-1 _ ^b-1

:;
dx

1 — X

continuirlich mit a und b. Denn bildet man z. B. das Integral

in welchem a dem a sich ins Unendliche nähern soll, und

zerlegt das Integral in drei andere zwischen den Grenzen

und y, y und g ^ g und oo, wo y < 1, ^ aber > 1; so folgt

zunächst, dass einerseits

*0 *0

andererseits hingegen

9

f dx = ^—-—j— (g — y)l — x
Y

ist, wenn J einen Mittelwerth zwischen y und g vorstellt.
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Zwischen den Grenzen und g muss sonach, weil der Ge-

dankengang in Bezug auf h ganz ähnlich sich gestaltet , unser

Integral in stetiger Weise von a und h abhängen.

Indem man jetzt weiter bedenkt, dass innerhalb des In-

tervalles von g bis oo die Differenz a:'*-^ — a;«-^ niemals das

Zeichen wechselt und dass der Factor -. zwischen g und oo
- — 1X

nie unendlich wird, gewinnt man offenbar die Beziehung
oo CO

/
"^^

~i I
^"~' äx=^R i [a;«-2 — a:«-2] dx,

9 <J

Daraus aber folgt , wie man auch hier unmittelbar behaupten

darf, die Stetigkeit des ursprünglichen Integrales zwischen g
und oo in Bezug auf a und h.

Aus allem diesem ergiebt sich daher in bekannter Weise

die Allgemeingültigkeit der Gleichung

/"a;«-^— A*-^ 0<a<l,—---^—dx=^Ti [cotgr/;r- cotg&;r],
o < ^ < i.

Setzt man in derselben ^^ = 1 — a voraus , so verwandelt

sie sich in die folgende

CO

I — dx = 27t cotg an,

Hieraus aber schliesst man weiter, wenn man das Integral

in zwei andere zwischen den Grenzen und 1, 1 und oo zer-

legt und in dem zweiten der Theilintegrale x mit - ver-
a?i

tauscht, dass

dx = 7t cotg ÜTl
\ — X

ist.
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IL Kapitel.

Theorie der Euler'schen Integrale.

§. 30.

Defliiitioii des Euler'schen Integrales erster Gattung.

Unsere vorhergehenden Entwicklungen haben uns nament-

lich die Kenntniss eines Integrales verschafft, das, wie wir

bald sehen werden, für die jetzt folgenden Untersuchungen

von wahrhaft fundamentaler Bedeutung ist. Wir meinen das

Integral

/ 1 -\-x '

dessen Werth für < « < 1 bekanntlich -. heisst. Ott'en-
sm an

bar wird dasselbe als specieller Fall des Integrales

^ dx
J (1 + xy

zu betrachten sein, wenn diesem ein völlig bestimmter Sinn

beigelegt werden kann. Diese nöthige Vorfrage aber ist hier

ohne Mühe zu beantworten. Denn augenblicklich erhellt, dass

wegen der untern Grenze die Constante a nothwendig grösser,

als Null sein muss. Und bedenkt man nun, dass in dem Aus-

druck

(l + .rV

hi)- (+.)
der Factor -O- = -.

. - für ein unendlich werdendes .; die

(+-•)
Einheit zur (jJrenze hat; so kommt auch liier die Discussion

des Integrales

auf die Betrachtung des Integrales J x""""^ dx zurück. Inte-

grirt man also unserm Fundamentalprincip zufolge von einem
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beliebig grossen p bis zu einem beliebig grössern q^ so zeigt

sich, dass mit wachsendem p und q das Integral

/ x"-'-^ dx = ^-^ [q"-' — p''-']

V

q

und folglich auch f x""-''-^ d- dx unter jede angebbare Grenze
p

sinken wird, wenn a — c negativ, somit c ^ a ist. Schreiben

wir daher c = a -\- by so haben wir die Form

00

(1 + xf+'
u

Nach Legendre's Vorgange belegen wir ein solches Inte-

gral mit dem Namen des „Euler'schen Integrales erster Gat-

tung, erster Art", und wir werden dasselbe mit Binet durch

das Symbol B{a, b) andeuten, bemerken aber dabei, dass man

sich auch der Schreibweise /-) bedient.

§. 81.

II1llt'orlllllll^- von H{a,b) mittelst Siibslituliou; Beziehungen, die

darans erwacliseii.*)

Setzt man in dem Integrale

B{a,b) = /'-STl^
^ ' ' J (l + .rr+*

statt -r—,— die Grösse 1 — //, d. h. x == ~— . so bekommt

man, wenn nach vollzogener Substitution der Integrations-

buchstaben wieder x genannt wird, die andere Form

*) Man vergl. J. Binet. Memoire sur les integrales definies Euld-

riennes, et siir leur application ä la thäorie des suites, ainsi qu' a Teva-

luation des fonetions des grauda nombres in: lournal de l'dcole poly-

technique, cah. 27.
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B{a^ b) =jx"-' (1 — x)^' dx.'')

Und hieraus folgt augenblicklich durch Vertauchung von x
mit 1 — X

B(a,b) =Jx"-^il—xy-'dx == fx^-^(\'-'xy-^dx= B(b,a).

i

Das Integral J a:"~^ (1 — a;)*~^ dx hängt sonach symme-

trisch von den Parametern a und b ab, obgleich der zu in-

tegrirende Ausdruck keinesweges eine symmetrische Function

von ihnen vorstellt.

Weniger einfach würde man dieses Fundamentaltheorem
1

erzielt haben, wenn man in J x^~^ (1 — xf~'^ dx die Variabele

X = —\^ gesetzt hätte ; indess bietet diese Substitution noch

den andern , hier zu berührenden Vortheil , dass man mittelst

derselben ohne Mühe die Berechnung der Function B{by b)

auf die des Integrales ^( y? ^) zurückzuführen vermag. Denn

man hat
1

£{", b) = ^,J (1 + y)«-' (1 - y)<"^ dy

1

""

1

*) Hätte mau das Integral i -iH — mittelst der einfacheren

' '

Substitution -—j— - = y, d. h. x = umgeformt, so hätte man
1 -f- X y
1

das Integral /.r*~^ (1 — a^"~^ dx, d. i. nach Binet's Schreibweise B(b,a)

gefunden. Das Integral / — ~ müsste hiernach zunächgt bei

J (i + ^r
Anwendung der Binet'schen Bezeichnung durch /i{h, a) vorgestellt wer-

den. Der Vergleich beider Substitutionsresultate aber zeigt dann, dass

7J{aj b) = B{ö, a) ist. Uebrigens lässt sich aus B{ö,a) sofort B{a,b)

durch Vertauschung von x mit 1 — x erzielen.
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und daher ist für a = b

Das Integral rechts aber nimmt für iß = ii die Form

1 /
Y f (1

—

uy-^ 11^^ du an, und folglich ergiebt sich der

von Legendre gefundene Satz

Eine andere interessante Eigenschaft der Function B(aj b)

gewinnt man durch folgende Betrachtung. Addirt man näm-

lich die beiden Integrale / —, .a+b und / j—r—^^4:^,

kommt
00 11

, 1 /* (^!il+_^!ii)i^"^ 2 j (1 + ^)«+*

1

Jedes von diesen Integralen aber geht in das andere über,

wenn man in ihm x mit — vertauscht. Und demnach ent-

springt die Gleichung

00 1

1

die von Euler für den Fall « -j- ib = 1 gefunden *) , von

Legendre aber als allgemeingültig erkannt wurde.

1

=j Also 1
--• 7 --

rfa; = ^- = / ^^-+_^1^ dx.

Vergl. §. 29.
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Schreibt man endlich in B(a. b) = 1 — ^,, statt

X e^'% so folgt

B(a Ä^ = 2 r '""'''" -2 f e^'-''^"1"

Mithin ergiebt sich für « = / + r, b = t — r

00

^ ^^ ^T dn.

§. 32.

Theoreme, welche aus der Aeuderuug' der Argumente a und b um
^anze Zahleu entspringen.

Unterwerfen wir das Integral

B(a, b+1) = /.i;«-i(l — xf dx

der theilweisen Integration, so gewinnen wir den Satz

1. B{a, 6 + 1) = \ B(a +1,6).

Andererseits aber ist

fx^-'(l— xydx =j'x^-'{i~xy-'dx ~Jx"{\-~xy~'dx,

d. h.

/J(a, //+])= /i(a^ b) - H{a + 1, ^^),

und daher entspringt der Gleichung 1. zufolge die neue Be-

ziehung

Da diese Formel für jedes positive a und b (Geltung be-

sitzt, so kann mau dieselbe wiederholt in Anwendung bringen.
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Bezeichnet mithin n eine ganze Zahl^ so hat man das schon

seit Stirling bekannte Theorem"^)

3. Bio, V) = ^+^(^±^^S+^^^:^+'^''-'-> Si„+„,b).
^ ' ^ a.{a-\-l){a-f-2) {a-}-n— 1)

vi;/
Indem man hierin a= l setzt und bedenkt, dass

1

gewinnt man noch die Beziehung

also

j^ ^o,7\) —
^ (6 -fT)lÄ -f 2)777. (rHFrT-^'ij^

eine Formel, welche, von Wallis gefunden ist.*)

Vermöge der Gleichung 3. kann nicht nur die Function

B {a -\- riy b) auf das Integral B {a, b) zurückgeführt werden,

sondern auch für B {a -{- n^b -\- h) ist dies möglich, sofern

h gleichfalls eine ganze Zahl ausdrückt. Denn man hat

zunächst

^ ' ' ^ rt{a-f-l)(«+2)(«H-3) [a-\-n— \) \ i
?

i /?

anderseits aber ist ebenfalls nach 3.

^
' ^ ^ {a-\-b){a-\-b-\-l){a-\-b-\-2) {a -}- b -]- h— l) ^ ^ -"

mithin schliesslich durch Verbindung beider Relationen

5. B{a + 7i,b + h)

a{a-^l){a+ 2)....{a-\-n-l).b{b+ i)(b-}-2)l...{b-\-h-l) ,

{n-i-byia+b-{-i)....{a-\-b-\-h-l){a-\-b-\-h)[a-i-b+/i^^^ ^ V«> f^J

Diese Gleichung aber kann wiederum zur Darstellung

eines Abhängigkeitsverhältnisses der Function B [a— n, b— h)

von B (öf, b) dienen, vorausgesetzt natürlich, dass a — n und

b— h grösser, als Null sind. In der That erhält man sofort

B (a — n, b — h)

== P(n h\
{.u-n-\- b-h){a -n-\-h -h-\-i) {a-n-^b) ...{a-\-b-\)

" y'j ^r(a _n) (« _ „ -}- 1) (rt _ 1) (ft _ /i) :
.
(ft_ 1)

_ {a-{-b-l)(a-^b-2) (g -f 6 - /, - ,0 _ ^. .

{n — 1) {a~2) (a — w) (b — 1) (b ~ 2J . . . . (Ä- /i) ^'' ^^'

*) Vorgl. J. Binet. Mdmoire sur les integrales definies Euldriennes oic.

in: .loiirnnl do IV^cole polytechnique , cah. 27, ]). 138.
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Ganz ebenso einfach wird endlich aus Gleichung 3. diese

entspringen

:

6. B{a + n + h,b — h)

^ JiCn h\
« (« + ^) {a-^n + h-\)— ^ y^i ^) (ft_i)(6_2)....(ö-Ä)(fl-f6)(a+6-f-l) (fl+6+n— 1)

WO n und h selbstverständlich ganze Zahlen bezeichnen; denn

man hat nach und nach:

und

"(")" "! (4 _ /,) (A _ A -1- 1) (b-k + k-l) "^")">-

§. 33.

Darstellung von B {a, h) durch ein unendliches Product.

Der natürlichste Weg, welcher sich jetzt zum Zwecke

weiterer Untersuchungen darbietet, ist offenbar der, nachzu-

sehen, was aus der Gleichung

^ ' ^ a {a -^ 1) {a -\- 2) \o -f- n — 1) ^ ' ' ^

wird, wenn man sich das n wachsend denkt. So würde augen-

scheinlich unsere Function B {a, h) durch ein unendliches

Product dargestellt werden, falls derErgänzungsfaßtor B(a-j-7i,b)

1

= J (1— xy-'^ x"+"~^ dx mit unaufhörlich wachsendem ?i

der Einheit sich näherte-, allein eine leichte Untersuchung

zeigt, dass in dieser Weise eine Vereinfachung der genannten

Art bei B («, 0) nicht erzielt wird.

Beachtet man nämlich, dass x zwischen und 1 sich

befindet, so muss offenbar die Differenz

B {in\ b)-— B {m, b) =J {\—xf-^ x»''-^ (1—.t"'-"'') dx

der beiden Integrale B (m', b) und B (m, b) positiv sein, wenn
rn > ;//. Wächst also das eine Argument der Function

B («, b)y so nimmt das Integral ab und folglich uuiss mit

unendlich wachsendem 7i das Integral
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,

B («+ /^, h) =fx^-^ (1— ^)«+«-i dx

die Null zur Grenze haben.

Nun folgt aber noch aus B (m\ b) ^ B (jn , h) , dass

B {m\ b) .

B{m, b)
^

Sollte es daher nicht möglich sein , dass für unendlich wer-

dende rn und m der Quotient |^
'

|
von 1 um weniger als

eine noch so kleine Grösse verschieden ist? Wäre dies etwa

der Fall, so würde offenbar der Quotient

B[a,b) ^ a{a -\-b) ja -{- n— 1) (a -j-

b

-\-n — l) B{a-\-n, b)

'B{a\b) 'aia -\-b)....(a-\-n—\)(a'-Yb-\-n — l) B{a-\-n,b)

augenblicklich als unendliches Product sich darstellen lassen.

Ein solches Verhältniss aber findet in der That hier

Statt. Denn lassen wir die Grössen m und m so wachsen,

dass stets m' -\- h ^ m ist, wo h eine constante ganze Zahl

ausdrückt; so hat man
B {m -I- h, b) .

B (;«, b) ^ ^'

Für B (m\ b) aber gilt jetzt die Gleichung

und hieraus entspringt, da h constant bleiben soll,

B {m -\- h,b) = 6 B {m, b),

wo 6 ersichtlich einen der Einheit sich nähernden echten

Bruch bezeichnet. Mit Benutzung dieser Relation aber geht

aus der Unf^leichheito'

B (m + h, b) .

B{7n,b)

unmittelbar die andere hervor

B{m\b) £
B{m,b) ^ (J

'

und somit hat man die Beziehung

l_ B (;//, b ) .

a -^ B{m,b) ^ '

Daher ist scliliesslich

,. B{m,b) .hm „;
' = 1.
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Mithin besteht wirklich die Gleichung

B («', b) a {a -f l) («H- 1) («' + /^ -f 1; {a + 2) (a -f /,+ 2}....

.

'^
*

Indem man aber hierin d = 1 setzt , entspringt wegen

j> (,, M _ l l(«L±i) 2 (g + ^ + 1)

'^ '
^

^»
*

fl (6 + 1)
'
(a + 1) (A + 2)

Weil aber vorstehende Gleichung für jedes positive a und h

Geltung besitzt, so darf man auch statt a a -\- \ schreiben.

Wird diese Substitution vollzogen, so kommt

Ii(a^^ h) = i Ka + b + l) 2 {a + h -{- 2)
^K^-r h^J ^ '

(^_|.ix6-f 1)
•

(« + 2) (A -f-
2) '

und hieraus fliesst in Folge der Relation B {a, h)= -y^ B {a -\- 1, b)

sogleich wieder die schon von Euler gekannte Gleichung

B (a h\ = ^ +1 AA"" 4- 6+1) 2{a-\-b-\-2)
^

'""^ ab ' (a^i)[b + l) ' (a-\-2){b-\-2)

Elegant lässt dieselbe sich darstellen, sofern man das Pro-

ductenzeichen in Anwendung bringt; man erhält so
OD

p f„ j,\ «+ 6 TT s(a-\-b-{-s)

§. 34.

Definition der Ganmiafunction.

Schon die nächstfolgendo Untersuchung wird lehren , in

welch' innigem Zusammenhang das Euler'sche Integral der

ersten Art mit dem der zweiten Gattung, der sogenannten
<^- Gammafunction steht. Man begreift hierunter nach Le-

gendre ein Integral von der Form f e-"^ x"—^ dx und be-

zeichnet dasselbe mit dejii ^^enannten Forscher gewöhnlich

durch das Symbol r{aj.

Wie aus den Elementen bekannt ist, lässt ein solches

Integral unbestimmt nur für ein ganzes a sich integriren.

Soll für irgend ein a dasselbe zwischen den Grenzen und oo

geiiojiijiifn werden, so ist offenbar vorher zu entscheiden, o]>

ein derart ioc- I »''Irinnen nicht anf Ungereimtheiten führt.
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Diese Frage beantwortet sich für die obere Grenze sofort,

wenn man nur erwiigt, dass wegen e^= 1 -|- — -|- -^ -
-f-

die Grösse e^""' kleiner ist, als eine Constaute, dividirt durch

jede noch so hohe Potenz von .r; es wird folglich für die

obere Grenze das Integral nicht sinnlos. Dagegen muss

wogen der Grenze Null die Constante a wesentlich positiv

sein, weil — wie unmittelbar einleuchtet — für ö<0 das
'

Integral einen unendlich grossen Werth darbieten würde.

Leicht würde es nun sein, schon jetzt einige Eigen sc liaften

(lieser äusserst wichtigen Gammafunction abzuleiten; wir be-

schränken uns jedoch vorläufig auf die Bemerkung, dass man ^

nach Gauss das Integi'al J c-""' .r"~^ tlx zweckmässiger durch -rzTri^yr

n{a— 1) bezeichnet, dass aber diese Bezeichnungsweise nicht

•Mue so grosse Verbreitung als die Legendre'sche gefunden hat.

§. 35.

Darstolliins: von B{a-\-n.b) «lurcli jn~^' r(h) für ein nneiullioli

grosses n.

In §. 33 erwähnten wir, dass der Ergänzungsfactor

B {({ -\- n , b) der Gleichung

^ ' '' «(rt-f-1) {"~r^— 1)
V I 7 /

tilr ein ins Unendliche wachsendes ti der Null sich nähert-

Nur *li(>s ist nicht klar geworden, wie die Annäherung an

Null gestliielit. Um hierüber jetzt Aufschluss zu erlangen,

setzen wir der Kürze halber a -\- 7i — l = m und substituiren

in dem Integrale

B (^a -{- n, h) = /'.r^'^i (1— .r)'" d:v

statt j- die Grösse ^. Dadurch i^ewinueu wir die Form
m

B (,a + >,, h) ^ m ^; >(l_ =)\/.-.

Wäre nun hierin r von w nnabhängigj so wurde für ein un-

>>v\Ki;, )>ostiiiimto IntosrraUv 7
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endlich grosses m der Ausdruck (1 ^
j

offenbar mit e.-

-

gleichbedeutend und sonach

B{fi + n, h) = m~'' r{h)

sein. Obwohl nun von einer derartigen Substitution unmittel-

bar nicht die Rede sein kann, so lässt sich doch fragen,

welche Bedingungen erfüllt sein müssen, wenn für ein mit

m veränderliches ::: die Potenz (1 —~ j der Exponential-

grösse e~~^ gleichgesetzt werden soll.

Diese Frage wollen wir in dem folgenden Paragraphen

zu beantworten versuchen.

§. 30.

Bedingung, unter welcher lim (i— -^)'" = e~~ gesetzt werden darf.

Bekanntlich lässt sich jede zweitheilige Grösse 1 — ?/,

in der u einen positiven echten Bruch bezeichnet, durch einen

Ausdruck von folgender Form darstellen:

Nennen wir nun der Kürze halber die Summe

f + Y + t+ = ^'

so ist offenbar

i^> f und < ^ (1 + „ + „'^ + „3 + . . . .) _ -^ . ^^^_

Daraus folgt, dass für u < - die Grösse U zwischen v' und

— sich befindet und demnach = %^ it^ gesetzt werden kann,

wenn -O" einen zwischen — und 1 liegenden Factor ausdrückt.

Ist mithin - == ?/ < - d. h. ist r < ^, so dürfen wirm 2 ^ 2

'

stets die Gleichung bilden

0--)'" ='--"•

Hieraus aber crgif^bt sich sofort, dnss wi<' beim constanten z
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lim (l — '

I
=e'~ Statt finden wird, wonu Jiur das hier

veränderliche z langsamer als j/?n wächst, also lim — =-2

m

wird. Daofesren nähert sich der Factor e—"^^. einer von der"O^O"

Einheit verschiedenen Grenze, sofern lim — = oo ist, oder

wenn — einen endlichen Werth, was z. 13. für z = tV^^^ — 3

eintritt, erwirht. In allen Fällen aber ist
[

1 — ~
)

nie

grösser, als e~- y selbst wenn z bis in geht.

§• 37.

»I

Untersnchung des Integrales fz'^^ {}" m)'^'-

Die vorhergehende Betrachtung liefert uns augenblicklich

das Mittel, eine genaue Kenntniss des früher gewonnenen

Integrales l z^'~^[\ — - ) dz uns zu erwerben. Dabeiist

indess der Umstand nicht zu übersehen, dass nicht für das

ganze Intervall von bis m unsere Annahme z <^ - befrie-

digt wird und sonach auch nicht unmittelbar
j
1 ^

)
= e--~^i,n

gesetzt werden kann. Zerlegt man aber das Integral in eines

von bis p und in ein anderes zwischen den Grenzen p und

m und setzt zugleich voi'aus, dass die zwischen und m be-

findliche Zahl p stets die Bedingung lim ~ == erfüllt ; so

darf man offenbar

/ z^'-^\A~~\ dz mit / z''-"^ e-^'--^,7,dz

identificiren, während man für das Integral von p bis 7n so-

Beziehunggleich die Beziehung
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gewinnt. Und nennt man nun M den zwischen dem Maxi-

mnm und Minimum von e-^':^^ innerhalb des Intervalles von

bis/> befindlichen Factor, welcher der Gleichung lim e~^'^'„, = 1

zufolge mit wachsejidem p und m gleichfalls der Einheit sich

nähern wird; so ist in aller Strenge

m

zu setzen, wo mit wachsendem p s die Null zur Grenze hat.

Für das zweite Integral hingegen hat man augenschein-

lich die Gleichun«r

A- '0 -:,)'" ''^^lim / z' U\ - ~
) dz^O. '

Da nun B (a -f ?i, b) = 7n^^ 1 z^"^ (l — —VV/c ggefunden

wurde; so wird jetzt in völliger Strenge die Beziehung be-

stehen

B (ff + ??, />) = ?n-^ r{b) (1 -f s).

§. 38.

Darstellung: der (ilainiiiafunctioii durcli ein niieiulliclies Product.

Setzen wir nunmehr in der Gleichung

^y^y^)
a.{a-{-l)[a^2) {a+ n-\) ^^ ^ V^y^^ ^

a = 1^ so entspringt

r^n\ 1.2.3 7i . 77i'

Beachtet mau aber, dass im Unendlichen 7}i = a -\- n — 1

und fi das Verhältniss der Gleichheit besitzen*^'), so kann

man auch schreiben

1r»/ 1\ 1.2.3.....W ./,

^ ^ /) {h -{- i) (/> + ")

*) Unter dieser Ausdrucksweise verstehen wir di(? IJezicliiing

hm ' = 1.



~ 101 -^

Diese Gleichung, welche also r(b) durch eine unejidliche

Factorenfolge darzustellen lehrt, bildet eine der schönsten

und frühesten Entdeckungen Eulers. In einem an Goldbach

gerichteten Schreiben vom 13. October 1729*) theilt er

nämlich ohne irgend eine weitere Auseinandersetzung den

ins Unendliche verlaufenden Ausdruck

1 + 6 2 + A 3 + Ä

als Lösung einer Interpolationsaufgabe mit, und in diesem

Sinne wurde dies Product auch von Euler zuerst im 2. Bande,

Kap. 17 seiner Differentialrechnung bekannt gemacht. Dass

jenes unendliche Product aljer nur eine veränderte Form des

obigen ausdrückt, ist leicht zu sehen; denn, da in der Un-

endlichkeit ti^ mit (n -f-
1)^' vertauscht werden darf, so erhält

man sogleich, wenn {n-\-\y =
1^

^'

j (^yj (^ ^ j
(^' + ^

j

geschrieben wird,

Auch Gauss ist in seinen berühmten Untersuchungen

über die hypergeometrische Reihe auf die Gleichung 1 «ge-

führt worden und hat sie zur Definition der Gammafunctionen

benutzt, ein Verfahren, das ohne Zweifel bei der Betrachtung

der Gammafunctionen an sich vor jeder andern Erklärung

derselben den Vorzug verdient. Denn sie bietet vor allem

den Vortheil, dass für negative gebrochene Argumente die

Function Gamma nun nicht aufhört, eine bestimmte endliche

Grösse zu sein. Es lässt sich nämlich sogleich zeigen, dass

Gleichung 1 für b — 1 noöh Geltung besitzen muss, sofern

sie nur für irgend ein Argument b nicht ohne Bedeutung ist.

In der That, aus 1 ergiel)t sich sofort

r{h\ — A 1.2.3 n 7,^ _^'<^)—
b '

(^, + 1) (Ä + 2) (6 + w - 1)
* n + 6 '

n —OO.

Da nun im Unendlichen zwischen n und n -{- b zuletzt das

Verhältniss der Gleichheit besteht, so hat man auch

*) Correspondance matbömatique et physique de quelques celebrcs

geomt'tres du XVIll'""' siecle etc. par P. H. Fuss. Tome I., page 3.

St. Petersbourg 1843.
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,1. h.

1- r(i) = (6 i)r(6~i).

Oben iiber wurde «gezeigt, dass unter Voraussetzung eines

positiven b für ein ohne Aufhören wachsendes n die Glei-

chung 1. wirklich zum Vorschein kommt, mithin muss nun

vermöge der Beziehung F^b— l) = iAi ^iuch r(h— 1) noch

dann eine bestimmte Grösse ausdrücken, Avenn b einen posi-

tiven echten Bruch bedeutet. Daraus abei* Hiesst immer mit

Berücksichtigung der Relation T. sogleich weiter, dass über-

haupt für ein gebrochenes negatives Argument die Function

r{b) nicht ohne Bedeutung ist, sofern ihre Definition durch

die Gleichung

1 r./,N 1 1.2.3 n .

1 • n'') = , (Ä+T)T^+~2) (>>+«)
•«*'« = <^

gegeben wird.

Bezeichnet hingegen b eine negative ganze Zahf oder

die Null, so muss in üebereinstimmung mit unserer ursprüng-

lichen Erklärung der Gammafunction als bestimmtes Integral

auch hier r(b) eine unendliche Grösse vorstellen.

§. 39.

Fuiidanienialtheorciiie über (j)aiiiiiiariiiictioiieii , gestützt auf

Gleichung- 1.

1. Vorhin haben wir mittelst der Definitionsgleichung 1.

in höchst einfacher Weise das Theorem

1. a r{a) = r{a -f 1)

entwickelt. Ausser diesem bestehen aber noch zwei andere

Fundamentaleigenschaften der Gammafunction, die wir jetzt

erörtern wollen.

2. Bedenken wir zunäclist, dass dem Vorhergehenden
zufolge für r(ff) die Gleichung Statt findet

i-fy „\ 1 1.2.3 n
. / 1 i \

n") = T • ,«+Tr(«-+2r7rr(^+»-) " (' + ^")'
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wo Sn mit wachsendem n verschwindet; so wird offenbar

n^-")-i-~a ör-^34^-;.-(;^T) "-' ('+^'")>

wo ebenfalls wieder lim s „ = 0. >

Multiplicirt mau nun beide Gleichungen mit einander,

so kommt

r{d) r{\ - ä)

12.223.2... .«2

«(12— a2)(22_a«) .... (w2_,^2) n-\-l—a

(1 + Pj (1 + a'
)

(1+..)(1 + ^'.)

1-a

Diese Beziehung aber vereinfacht sich für n = (x>\ denn

in diesem Falle wird

lim (l + .„) (! + .'„)• \-a = ^'

n

und r/ (1— '(V) \^~"ri] (^"""ä) S^^^^ ^^^^^ Benutzung

der bekannten Formel

in den Ausdruck — sin ait über.*) Für beliebi;]fe reelle

Werthe von a gilt daher die zweite Eigenschaft der Gamnia-

function

IL rui) rix ~a) = -^^^.

Zwar ist dieselbe für ein ganzes a und « = ohne eigent-

liche Bedeutung, weil ihre beiden Seiten auf das Unendlich-

grosse führen, indess kann man der Analogie zufolge auch

für diesen Fall die Gleichung II. als richtig ansehen, nur

muss man sich hüten, bei der Form'cc = oo an eine wirk-

liche Gleichheit zu denken.

*) Vei-ffl. §. 83,
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3. Bezeichnen r und m ganze positive Zahlen, so ist

«+ -—

1

f~V ,
r\ 1 . 2. 3 n .71 *" ... .

^
("-^^

F;yR- +')• 1^-^"^
1.2.3 n . m' ''+

"* ~\l I \

Daraus folgt, wenn r = 0, 1, w — 1 gesetzt wird

und sämmtliche Gleichungen mit einander multiplicirt werden,

m + l
ma -1

—

r t rt •> ^w tn/i _ 2(1.2.3....n) .m . n ..
_L. A V~ ma-(m«+l) {ma-\-mn-l) V*"! "''^'

d« bedeutet hierbei selbstverständlich wieder eine Grösse,

welche mit wachsendem n der Grenze Null sich nähert.

Nehmen wir nun andererseits m a als Argument der Func-

tion Gamma und schreiben wir mn statt des beliebigen n,

so erhalten wir die Beziehung

r{ma)= . j_f
— '-J^ {mny--^ (1 + d„'l lim d/= 0.

"^ ' ma{tna-f-l) {ma-\-mn—1) ^ ' \ i « /;

Diese Gleichung aber mit der vorhergehenden verbunden

zeigt sofort, dass

7n-"'" r(ma)

n
2

sein wird. Es fragt sich daher bloss noch, welchen VVerth

wir dem Ausdrucke

1 . - . 3 ni n m— i

n 2

für ein unendliches n beizulegen haben. Denn dass diese

Grösse mit wachsendem n einer Grenze (p{m) sich nähern

muss, sofern wenigstens keines der Argumente a^ a -\- ^
y ...
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[iiit Null oder einer negativen ganzen Zahl zusammenfallt,

leuchtet unmittelbar ein.

Der einfachste Weg, diese Grenze (p{fn) zu entdecken,

ilx'i' besteht in Foli^endeni. Setzt man nämlich a = und

beachtet, dass F(l) ersichtlich = 1; so hat man zunächst

mrn:) /w)=t''-
Und schreibt man mit Gauss die Gleichung nochmals, indem

man die Ordnung der Gammafunctionen umkehrt-, so bekommt

man aus dieser neuen und der vorhergehenden Gleichung

die andere

= [^
Mit Benutzung des Theoremes IL aber heisst dies

. n 2 7t . m—1 . TT . 2 TT m— 1 '

sin — 8111 sm ^ sin — sin sin ^
2/1 m VI m m m

= [^J
Nun ist bekanntlich

^-^= 2-^ )

*) Sei a?"» — 1 ==
, so wird der Ausdruck

257r .

2.97r , . . 2.V7r -—

'

X = cos h ? sin — = e
*"

die m Wurzeln der vorgelegten binomischen Gleichung liefern , wenn für

s- irgend m auf einander folgende ganze Zahlen gewähy^ werden. Setzen

wir demnach s = 0, 1, 2, ...?« — 1, und beachten wir, dass die Wurzel

r = 1 für 5 = erscheint ; so stellt offenbar für s = 1 , 2 , . . . ?« — 1

2sn ,

e
"* die Wurzeln der Gleichung

x" - 1

vor, d. h.

*=,.-,
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4. Bei der BestimmuDg des Grenzaiisdruckes (p (m) haben

wir mit Oauss und Legendre*) auf die in II. ausgedrückte

Fundamentaleigenscliaft der GammaFunction uns berufen. Eine

derartige Benutzung ist indess keinesweges erforderlicli , wie

wir nun nacli Serret's Vorgange zu zeigen versuchen wollen**).

Setzt mau der Kürze halber

, / N 1.2.3 w

SU lässt sich die Grenzgleichung

(1.2.3 «r m"*"-^^
cp (^m) == lim

1.2.3 vui »«-1

n 2

augenscheinlich in folgender Form darstellen:

(p(m) = l/m lim Ö^ = ^m Vm.

I Weil aber die ganze Zahl n nur unendlich gross werden

soll, sonst aber willkürlich ist, so müssen offenbar auch fol-

gende Gleichungen bestehen

A,n = lim
il}{2 7im) '

j _ 1»' _ lini [*('0J"" . Um rv(2'-)r
'" ~ .4„ ~ [*(»"')T • vi^"'")

\_ip{2n) J ip{2nm)

Nun ist für m = 2

4 =limf^-^^y' = limt^^^^^'.% — um
^^^^^

_ nm
^^gnm) '

mithin wird

A,,, = ^/«-i und (p{m) = J./"-^ ]/m.

Die Ca()sse A.^ aber bestimmt sich vermöge der von Wallis

gegebenen Formel

7t .. 2.2.4.4.6.6 .... 2n— 2.2« -2. 2n

2 = 1'^ rX37575T:772^^=¥:2;r::iT2^i ^
'' == ^5

denn

*) Legendrc. Traite des fonctioiis elliptiqiies et des integrales Eu-

Icrieniies. Tome 11.

**) Cours de ealcul ditferentiel et intej^ral, Tome U.
,
page 190 etc.
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^2=^2 ''"^
1.2.3.... 2.

^^\

y 2.4.6.... 2n 2.4.6 .... 2/i— 2.2 71 _2
"^

2T476T7.T2^ * "XsTöTTT'Tw"— i ^|

,. ,/2. 2. 47176.6 . . . 2/i— 2.2n — 2.2n"2~T^ i/Z '^ ,/iyT.= 1^^ y r.T.X5:5.7 .... 2.-1 .2n=T ^=/^ ' 2
^^^^^

und sonach folgt wie oben

Nicht ohne Interesse ist übrigens noch die Bemerkung, dass

mit Benutzung des Theoremes IL und der Formel

die Grösse A^ sich sofort bestimmt*, denn für a = ~ und

?n = 2 ergeben sich nun die Beziehungen

r{l) = V- und -J| = y'T..

§.40.

Zusamuieuliaug: der Euler'sclien Integrale erster und zweiter

Gattung.

Die Euler'sche Gleichung

ri//N 1 1.2.3....» ,

lässt sich mit Anwendung des Productenzeichens II kurz in

folgender Form schreiben

Offenbar darf bei einer solchen Darstellungsweise die obere

Grenze n nicht unmittelbar durch das Zeichen oo angedeutet,
CO

also nicht Tip) =^ n'' l \ , \ ,

geschrieben werden, weil

1
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sonst (las ganze Product eine mit / / t-t;-. nnendlich klein

werdende Grösse ansdrücken würde.

Bildet man nun die beiden ähnlichen Formeln

2.

und

r(a) = — n" I I "^ n == oo

1

und nimmt man in sämmtlichen Relationen dasselbe 7i] so

lassen sich diese drei Gleichungen durch Multiplication und

Division zu der Beziehung

. r{a) r{b) _ a±b TTJ
r{a + b) ab H {a + s) {b -f .9)

1

verbinden, in welcher 1 und oo sofort als Grenzen genannt

werden dürfen, weil der Ergänzungsfactor w^'+^' verschwun-

den ist.

Nun fanden wir früher, dass bei Voraussetzung positiver

Argumente

B(a b) =^±^ TT ^(^ + ^ + ^»

1

sind also in den Formeln 1. bis 4. die Grössen a und positiv,

so besteht auch die von Euler entdeckte Gleichung

Es lässt sich also jedes Euler'sche Integral der ersten Gat-

tung durch drei Gammafunctionen ausdrücken; die weitere

Entwicklung jener Integrale ist daher unmittelbar durch die

nähere Erforschung dieser gegeben.

§. 41.

Keiiierkiing zu den vorstelieiHlen Botrachtuiigen.

Die in den beiden letzten Paragraphen geflogenen Unter-

suchungen gehören nicht mehr in das Gebiet der Integral-
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recliniing. Da wir nun aber die Functionen B und F als be-

stimmte Integrale definirten, so liegt uns offenbar noch die Ver-

pflichtung ob, die vorhergehenden Theoreme bloss mit den von

der Integralrechnung dargebotenen Hülfsmitteln zu beweisen.

Dies soll daher den Gegenstand unserer nächsten Betrach-

tungen bilden. Freilich wird dabei nun der Umstand ein-

treten, dass die sämmtlichen Eigenschaften der Gammafunc-

tionen bloss noch unter Voraussetzung positiver Argumente

zulässig sind ; denn nur unter dieser Annahme kann , wie wir

gezeigt, den Euler'schen Integralen eine wirkliche Bedeutung

zugeschrieben werden. Zwar lassen dieselben auch dann noch

als bestimmte Grössen sich auffassen, wenn die Argumente

solche complexen Werthe erhalten, deren reelle Theile zu den

positiven Grössen gehören, indessen werden wir diesen Fall

einer nähern Betrachtung nicht unterziehen, sondern verweisen

hierüber auf Enneper's In augural- Dissertation: „lieber die

Function 77 mit complexem Argument. Göttingen 1856.'^

§. 42.

Uiiiformiing der Oammafuiiction durch Siibstitui ioii. Zweiter

Beweis des Fniidamentaltlieoremes r(« -|- i) = ar{n).

Das Euler'sehe Integral der zweiten Gattung

1. r{ct) = f c-"" cc^-^ dx
()

wird sehr häufig in der Form
1

l". n«) = j'{\g iy-' dx.

dargestellt. Man gewinnt dieselbe sogleich, indem man e~''

mit x^j also x mit 1 vertauscht*) und schliesslich die Gren-

zen des Integrales umkehrt.

Eine andere sehr einfache, aber ungemein wichtige Formel

*) Statt dieser Ausdnicksweise werden wir uns bisweilen der freilich

weniger genauen ,,^~^' mit x, oder r""* =.7.' u. s.w." bedienen, was wir

ja wegen der völligen Gleichgültigkeit in der Benennung des Integra-

tionsbuchstabens etc. thun dürfen.
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ergiebt sich durch die Substitution x = kx^, wo k eine Con-

stante ausdrückt. Soll unter dieser Annahme das resultirende

Integral immer eine vijllig bestimmte Grösse vorstellen, so

lunss augenscheinlich' die Constante k wesentlich positiv sein.

Indem wir daher diesen Fall voraussetzen, erhalten wir die

Gleichuncf*o
00

f'^ X"-' (Ix = ^^^"^,

der wir auch die Gestalt

Ü

geben können, wenn wir e~^ = x^ schreiben.

Wird das Integral der Gleichung 1. jetzt der theilweisen

ntegration unterworfen, so ergiebt sich, weil =

die Beziehung

L ' r{a-\-l) = a r{a).

Und vertauscht man in ihr das beliebige Argument a mit

a -\- n — 1, wo n eine ganze Zahl ausdrückt; so folgt aus der

wiederholten Anwendung der Gleichung I. die neue Relation

3. r{a + /^) = (« + w — 1) (« + w — 2) .... Ä r(r/),

d. h. mit Benutzung der symbolischen Schreibweise Kramp's*)

3«. r{a + n) = {a + n — l)"l-i r{a) = rt"lir(«).

Diese Formel ist offenbar desshalb und daher namentlich

für die Berechnung von Tafeln sehr wichtig, weil sie jede

Gammafunction, deren Argument einen unechten Brucli

vorstellt, auf ein Integral zurückzuführen lehrt, in dem der

Parameter ö < 1 ist. So wird beispielsweise die Function

J' ( 2 ) auf / (2 ) reducirt, indem

r(i)=r(i+^)-M4-r(-')-

*) ('. Kramp. Elemens d'arithinetiqne universelle. Cologne 1808.

Tasre :i48.



— 112 —
Setzt man a = \ , so gehört streng genommen das In-

tegral

fe—^- dx = 1

nicht mehr zu den Euler'schen Integralen^ indessen behält

man der Analogie zufolge auch hier die Benennung bei und

hat so die Gleichung

r(i) = 1.

Mit Benutzung dieses Werthes aber folgt jetzt aus 3 die

Beziehung

r{n + 1) = 1 . 2 . 3 ji = n\= V'\K

Nach Gauss würde diese Gleichung sich so darstellen

n{n) = 1.2.3 n,

und hieraus allein dürfte schon .der Vorzug der Gauss'schen

Bezeichnungsweise vor der Legendre'schen einleuchten.

Bemerkt mag endlich noch werden, dass die letztere Be-

ziehung auch verschiedenen andern Grössen, wie z. B.

cos (2 7t ri) n{n)j (cos it ny"' Tln . . .,

zukommt*); zur Unterscheidung der Gamma von andern Func-

tionen könnte also diese Relation nicht benutzt werden.

§.43.

Beweis der Formel n{o,b)= -)"^
. [{ und des Theorciiies II.

r(a -f b)

r{n) r(l — a) = ^^^—
, < « < 1. Diriehlol'selio Formel.^ ^ '

sin «TT

Bei der Darstellung der Principien , welche bei der Unter-

suchung bestimmter Integrale zu befolgen sind , deuteten wir

die Wichtigkeit des Theoremes von der Vertauschung der Inte-

grationsordnung bei Doppelintegralen mit constanten Grenzen

an. Der jetzt folgende Beweis des Euler'schen Satzes

wird uns nun zum ersten Male diese ausserordentliche Frucht-

barkeit des genannten Theoremes in der Theorie der bestimmten

*) Gauss. Disq. circ. seriem etc. Nr. 21. Werke. Bd. .S. Seite 140.
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Integrale zur Anschaumig bringen. Ersetzen wir nämlich in

der vorhin bewiesenen Formel

^-" hj ^

den Parameter /. durch die positive Grösse l -\- y und a durch

f/ -\- b, wo a und h ebenfalls das Zeichen plus fuhren ^ so ent-

steht zunächst die Beziehung

(1 + yY"^' ^(« + *) J

Wird dieselbe aber mit y''~^ dp multiplicirt und darauf zwi-

schen den Grenzen und oo integrirt, so entspringt die

(jleichung

d. h.
CO flo

Daraus folgt nun durch Umkehrung der Integrationsord-

nung*)

B(a, h) =
Yüh-i^. f

e~'' x^'^^'-^ äx 1 e-^" y^-^ dy,

ü

und dies giebt mit abermaliger Benutzung der Formel 2. §. 42.

r(_Ä)

^(«^ ^) = Tjh;rb) /^" ^'^"+'~' ^^ •

r{a-{-

Auf den ersten Blick scheint dieser Satz nur für die Re-

duction eines zusammengesetzteren Integrales auf einfachere

Functionen von Bedeutung zu sein, gleichwohl ist dies nicht

*) Man vergl. hierbei die Anmerkung zu §. 10 1.

klKYKR, bestimmte Integrale.
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der Fall. Denn setzt man a -\- h == \y also h = \ — a, so

Avird das Integral

oo

dxT>r A \ f'x'-^ da

nnsern frühern Betrachtungen zufolge mit -; gleichbedeu-

tend. Und daher entspringt nun die Gleichung

II. r(«)r(i-«) = si^,o< «<!*),

aus welcher wieder für a = _ die andere fliesst

(Fl)
d. h.j weil die Function F wesentlich positiv ist,

/Xi) = »"

Verbindet man dies mit der Formel 3. des vorigen Para-

graphen, so leuchtet sofort die Wahrheit der Behauptung ein,

dass mit der Kenntniss der Gammafunctionen, deren Argument

eine zwischen und - befindliche Zahl bezeichnet, die Be-

stimmung aller übrigen Gamma gegeben ist.

Das Theorem

stellt sich als specieller Fall einer von Dirichlet**) gegebenen

Relation zwischen zwei Transscendenten derselben Form dar.

Multiplicirt man nämlich die Gleichung

f
^.~{C+Z)>/ yU-l

fl,J
Pia)

(c + .)«

durch e-''- z^-^clz, woä- undJwiecundz zu den positiven Grössen

'*) Einen andern auf die Reihenentwicklung von ~. sich stützen-
sm a TT

den sehr einfachen Beweis dieses Thooremes hat Hoppe in Griinert's

Archiv Thl. 41, S. 6G-~G7 gegeben.

**) Dirichlot. Sur les integrales Euldriennes. Crellü, Journal. 15(1. 1').
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gehören, und integrirt alsdann zwischen den Grenzen und c>c;

so entspringt die Beziehung

CC X 'CO
I

.-' --'-> dz j «-('+-)^ ?/"-' dy = r{a)j '~^,'~^!,-'
,

deren linker Seite man durch Umkehrung der Integrations-

ordnung augenblicklich die Gestalt

'^

geben kann. Man hat daher die Gleichung

» CO

deren blosser Anblick zeigt, dass sie für c = 0, b = a -\- h'

und /• = 1 in das Euler'sche Theorem übergeht.

§. 44

Das Integral /e~-^' d x; Folgerungen.
u

Schreibt man in der Gleichung y ( -j=//;r statt J[ \.-\

das entsprechende Integral, so erhält man
CO

Ü

Dieses Integral aber nimmt eine elegantere Gestalt an , wenn
man x mit x^ vertauscht; denn nun wird — natürlich unter

Voraussetzung eines positiven x^ —
CO oo

also

J e-- dx = \ Yn
2
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und^ weil e^"^' eine gerade Function ausdrückt,

CO

/ e--'^'" (Jx = -]/n.

Wegen der Wichtigkeit, welche diesem Integrale in der Wahr-

scheinlichkeitsrechnung und in der mathematischen Physik

zukommt, wollen wir dasselbe ganz unabhängig von dem

Vorhergehenden entwickeln und zugleich einige nahe liegenden

Folgerungen nicht unberücksichtigt lassen.

Setzen wir für den Augenblick

CO

i
so folgt durch die Substitution x = ay , wo a eine positive

Constaute ausdrückt,

z = a
f

6'-«'^' dl/.

%

Hieraus aber entspringt durch Multiplication mit g-"' </« und

Integration zwischen den Grenzen und cx) die neue Beziehung

c2=
I

ac-"" da j e-^^-y" dp =
f ^1/

f
e-^^+'f'^"" a d a.

Nun ist

/ e-(i+2/^)«-" ada = — :77r^-»T e-^^^^''^"' + const.,
J 2(1 4-7/2) I

also

1
/ ^(1+z/')«^ ada

und folglich wird jetzt

2(1 -f .y2)»

Substituirt man in dem Integrale

j/gt =
I

C '
' dx
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anstatt x die Grösse x j/a, wo « wie vorhin eine positive

Constante vorstellt, so ergiebt sich die Formel

j/~ = J*e-«-' dx.

— -Ä

Und indem man diese /i-mal nach a difFerentiirt, erhält man
die Beziehung

/V-' ^2« ax = Vn ^-3.5..^^. (2. -1) ^_ (-„ ^ 1 3
^

folglich wird für a = \

1
^-^' x^" dx = //:r -

3.5 (2n— 1)

Aus dem Integral f e—^' dx entspringt ferner, wenn « irgend

eine reelle Constante bezeichnet, durch Vertauschung von x

mit X ^a

/ <?-^T2'^« dx = ]/7t 6'«'.

— CO

Und hieraus folgen leicht die beiden Integrale

e-o:^^ ±1 dx = j/tc e«'

inid

/
Jax_i_^—2a X T/~ —

Noch andere Folgerungen ergeben sich, wenn man in

/'dJ-'"^^' 6?a; = l/jt mittelst der Substitutionen x = al/a -\ ^^
•i-oo _ 2K^

X = a j/a — — , in denen a und b positiv sein sollen, eine neue

Veränderliche a einführt. So nämlich gewinnt man die Formeln *)

*) Cauchy. Mdmoire sur rintegration des ^quations lineaires anx

diftereiices partielles et a coefficients constaiis. Journal de l'ecole poly-

techuique Tome XII., cah. lU, pg. 517 etc. — Auch vergl. Serret: Cours

de cal. ditt'. et integral Tome II. Paris 1868.
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— x>

— 00

lL^-2Vab

aus deren ersten beiden man durch /<-malige Diti'erentiatiun

nach h die Gleichungen erzielt:

J «..«-«»'-.« da= i- ly /-^ (^^J"
.S [i+ 'M« -_!) «

— X

+ "-^"-^'-^;7/'-
'"-^'f: + etc.],

— 00

//

_-,/i/«Y2 --''^"«r,
,

2^«-i) 1 ,
(«+1

)

«(«-!) fa-2) / 1 y.!
, ^-y a\b) ' V+—r- 17^+ nr \ivTt)

+'•*'•••

*) Durch die Substitution x ^= aV a gewinnt man zunächst

die Gleichung

— -/D

— X — 00

Jedes der Integrale

JA) OC

2 ^^6^2^-«/. / ^-G«^+i)^« und 2 //T/ e^^^^ |V(''"''+^^)^|
*0

aber geht in das andere über, wenn man a mit 7/ '' vertauscht;
r a a

die beiden Integrale und folglich auch die von — oc bis -f- 'X> genom-
menen Integrale sind daher einander gleich,

Vergl. auch §. 23, II.
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Dass übrigens dies letztere Integral für « = nicht sinn-

los wird, ergiebt sich sogleich, weil es durch die Substitution

ci= 1/ - aus dem Integrale / a^"-'^ c da hervor-

oreht.

§. 45.

Stetigkeit der Oammafuiiction. Derivirte you r{a).

Bei den bislang gepflogenen Untersuchungen ist die Frage

nach der Stetigkeit der Gammafunction niemals berührt wor-

den. Diese Frage aber ist für die jetzt folgenden Betrachtungen

^vesentlich. Es liegt uns nämlich, um nur dies Eine zu er-

wähnen, die Verpflichtung noch ob, die Richtigkeit des Gauss-

schen Fundamentaltheoremes über die Gammafuuctionen eben-

falls bloss mit den Hülfsmitteln der Integralrechnung darzuthun.

In der elegantesten Weise aber wird uns dies nach Dirichlet's

Vorgange gelingen, wenn wie zuvor die Derivirte von log r{ä)

durch ein bestimmtes Integral ausdrücken. Weil nun aber

- ", = -,4^^ sein wird, so muss natürlich vor allem die
da ^(ö)

Gewissheit vorliegen , dass F(r/) in der That der Differentiation

unterzogen werden kann. Und hierzu wird bekanntlich die

Kontinuität der Function r{a) als eine der ersten und wesent-

lichsten Bedingungen erfordert.

Soll aber F(«) eine stetige Function von a ausdrücken,

so ^luss für ein ins Unendliche abnehmendes h die Differenz

r{a -f- h) — r{a) der Null als ihrer Grenze sich nähern. Da

nun r{a + h) — r{ä) mit dem Integrale j e-"^ x""^^ {x''— \)dx

gleichbedeutend ist, so brauchen wir bloss nachzusehen, ob

dieses Integral mit abnehmendem h wirklich ein beliebig kleines

Quantum nicht mehr zu überschreiten vermag.

Wie man sieht, erfordert die Beantwortung dieser Frage

wegen der Differenz x'' — 1 eine Zerlegung des Integrales in

zwei andere zwischen den Grenzen und 1 und 1 und oo.

Von diesen Integralen aber bedarf das erstere nur der Strenge

halber einiger Worte. Denn da nach dem bekannten Maximum-
Minimum-Satzc
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1 t

'o

ist, wo R stets endlich bleibt, so erbellt auf den ersten Blick,

dass mit abnehmendem h das Integral zuletzt unter jeden be-

liebig kleinen Werth sinken wird.

Und was das zweite Integral J e-"" x"-^ {x^' — 1) dx be-
I

trifft, so ist auch hier bloss in Betreff der obeni Grenze die

Entscheidung nicht so unmittelbar einleuchtend. Denn schreibt

man wieder

fe-'"^ a;«-i (x^' — 1) dx == R J {x'' ~ 1) dXy

so wird nun für x = oo das Integral in einer unbestimmten

Form sich darstellen. Integrirt man jedoch von einem beliebig

grossen p bis zu einem beliebig grössern ^, so hat man

Je-^ x"-^ {xJ' ~\) dx = R f\x'' — 1) dx
p p

Und dieser Unterschied wird, weil R wegen <?--^ niemals über

jede Grenze hinaus wachsen kann, mit fortwährend abneh-

mendem h eine ebenfalls unendlich klein werdende Grösse

ausdrücken.

Aus allem diesem aber folgt, dass in der That r{ä) zu

den stetigen Functionen gehört.

Die Derivirte r{ä) = lim ^^-+ ^^|
-£(^ selbst findet

sich sogleich durch Differentiation nach a unter dem Zeichen /*.

Man erhält so

r\a) == fe'^' .^'«-^ 1 (x) dx.

Umgekehrt hätte man übrigens, die Stetigkeit der Function

r(a) zunächst als Statt findend vorausgesetzt, aus der End-

lichkeit dieses Integrales auf die Continuität jener zurück-
00

schliessen können. Dass aber f e~'^ x'^'^ lg {x) dx eine stets

endliche Grösse sein muss, ist leicht zu zeigen. Schreibt man
nämlich Via) in folgender Form
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e-"^ X" — dx
X

und l)e(.leiikt, diiss für x==oo -\ in Null übergeht ; somussoftenbiir

1 e--^ x"" ^^] dx = B
I

e-"^ o;« dx

p p

mit wachsendem p und // zuletzt unter jeden angebbaren Werth

sinken, und demnach wird das r'{a) darstellende Integral für

die obere Grenze nicht sinnlos.

In Betreff der untern Grenze dagegen schreibe man, um
alle Fälle zu umfassen,

e' s' e'

/ e-^-" x^-' \g xdx = R
I

a;«-i \xdx = R [—^ — ^^1

,

e 8 e

WO lim e == lim £ = und lim R = \ ist, und bedenke, dass

x'^ Iff o; = für X = den Werth Null erwirbt.
X

Auf ganz gleiche Weise endlich wird man sich über-

zeugen, dass auch r'\ä) = f e'^ o;""^ (lg x)^ dx nicht ohne
ü

Bedeutung ist.

§. 46.

Minimum der Function r(a).

Die stetige Function r{a) erhält für a = 1 und a = 2

den Werth 1, sie muss daher zwischen diesen Grenzen ent-

weder ein Maximum, oder ein Minimum besitzen, und folglicli

muss ihre erste Derivirte, weil sie niemals unendlich wird,

innerhalb dieses Intervalles wenigstens einmal mit Null zu-

sammenfallen. Giebt man nun dem Integrale J e~^ x^~^
1 xdx

u

die Gestalt
oo 1

;
r\a)= Ce-^ x"-^ 1 X dx — Tß--^ a;«-i 1 {'^\ dx

und berücksichtigt gleichzeitig die für h > Statt findenden

Beziehungen



— 122 —

und
^a-\-h-l ^ ^^a-1^ < a; < 1,

SO rauss von diesen beiden stets positiven Integralen das erstere

immer wachsen, das zv^eite hingegen beständig abnehmen,

wenn dem Argumente a grössere Werthe beigelegt werden.

Daraus aber folgt, dass nur für einen Werth von a diese

Differenz in Null übergehen kann; die Function r(a) hat also

auch nur ein Maximum, oder Minimum. Ein Grösstes aber

kann sie nicht besitzen, weil die zweite Abgeleitete von F(rt)

wesentlich positiv ist. Diesseit und jenseit ihres augenschein-

lich durch einen echten Bruch vorgestellten Minimalwerthes

aber Avächst die Function Gamma fortwährend, und ihr Dif-

ferentialquotient ist auf der einen Seite dieses Kleinsten be-

ständig positiv, auf der andern Seite dagegen immer negativ.

§. 47.

Darstellung von —^—— durch ein bestimmtes Integral. An-
' da

Wendung: auf die Gleichung

dlgB{a,b) _ 1 1^ r{a) r(z>)

db
~"

db ö r{a -f b)'

Wenn man den Ausdruck

rja-^b)^ rja)

b

juit r{1)) im Zähler und Nenner multiplicirt, so lässt sich

augenblicklich die Gleichung bilden

Daraus aber fliesst, wenn statt der Functionen Fip) und

liiitj b) die entsprechenden Integrale

1 1

/
(lg ]y~^ dx und / x«-i (1 — xy-^ dx

substituirt werden, die andere Perm

r{a -f &) - r[a)

b 'r^mS'^ii'^T-^"-^'--^^'-']
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Und diese giebt, falls ins Unendliche abnimmt, die neue

Beziehung

"'•'=^'v[.t
dx,

(I)
-

d. h.
1

clx'').
'"'^

/Uli)
1—o;

So unverfänglich dieser Gedankengang auf den ersten Blick

auch erscheinen mag, so ist er doch bei näherer Betrachtung

nicht frei von Zweifeln. Denn für x = \ und h = werden

die beiden Integrale

1 1^

unendlich; folglich bedarf zunächst die Frage einer Entschei-

dung, ob ihr Unterschied, d. h. hier ob die Differenz

{^ir ^a-i ^i __ ^y-i

mit abnehmendem h auch wirklich in eine bestimmte Grösse

übergeht. Dies nun ist in der That der Fall , und zwar über-

zeugt man sich hiervon sogleich, wenn man statt des Werthes

X == 1 zuvörderst die ihm beliebig nahe liegende Grösse 1 — e

schreibt und den hierdurch entstehenden Ausdruck

[- lg (1 - £)'-' - (1 - .)"-' £"-']

nach der Binomialformel sich entwickelt denkt. Alsdann be-

ginnt die so erzeugte Reihe mit einer positiven Potenz von £

und wird mithin für b = nicht unendlich, wie nahe auch £

der Null liegen mag. Daraus aber fliesst weiter, dass für x== l

und b = der Unterschied (lg ^
) — x"-^ (1 — x^-^ zu

den endlichen Grössen gehören muss.

Bezeichnet ferner a einen echten positiven Bruch, so

*) Diese Formel rührt von Gauss her, n. a. 0. Nr. 35. Werke.
Bd. 3. S. 159.
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wird für x = die Function ^ unendlich ; eine Schwierig-
1

—

X
1

keit erwächst indess hieraus nicht, weil das Integral 1
^^ dx

für die untere Grenze nicht sinnlos wird.

Hätte man endlich statt des Integrales y^;"-^ (1

—

xy ^ dx

das ihm gleiche J x^~^ (1 — xy~^ dx gewählt, so würden die

beiden Integrale

/fi-/'"^
dx

an verschiedenen Stellen unendlich geworden sein, und folg-

lich hätte man ein ganz unbrauclibares Resultat erzielt.

Aus dem Gesagten schliesst man nun sogleich, dass bei

Voraussetzung der Tntegrationsgrenzen und oo in Gleichung

1.'' für B (ci, b) dasjenige Integral zu wählen ist, welches mit

r(b) für denselben Werth von x, also hier an der untern

Grenze unendlich wird. Augenscheinlich ist dies das Integral

B(a,b) = C ^^—^,

und demnach wird jetzt

^ ^jg r(«) _ rr_, __ 1 1 d^ *s

da J [ {l-\-x)^] ^
'

Die Abgeleitete von lg r(a) können wir übrigens ohne

Hülfe des Integrales der ersten Art finden. Schreiben wir

nändieh mit Dirichlet in der bekannten Formel

Q^ = /V*'^ x^~^ dx

a=l, und integriren wir die so erzielte, auch unmittelbar

*) Von Dirichlet herrührend. Grelle Journal. Bd. 15.
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einleuchtende Gleichung in Bezug auf 5 zwischen den Gren-

*zen 1 und s] so kommt

Und wird diese Beziehung durch e-' s"-'^ ds multiplicirt

und hierauf von s = bis s = 00 integrirt, so folgt

J'\.-s ^a-i \gs ds = fe-' s"-^ dsf\e-''— e-^^] ^-

00 CO 00

= C^^ Fe— i\-' s—' ds — /V'- (i+')^-
.s"'

-^ ^/.s1.

In andern Zeichen aber heisst dies

CO

wodurch also Gleichung 2 von neuem bewiesen ist. Aus ihr

entspringt durch Vertauschung von r_r : ^^^^ ^ ^i^ andere

Formel

e
"

in der also die Grösse den Logarithmus in dem Integrale

der Gleichung 1 vertritt.

Man kann jedoch von dem Integrale der Gleichung 2.

zu dem in 1. ermittelten gelangen, indem man dieExponen-

tialgrösse e-"^ = y setzt und rr^ ^^® vorhin mit y ver-

tauscht. Und von der Zulässigkeit einer derartigen Operation

im vorliegenden Falle überzeugt man sich, abgesehen von

dem Obigen, auch leicht in folgender Weise. Da nämlich

die Function

1 r^.—AI
von X = bis x == 00 niemals unendlich wird , so brauclit

*) Dirichlut a. a. O. Sur les ini. Mul.
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man nur zu beachten, class der Unterschied zwischen den

beiden Integralen

r r^- - '-1- ^nd r%-^ - - -i-
1
^

J L (i+^r)«J ^ j L (i+^)"J ^
a ,

für ein der Null sich näherndes positives £ unter jeden an-

gebbaren Werth sinken wird. Nun nimmt aber das letzte

Integral durch die angedeuteten Substitutionen die Form

1^

i+.

/,^iV'- y

y 1

an, und diese lässt sich wieder mittelst Addition und Sub-

traction des Integrales

/
1

l-fe

lg

dy
1

in folcrender Weise darstellen

1^

./Ir;-.-Sj'-/^r

Augenscheinlich aber ist, weil innerhalb des Inter-
Ig

y

valles von e~^ bis ^,— zu den wachsenden Functionen ffe-

hört, das zweite Integral kleiner, als die mit £ zu gleicher

Zeit unendlich klein werdende Grösse

(i-ff ^ ') lg(i+s)-

Das Integral

/[.;
X

dx unterscheidet sich da-
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0©

her von dem Integrale i t

(l-\-x)
]—^ zuletzt um

X

weniger, als jede angebbare Grösse, und folglich muss^ weil

für X = 1 die B'unction
lg'

f^
- einen endlichen Werth

1 X

besitzt, für £ = die Derivirte von lg r{a) dem Integrale

1

/ ig'^
L. X

X
l~x dx

gleich sein.

Die Gleichung 3. bietet endlich noch das Mittel, in sehr

einfacher Weise die von Euler auf anderm Wege gefundene

Relation

1 1

zu erhärten.

l Denn differentiirt man die Gleichung

0*

logarithmisch nach b, so kommt
1 1

j

j'(l_a-)'-'.r'-'lg.Trfx=[^^g —̂ g;J]
/(l-.T)»-V-'rf.r.

Mit Rücksicht auf Gleichung 3. aber lässt sich

r'ib) __ r {a±b)
•

r{b) r{a+bY
1

x^~^ -3-- dx darstellen,

und folglich wird

,1 ^1 1

j {l—xy-Kx^'-^\J~\dx=j x^-'^^^dx . jx^-\\—xY - V/.r.*)

") Dirichlui u. 11. 0.
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§. 48.

Beweis des Gauss'scheii Fun<1amentalsatzes.

Vertauscht man in der Gleichung 1. des vorigen Para-

graphen das Argument a nach und nach mit

(h (f + „ ;
(^ + : ;

n-1

WO n eine positive, von a unabhängige ganze Zahl bedeutet,

und addirt die gewonnenen Resultate; so entsteht die Be-

ziehung

^..[Ao /!«+:) r(''+"70]
X

f
X

1~X

1

dx

d. h., wenn in das Integral statt x'^ eine neue Variabele x
eingeführt wird,

Andererseits aber ergiebt sich aus der Gleichung 1. §. 47.

für das Argument 7ia die Relation

1

'r{na) I lg
1—a-

äX y

also durch Multiplication mit n

1

d lg r(>«) =n r[ ' -""''

J [lg' '""
dx.

Und zieht man diese Gleichung von der unter 1. dargestellten

ab, so hat man die Beziehung
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I

''•

da ö r{nä)

1

r ^"~' -
1 ^= n I ax,

J lg
^

in der offenbar die rechte Seite eine numerische Constante

r ausdrückt.

Aus 3. aber fliesst weiter durch Integration nach a

, r'")7X"+») vX"+"r') ^
Iff -w/-- r -^ = r« 4- 6-

o r(wö) ' ^

wo 5 die Constante der Integration bezeichnet. Geht man
folglich von den Logarithmen zu den Zahlen über, so ge-

winnt man die Gleiclmng

4. . -^ J^^^ ^^_ _ , .+. _ „. . ,,,

wenn der Kürze halber e'' = p und e^ = q geschrieben wird,

Um nun von diesen Grössen p und q zunächst die erste

zu bestimmen, wird man bedenken, dass Gleichung 4. für jedes

a und demnach auch für ci = « + in Kraft bleibt. Mit
n

Benutzung dieser Substitution aber erhält man

r(:<)r{"<) iv":^r^^ ».
5-

rT^;^+n -P "
Mithin entspringt durch Division von 4. in 5. und mit Rück-

sicht auf das erste Fundamentaltheorem

1 w
n-^ ==p ,

d. h.

p = li-".

Und sonach schreibt Gleichung 4. sich jetzt so:

4'^ ni^-T-
=71-»-

. q. -

Die Constante q aber wird nun sofort gefunden, wenn
Mkyki! , hestimrate Integrale'. 9
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mau wie früher a = setzt, die erzeugte Reihe nochmals in

umgekehrter Folge schreibt und beide Gleichungen durch

Multiplication mit einander verbindet. Denn so folgt wieder

im Hinblick auf die Gleichungen

r(b) r(l-b) == . "^ -,0<h<\ und. TT sin' '^ = "
,

1
"

die Relation

d. h., weil rj wesentlich positiv ist,

«—

1

q = (2 7t) ' j/n.

Wird somit dieser Werth in Gleichung 4«. substituirt, so ])0-

steht nunmehr die Beziehung

7V)7X«+0 /\"+";')

= 7 O'^O • '' "" '" (2;r) '
.

Dirichlet gebührt das Verdienst, diese schöne Formol

zuerst mit den Hülfsmitteln der Integralrechnung bewiesen

zu haben, und zwar stützt er bei seinen ersten, im 15. Bande

des Crelle'schen Journals mitgetheilten Betrachtungen den

Beweis auf Gleichung 3. §. 47. Nach Dirichlet haben dann

noch andere Schriftsteller ebenfalls nur auf Integralrechnung

beruhende Beweise des Gauss'schen Theoremes geliefert. Von
diesen werden wir namentlich den Liouville'schen Gedanken-

gang, der die Behandlung vielfacher Integrale voraussetzt,

bei ihrer Untersuchung wiederzugeben versuchen. Ausser-

dem aber werden wir in dem Nachfolgenden einen Theil der

Betrachtungen mittheilen, welche einem von Stern in seinen

„Beiträgen zur Theorie der Euler'schen Integrale"*) ver-

öffentlichten Beweise der obigen Formel I. zu Grunde liegen.

*) Abgedruckt aus den Göttniger Studien, Vandenhoeck und Vw

rocht; 1847.
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§. 49.

Darstellung,- von lg r(«) durch bestimmte Inte8:rale.

Wenn man in der von Gauss gefundenen Gleichung

1

lls/S^i = I dx
da lg

1 X
^ X—x

statt lg ^ z schreibt, so nimmt sie die Form an

Hieraus aber entspringt durch Integration nach a zwischen

den Grenzen 1 und a die von Liouville, jedoch nur für ein

ganzes a gegebene Relation

2. lg r(«) =/ "; [{a-i)e-' - "-^7^]-**)
I)

Eine andere, freilich nicht so elegante Gestalt kann man

dieser Gleichung geben, sofern man ^ = lg (1 + ^^0 setzt;

dadurch nämlich wird

-'-.•'«=jC;',;„[("-')<.+..)--"«^V*^-]-

*) Gauss a. a. 0. Nr. 37, Werke Bd. 3, Seite 160.

**) Integrirt man die obige Gl. 1 sofort nach u von a = 1 bis a = a,

so nimmt die Liouville'sche Formel 2. diese Gestalt an:

lg-
X

Vergl. Lipscliitz in Crelle'.8 Journal, Bd. 50, Seite 14.

Liouville. Journal, t. IV., p. 318.

Liouville leitet die Gleichung 2. aus der Formel

-a „-«=

CK

ab indem or : = 1, 2, 3, . . . , x setzt und die einzelnen Resultate

addirt.
9*
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Tn nicht so einfacher Weise aber würde diese Form gefunden

sein, wenn man das Dirichlet'sche Integral

0" j L (i+a-)"J

in Bezug auf a zwischen den Grenzen 1 und a integrirt

hätte. Denn so wäre zunächst die Beziehung

zum Vorschein gekommen. Und um nun von hieraus zu der

Formel 3. gelangen zu können, müsste mau mit der vor-

stehenden Gleichung die folgende

(.-1) lg r(2) =y'^=^^ - ^^=ms^ '^ =
«

.

durch Subtraction verbinden.

Wie man übrigens sofort sieht, liessen sich ohne grosse

Mühe noch andere hierher gehörigen Darstellungsweisen für

lg r{d) aufzeigen. Indess beschränken wir uns auf eine

Form, von der wir in dem Nachfolgenden Gebrauch machen

werden. Schreiben wir zu dem Behufe Gleichung 2. wie folgt:

igr(«)=/f[.-=(«-i)-^^|:_-'^:}],

\\\\i\ setzen wir der Kürze halber

V = 1 - i + ^;

SO können wir Ig r{a) die Gestalt 4. geben

:

4. igr(«)= J--^ [<;-=(«_!)_
-^-.i_^ +

'•-"P"^
u

* d'^ r. - ia-1):

d. h., wenn wir das erste Integral kurz 6^,»_i, das zweite

dagegen H„_^i nennen,

4". lg r{a) = 6'.-_i + //._!.
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Uobor die Darstellung von lg r(a) durch Reihen.

§. öc.

Theorem Caucby's.

Die Functioii lg r(a) und ihre Derivirte lassen sich mit

ziemlicher Leichtigkeit durch verschiedene convergirende

Reihen darstellen. Obwohl es nicht in unserer Absicht liegt^

diese für die numerische Berechnung der Gammafunction

äusserst wichtigen Entwicklungen einer eingehendem Be-

leuchtung zu unterziehen, wollen wir doch einige der hier

nöthigen Betrachtungen wenigstens anführen, und zwar wollen

wir uns zunächst mit der Entwicklung eines Theoremes be-

fassen, das füglich zu einer der Grundlagen für die jetzt in

Frage kommenden Erörterungen gemacht werden kann.

Die Gleichung 1. des vorhergehenden Paragraphen ist

augenscheinlich mit der folgenden äquivalent

ü

und diese lässt sich, wenn man a mit a -\- 1 vertauscht und

~-— =1 — v 4" ^ setzt, auch so ausdrücken:

öT

In andern Zeichen aber heisst dies

und daher wird

2. lg r(l-frt) = const. + a (lg «—1) + ^ lg rt

30

dz

z
'

+ ./fc~T + }]q^-.

*) Siehe Liouville: Journal de math., t. IV., p. 320.
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Mit Rüclvsiclit auf die Formeln 4. §. 49. ergiebt sich folg-

lich, dass

3. (^u = const. + a (lg a— 1) + ^^
lg a

sein wird, eine Relation, durch deren Hülfe wir mit Stern

in sehr einfacher Weise die Constante ermitteln können,

wenn wir den besondern Fall a = - in Betracht ziehen.

Unter dieser Voraussetzung nämlich wird einerseits

G
(^y^

=const.+ \ lg ]- + 1 lg 1 — I =const.+ lg|— |,

andererseits hingegen ist

Daher die Gleichung

! lg n + lg (y = const. + lg Q "- i + //
(.;) ,

<l 1).

4- '^
(1)

= k ['= 'f + ^] - cw'st.

Nun ist

sonach

u

und diese Gleichung lässt sich nach einigen Reductionen in

der folgenden Gestalt schreiben

Denn beachtet man, dass

I)



— 135 -

ist; so kaiiJi uiaii // / j in nebeiistolieiider Form (larsiullcji

:

''(;)=./t--.-.-'-,+v;--7"--7-'v+4^]

ü

Von diesen Integralen aber verwandelt sich das erste in das

zweite, wenn man z mit 2z vertauscht, und folglich ist /^
( ^

)

mit dem dritten Integrale gleichgeltend.

Integrirt man jetzt die Gleichung

nach 6- zwischen den Grenzen - und 1, so folgt

2 ö
-^

d. h.

i(i-.g2)=^'^-[^-^-fl=//a)

Vermöge der in 4. ausgedrückten Beziehung ist daher

l h^+l — coHst.= ,^, — i lg 2,

d. g.

const.= - lg (2;r).
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ÜJid demiiacli besteht imii das von Cauchy gegebene Theorem

lJgr(].+«)=ilg2;r«+a(lg«-l)+/T-^—^+-2]'-^"-'^^.*)

§. 51.

Beweis eines Hiilfssatzes. Bemerkungen über die Benutzung
unendlicher Reihen.

Die Gleichung I. zeigt sich in einer andern Gestalt, wenn

man statt der Function -^ - die ihr gleichgeltende unend-

liehe Reihe —
.» + 2 ^, -,-

,

'^,
„ - substituirt. Bevor

wir indess die hieraus entspringende Form des obigen Inte-

grales selbst vorführen, wird es zweckmässig sein, zunächst

von der Richtigkeit der so eben angedeuteten Beziehung uns

zu überzeugen und zugleich einige Bemerkungen über den

Gebrauch der unendlichen Reihen in der Theorie der bestimmten

Integrale einzuschalten.

In Betreff der ersten Frage nun erwähnen wir, dass

man durch Zerlegung des Bruches —^— in Partialbrüche

mit trinomen Nennern zuvörderst die Gleichung

n

wird erzielen. Diese aber lässt sich mit Beachtung der

Beziehungen

y cos "^—1=— i|^y2—2ycos'^+lJ+ ||^y2_ ll^cos''^^=l—^sin^^
sogleich in folgender Weise ausdrücken

:

//—

1

1 1 1 n—i , 1

y2«_l n ,y2— 1 '2n "' 2» Xi,2/1 1 „ ,y2_i 2 7J ^ 2» X, / rnV^
1 (y-iy'^ + ^yl sin j

und hieraus lliesst weiter, dass

*) Vergleiche Limbourg. Theorie de la fonctioii Gamma. Gaud 1859.

Cauchy. Exerc. danal. , t. 11., page 38G. Paris 1811.
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/«—

1

4«H

—

1

. x^ 2 T 2n

4n

a;2 + 4 r« TT«

ist. Lässt man nun ii über jede Grenze hinaus wachsen, so

geht bekanntlich (i+^) in ^"^ und der Ausdruck rechts

in die unendliche convergirende Reihe

- —
2 + ^ ^ x' -f 4 r^

über, und demnach ist

1 ^^1 i -4- ^ '^ ^ ^\

l^—l X 2 ' ^ 07« + 4 r« 7r2'
^

Die Aufgabe endlich, bestimmte Integrale in convergente

Reihen umzusetzen, ist dem Principe nach sehr leicht. Man
hat dabei nur zu beachten, dass die zu iutegrirende Function

oder — bei einer Zerlegung derselben in zwei Factoren —
der eine Factor innerhalb der gegebenen Grenzen in eine

convergente Reihe sich muss entwickeln lassen. Stellen als-

dann die Grenzen des Integrales zunächst endliche Grössen

vor, und bleibt der andere Factor endlich, so ist auch jedes-

mal die durch Integration erzielte Reihe convergent und hat

das vorgelegte Integral zur Summe. In der That, sei

1. q){x) = Wi + ?/.^ + Wg + . . . + M« -f \

die für alle Werthe von x innerhalb des endlichen Intervalles

(«, b) convergirende Reihe, in welche der Factor (p{x) der

Function i/; {x) = (p (x) f(x) unter dem Integralzeichen sich

entwickeln lässt. Das Restglied dieser Reihe, also die Summe

*) Diese Formel tindet sich schon, wenn auch in anderer Schreib-

weise, bei Euler. Introductio in analysin inf. §. 183.



— 138 —

u„^i + 7//,-f-.> + /// f'fi/'. wollen wir mit r,, bczcicliiieu; alsdaiiii

können wir der Gleichung 1. die Gestalt

2. (p[x) = Wj + u. + ^3 + . . . + 11, + r„

geben. A\'ird aber Gl. 2. mit f{x) dx multiplicirt und daraul

zwischen den Grenzen x = a und x = b integrirt, so folgt

ö f (p{x) fix) dx = J Uy /'{x) dx -\- j u,^ /\x) dx -}- . . .

' au
+ / Un fix) dx + / rn fix) dx.

Nun kann dem Begriffe einer convergenten lleihe zufolge

keine der Grössen ii^y u.^j . . . , u„ von x = a bis x = h jemals

unendlich werden, und r„ muss mit wachsendem n der Null

sich nähern. Bleibt folglich f{x) innerhalb des Intervalles

ia , h) fortwährend stetig oder doch wenigstens endlich, so

müssen offenbar die Grössen u^ fix), y-^fi^)} • • • ' ^^"/'{^)) ^»fix)

und demnach auch ihr algebraisch grösster und kleinster Werth

von x = a bis x = b immer endlich sein. Nennen wir also

;;2i, 7)12 j ' • , tn,n Qn die zwischen dem Maximum und Mini-

mum beziehlich von n^ f{oc), t(.> f(x)^ .... innerhalb der

Grenzen a und b liegenden Factoren von bekannter Bedeu-

tung, so entspringt aus 3. die neue Gleichung

7,

4:.ft (x) dx= w, (b—a) -j-m.^ ib—a) + ...+ ^n» ip—^)+ Qn {b—a).

n

Daraus aber folgt weiter, weil wegen lim r,, fipc) =
auch Qn itiit wachsendem n der Null sich nähert, dass für

ein unendlich werdendes n die aus 4. entspringende Reihe zu

den convergirenden gehören muss. Und gleichzeitig geht

hieraus hervor, dass, wenn ^ix) = U u„ wirklich für alle
• 1

Werth e von x = a bis x = b eine convergente Reihe vor-

stellt und fix) endhch bleibt innerhalb dieses Intervalles,

auch die Gleichung

J ^ ('^0 fip^) ^^^ =ff(^) ^^^ ^ W" = 2J I Un fix) dx
a a 11«

gilt.

Geht die Reihe (p (.t) = 2j\i„ für einen der Grenzwerthe
1

«ij /y, z. B. für .*; = b in eine divergirende über, so wird man
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zuiiäclist diesen Werth vuii der ßetriichtung ausscliliesseii,

also von x = a his x = b — £ integriren, so dass die Reihe
CO

q) {x) = 2J Un für alle Werthe von x = a bis x = b — £ con-

vergirt. Alsdann ist offenbar dem Obigen zufolge

f cp{x) f(x) dx = Z J u„ f{x)dx.

Bleibt nun für ein der Null sich näherndes e die Ueihu
OD h

2J f if„ /\x) äx convergent, so muss auch
1 a

h— e » f>—

«

lim J (p(_x) f(x) dx = lim 2J f ti„ f{x) dx.

d. h.

sein.

/ (p (x) fix) dx = 2: / w. f{x) dx

Werden die vorhin gemachten Annahmen der Endlich-

keit von a, h und fix) nicht mehr erfüllt, so kann sehr wohl

der Fall eintreten, dass die Integration auf eine völlig un-

brauchbare Reihe führt. Doch darf man behaupten, dass für

den Fall einer unendlichen Discontinuität von fix) zwischen

a und h die aus 1. durch Integration erzielte neue Reihe
h

immer convergirt, wenn a und b endlich bleiben, Jfix) dx
a

nicht sinnlos wird und fix) innerhalb des Intervalles («, b)

niemals das Zeichen wechselt*). Denn in diesem Falle würde

die Reihe 4. so aussehen:

h h h h

f^ix) dx = 7n^ /fix) dx + m.^ ff{x) dx + ... + Q„ff(x) dx,
a fi ti ti

WO die Grössen
;;<i,

m.^, . .
. , q„ in Bezug auf ?<,, u^, ... die

bekannte Bedeutung besitzen, und folglich muss wegen
b

lim Qu j f(p^) dx = Q
a

b x> b

J il) i^x) dx = 2J f u„ fix) dx
n \ n

sein.

*) Wenn ({x) an einzelnen Stellen das Zeichen ändert, so hat man
augenscheinlich eine Zerlegung de!< Integrales vorzunehmen und den

obigen Gedankengang zu wiederholen.
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Fasst man sämiutliclie Einzelfälle zusannnen, so ergiebt

sich der Satz, dass die Benutzung unendlicher Reihen
in der Theorie der bestimmten Integrale immer
gestattet ist, wenn nur die durch'Integration er-

zielte Reihe convergirt.

Lässt die Function cp{x) nicht für den ganzen Umfang
des Tntervalles («, b) auf dieselbe Weise in eine convergirende

Reihe sich entwickeln, so hat man natürlich eine Zerfällung

des Intervalles in Theilintervalle und für jedes derselben die

Entwicklung von (p(x) in eine convergente Reihe vorzu-

nehmen. S(>11 z. B. das früher gefundene Integral

ü

durch eine imendliche Reihe ausgedrückt werden, so würde

hier eine Z(;rlegung des. Integrales in die beiden folgenden

1 ao

J TT^ nndj -^^--
1

eintreten müssen. In dem erstem wäre —
-i— nach steicren-

den, in dem zweiten Integrale hingegen nach fallenden Po-

tenzen von X zu entwickeln. Man erhielte folgHch wegen

u

Ol
also

00
r "I

» cosec «^ =^ (-1)' [4-7 + ^^J-

Wollte man dagegen das Integral / r^nj^ dx=^^^ c-^'^,

(7 > 0, /: > 0*) in der Weise behandeln, dass man cos c x

*) Dieses von Laplace gefundene Integral werden wir später ent-

wickeln.



141

2s

durch die stets convergireude Reihe cos ex=^ ("~1)*
-ffy

ersetzte, so folgte durch Integration ein sinnloses Resultat.

§. 52.

I
Umformung der Cauchy'sclieii Gleichung.

Ersetzen wir jetzt in dem Integrale

/k-.'+-ä]=-
(I

den in der Klammer befindlichen Ausdruck durch die unend-
30

liehe Reihe 2^ x^-ulr '̂ü^f ^^ erhalten wir die Beziehung

-f- 4r%'

Nun folgt aber sogleich durch Vertauschung von x mit

2 r TT x'j dass

J .7'2+ 4?-27r2 rn J ' 1 -^ x^ '

u'

und daher wird

J X \c^_i 57 ' 2/ ^rnj 1 + a;^
^ u

übergehen. Vorläufig machen wir natürlich den obigen Be-

merkungen gemäss hierbei immer die stillschweigende Voraus-

setzung, dass die erzeugte Reihe auch wirklich den conver-

girenden zuzuzählen ist. Davon aber werden wir uns sofort

/ * g—2 ranx

überzeugen, wenn wir das Integral f -.-j^^ rf.^' vorerst zwi-

schen den endlichen und positiven Grenzen p und q nehmeji,

also die ihm vorhergehenden Integrale ebenfalls auf solche

Intervalle beschränken. Denn dadurch gewinnen wir die

gewiss richtige Gleichung
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f

2
und hieraus fliesst mit Beachtung der bekannten für < // < 1

Statt findenden Reihe

-ig(i-«) = ig^i^ = « + l^
+ '^ + ,

also

j 1__ ^ ^ ^-2ranx

die andere Relation

^ rn J 1 + cc"- Tt J \-\- 0,-2 ö 1 __ ^-tunx '

P p

Nun bedenke man zuvörderst, dass in Folge der Beziehung

_^_ Iq. 1 ;p / _^^
l-\-x^ ^ l_e-2"^-^- J 1 +^r2

P P

mit wachsendem p und q das Integral rechts zuletzt ein be-

liebig kleines Quantum nicht mehr zu überschreiten vermag,

dass also für eine unendlich werdende obere Grenze das In-

tegral 1 , r"» lg V -- nicht sinnlos wird. Und anderer-" t 1 -\- x' '^
i

^—£i<nx

seits erwäge man, dass auch für unendlich klein werdende

Grössen j) und q

f nr? lg -zT^-- = - «
j'ig ('

~ "-""") "'•'

p V

1

p t/ 1 ('

P

unter jeden angebbaren Werth sinken wird. Alsdann wird

offenbar das Resultat aller dieser Betrachtungen in der Gleichung

sich aussprechen:

y _L f^-'ii rf^ _ 1 /"_"-_
i„
__i

.
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Mit Benutzung dieser Relation nimmt folglich das Theorem T.

nunmehr die Form
CO

II. lg r(l+«)= ' lg(2;r«)+«(lg«~l)+
;^ J'^,lg^_^i,,„„.

an, welche, wie Limbourg in seiner ,/rheorie de la fonctioji

(Jamnia^^ hemerkt, von Schaar herrührt •^•).

§. 53.

Stirliii8:'sclio Formol.

Gestützt auf die vorhergehenden Betrachtungen kann man

mit grosser Leichtigkeit lg r(l + a) in die bekannte Stir-

linir'sche Reihe auflösen. Zu dem Behufe bemerke man zu-

nächst, dass

^ _^-^, mit l_a:'-'+.T'-a-''+...+ (-l)—^:r--^+(-l)'" ^^
ö-leichbedeutend und sonach

00

\ l' dx . 1
i

^
lor —

71 J
l+ .T^

O l_g--'"/f^

= l j'"-^- 'f?
1 _ !-=^ [1 - •^•' + • + (- 1)'"-' ''' ''\

+ (-i)'"- j',.'
2m -4

ist. Ersetzt man nun hierauf wieder in dem ersten Integrale rechts

lg .,— durch die unendliche Reihe >, ,
so ist

1 — e i

jedes Glied desselben ersichtlich in der Form

enthalten, wobei natürlich die ganze Zahl (/ und ra positiv

vorausjresetzt sind.

) Mc'iuoiros (lo rA<-;)<1.Miur .!.• Itelm-iiic. tonn' XII.
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Definirt man aber die (-2+1)'''^ Bernoulli'sche Zahl durch

die Gleichung

_ i^-± ....2{q-\-l) '^ 1

^^+1 22«+! ^2q-\-2 ^ ^2q+2 f

r= 1

SO ist

n2y+l) 1 -sA 1 ^ _5 ^+]^
«2,4-1 (2 ,r)2?+i ^^ ^2,+2 ^2,+l (2^ + 1) l2g + 2)- .

Und daher wird jetzt, wenn man q = 0, 1 , . . .^ m — 1

schreibt,

III. ]gr(l+ «)=ilg(2;r«)+«(lg«-l) + j?| ;,-3^„-3

-I- —^ - — . . . 4- (~ l)"'-i
5 . 6 «5 ••••IV /

(2

flO

1 r -^^ 1

Mit der grössten Leichtigkeit lässt sich jedoch das hier

vorkommende von Schaar*) gegebene Restglied ebenfalls in

einer den vorhergehenden Gliedern analogen Form ausdrücken.

Ersetzt man nämlich auch hier lo^
, „ . durch die un-

'^-

endliche Reihe ^^ , so erhält man die Gleichung
1

CO

Nun ist aber dem bekannten Maximum-Minimum-Satze zufok'e

<> 1 n

WO -O- augenscheinlich zwischen und 1 Hegt; mithin wird

*) Auch Bauer (Grelle. Journal, Bd. 57, Seite 272) ist auf diese Rest-

fonu geführt \vor(leii.
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00

(Ix = ^

%•

1 r(2w + 1) ^ }
]}>n+l .^>n+l ^n^ Zj^

^m+1
(2 711 4- 1) (2 W + 2) „2/«+!

und sonach

III". lg r(l+«)=
l
\g{2na)+a{\ga-l) + f^^

•
i--A

. 1+...

i I /_iV"-i — - \- (— IV" d- -— -—
i ^^ ^' {2m-\).2m «^"'-i ^ ^ ^ (2m+ l) (2;«H-2)

,,2;«+l

'

Kaum nöthig ist übrigens wohl die Bemerkung^ dass diese

letztere Gleichung unmittelbar aus dem Theoreme I. hätte er-

zielt werden können.

Die Formeln III. und III' . gehen in die nach Stirling be-

nannte Reihe über, wenn man m ins Unendliche wachsen

lässt. Sie besitzt die Eigenthümlichkeit, dass sie, obgleich

divergent, zur numerischen Berechnung der Function Gamma
vorzüglich geeignet ist. Ausführliche Betrachtungen hierüber

können in Limbourg's Theorie der Gammafunction eingesehen

werden. In dem Folgenden wollen wir, um diese Unter-

suchungen nicht gänzlich mit Stillschweigen zu behandeln,

aus Serret's ,,Cours de calcul diiferentiel et integral, tome II."

eine hierauf bezügliche Entwicklung entlehnen."^')

*) Man verpfl. auch Kaabe's Untersuchungen im Crelle'schen Jour-

nale, Bd. 25, Seite 14G ff'.; Bd. 28, Seite 10 ff. — Ferner mögen behufs

\s eiter gehender Studien erwähnt werden die Arbeiten von: Jacobi. Grelle,

Journal. Bd. 12, S. 263. Bessel. Astron. Nach. Bd. IG, Nr. 361. Toisson.

M^moires de FAcad. des sciences, tome 6. Binet. Journal de Tecole pol.

cah. 27. Cauchy. Journal de l'ecole poly. call. 28. Cauchy. Exerc.

d'analyse; t. 2, livraison 24, p. 396- -398. Stern. Beiträge etc. Malm-
sten. Grelle, Journal. Bd. 35, S. 55, Lipscliitz. Cn'.le, Journal. Bd. 56,

S. 11. Bauer. Grelle, Journal. Bd. 57, S. 256. Cilalan. Comp. rend.

1858, Nr. 14. Sclilömildi. Ueber die BernoulliV( l,c lüiiction etc. in

der Zeitschrift für Math. u. Physik, Jahrgang 1, Nr. XL, S. 193. Gaspa-
ris. Giornale di mat. 18G8, p. 16. üssian Bonnet. Sur la formule de
Stirling. Compt. rend. L. 862.

Mk.ykk, bestininito liilogralo. 10'
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§. Ö4.

^äherimg'sweise Berechmmg- von lg r(l -{- a) mittelst der

Stirliiig'scheii Keilie.

Dass, wie oben bemerkt, die Stirling'sche Reihe in der

That den divergirenden zuzuzählen ist, ergiebt sich sofort aus

nachstehenden Bemerkungen

.

Wir haben vorhin die tJi'" Bernoulli'sche Zahl durch die

Gleichung definirt:

^'"
• 27r.27r.27r ..... 25r.27r [^ "l" 2^- '

^»^T"-^^,n-i ^2/«'^^"'?

WO S-^,a der Kürze halber statt der Reihe 1 + . + ,+...

sfesetzt ist. Das Glied ,^ "'
, , ,

der Stirline-'schen^ ['Im— 1 ) 2 m (i-">

-

1 '='

Reihe wird daher in der Form

1 ^ 2 3 2w —2 JL^ ^
2a 7t

' 2 an '
'2 an ' ' ' ' 2an ' 2a7i^

"'"

sich darstellen lassen. In ihr aber nähert sich mit stets wach-

sendem m der Ausdruck , ^ 8-,,,^ der Grenze
,:, , , während

2 a n^
-

2 a 71^^

der andere Factor mit ?n ins Unendliche wächst; mithin muss

Stirling's Reihe zu den divergirenden gehören. Ihre genauere

Benennung als halbconvergente Reihe werden wir erst

weiter unten begründen können.

Der Rest in der Gleichung IIF'. wird numerisch durch

den Ausdruck ^ ,^ ,

"
,^ , ,: , ,, vorbestellt. Offenbar

muss daher der Fehler, welchen man durch das Abbrechen

der Stirling'schen Reihe bei irgend einem Gliede begeht, seiner

absoluten Grösse nach kleiner als das erste der vernachlässig-

ten Glieder sein. Vermehrt man folglich den ungenauen Werth

von lg F(l + a) durch das erste der unterdrückten Glieder,

so erhält man ersichtlich einen zu grossen Werth für lgr(l-f-^/).

Schreibt man also z. B. statt lg r(] -\- a) bloss

^^
lg {27ta) -\- a {\g a — 1), so nmss wegen ^, =

die Beziehung Statt finden:

1 1 /.^ V . . , 1

12«
lg r(\ + a) < ; lg {27rn) + n (I- a \)
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andererseits aber ist

lg r(l + «) > j lg (2 a«) + a lg a - a.

Und demnach ergiebt sich durch Uebergang von den Loga-

rithmen zu den entsprechenden Zahlen der wichtige Satz

1 4.1 _ I
^

1. y^it a^ e-" < r( 1 + a) < /2:r a^ e
""^"^^

Hierauf aber gestützt, kann man sofort zwei Grenzen be-

stimmen , zwischen denen die n''' Bernoulli sehe Zahl sich be-

finden muss, und von denen die obere für die nachfolgende

Betrachtung von Wichtigkeit ist. Denn setzt man in

7? — ^"' 9

für die (fr()sse S^,, die Einheit, so ist

ij TT

und nimmt man in

anstatt des Quotienten ^" ebenfalls die Zahl 1 , so wird

B < •^''' '
.

^ 7t "

i Mit Berücksichtigung der unter 1. dargestellten Ungleichheit

wird daher auch

2. 1 (i^ .-..+:,;„ > n„ > 2 '^-"»^ .-^''

(2jr) ^ cJTr) "

sein müssen.

Endlich folgt noch aus

^Wl ^ (2«+l)(2;?+ 2) •^2«+2

die hc/iclmiiL»"

(2;? -1-1) (2/J-I-2; "^ 4 7r2

Bczcic liiicii wir jd/t iiiil //,, den absoluten Werth des



— 148 —

^n 1

fillgemeiiien Gliedes (— 1)"-^ (2;—"1V2—2// 1
^^^ Stirliiig'-

schen Reihe, so entspringt aus

^+1 ^ 1 (2»- 1)2» ^1
«2 (2,7+l)(2n+ 2) ^/

mit Rücksicht auf die Ungleichheit 3.

"«+1 (2w — 1)2«

und foiglicii ist um so mehr

'^5 < 4; und ""+' < (.rY.

So lange demnach ;? < 3« ist, so lange wird auch ji„^i < w„

sein. Die »Stirling'sche Reihe wird folglich für « > l in ihren

ersten Gliedern Convergenz zeigen, und zwar wird diese, wenn

a eine ganze Zahl ausdrückt, gewiss bis zu dem Gliede währen,

dessen Bernoulli'sche Zahl den Index 3 a besitzt.

Setzt man z. B. a = 10 und "^' = r, so ist r < 1 ; ferner
"30

aber hat man

^ < (j^)^ "^ '*^ ™^*^^^ ^^-^ < ^'1 '"'

^' ^ (.^))' < "' ^- ^'- ''^ < ^^
''''

2

< r, d. i. W4 < ?/j r^ u. s. f.
u, ^ /SV

Die Reihe ?/, — U2 -\- u^ — • • • + ^'31 ist also gewiss klei-

ner, als die geometrische

„, (1 + , + ,.2 + . . . + ,'") = u, \-^4'.

Um die erwähnte Eigenschaft der Stirling'schen Reihe gleich

im Namen anzudeuten, nennt man sie nach Lagrange*), wie

überhaupt die Reihen von ähnlichem Charakter, halbcon-

vergirend.

Heisst nun £„ der Zahlenwerth des begangenen Fehlers,

'*) Sielio Knko. Grelle. Joiinial Bd. 28, S. 2U. Vcri,^!. auch Lofren-

tlre. Traite des tonet, oll. etc. T. 11. p. 307, 428.
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wenn die Stirling'sche Ueihe mir bis zum Gliede

fortgesetzt wird: so ist dem Frühern zufolge

^- -
d. li. wegen der Ungleichheit 3.

Aber nach 2. ist

" "^ 1-2 „ 5

folglich muss iiuch

^1 V rnt f n \2'< 24«n n / n V

sein. Wählt man also für ein ganzes a die ^ahl /i = 3«, so ist

*»« < 1 (f

)

e„_|_^_..+ i_^-

11 1 _ 1

d. h. ^ weil rt wenigstens = 1 sein wird,

11 ^_

. 1 / 3 \ 12 ^72 ^

Man kann diesen Ausdruck für den i)raktischen Gebrauch be-

quemer schreiben, wenn man beachtet, dass

11 1

\_ /

1
yr2 ^,72 _ 0^393409 . . .

ist; denn nun wird

63« < 0,393409 . . . 6-'"'rr \

Ninmit man z. 13. a = 10, so kann man lg r(l -f- ^) his zur

27. Decimale berechnen, Avenn man die Stirling'sche Reihe

bei dem mit B.^^^ multiplicirten Gliede abbricht.

§. 55.

Falicriiiig^sformcln für r{a -\- /i), ri>i + 1), wenn n sehr gross ist.

Das Theorem 1. des vorhergehenden Paragraphen lässt

sich für den Fall eines sehr grossen a in einer Gleichung dar-
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stellen, aus der man ohne Mühe die bekannten Näherungs-

formeln für r(a -f fi) und r{ti +1), in denen die ganze

Zahl n sehr gross vorausgesetzt ist, wird ablesen können.

Vertauschen wir behufs Herleitung dieser Formeln in den Un-

gleichheiten 1. das Argument a mit a -\- ?) , wo n also eine

ganze Zahl bezeichnen soll; so ist

j/27t {a + ?i)"^"
' ' e~

'

""^^"^^^^
> r{a-{-n+ 1)

> } 271 (a + 7i) " e-(-+")

Nun nähert sich mit wachsendem ?t die Exponentialgrösse

^12 («+;/)
^^^, Einheit, und daher wird man offenbar schreiben

können

:

a-\-n-'

1. r{a + ;?+!) = //27r {a + n) ' e-^"+") [1 + b„]
,

wenn man unter b,, eine für n = oc in Null übergehende

a-l-/>-i-
^

Grösse versteht. Beachtet man aber, dass (a -\- n) '" mit

n ^
( 1 + "

)
(1^ + '^

)
' identisch ist und dass für n=oo

wird; so kann man auch in folgender Weise Gleichung 1. aus-

drücken :

2. r{a + n + 1) = V'27t n ' c~" (1 + e„),

wo auch hier wie immer unter £„ eine mit unendlich werden-

dem n verschwindende Grösse verstanden wird.

Ganz auf dieselbe Art, einfacher indess durch Vertauschung

von a mit a — 1, findet sich ferner die Beziehung

2«. r{a + //) = ]/27t n ~ e " (1 + £,)•

Da nun r{a + n) = {a -f n — V) {a -\- n — 2) .... a r{a)

ist, so hat man für ein sehr grosses n naliezu die Gleichung

3. a{a + 1) [a -]- 2^ . . , {a -\- n -~ 1) -=
^^J^

n
"~ ' e
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Und setzt man in Gleichung 2. r/ = (), so wird

1 . 2 . 3 . . . ?i = y27t n ' C-" [1 + e,]
,

iilso nilherungsweise wieder

"+;
1.2.3...« = y27t 71 - e-" = y27in n" 6'-"

gesetzt werden dürfen. Unmittelbar ist jedoch diese Beziehung

aus dem oben in §. 54. entwickelten Theoreme 1. abzulesen.

Wählt man endlich für a den besondern Werth ^ so

kommt vermöge der Formel 3. die nahezu richtige Gleichung

1.3.5... {2n — 1) == ]/2 (2/i)" c-\

§. 56.

tliilwickluiig Yoii lg ri 1 -f a) in coiivergirendc Reihen.

Wie schon früher angedeutet wurde, lässt sich lg JTi l+r/)

ohne Schwierigkeit in convergirende Reihen entwickeln, und

zwar leistet hierzu das oben erwähnte Cauchy'sche Theorem

vorzügliche Dienste. Wir verweisen in dieser Beziehung

namentlich auf Limbourg's schon angeführte ,/rheorie de la

fonction Gamma' ^ Abgesehen hiervon aber kann man auch

in folgender Weise zu convergenten Reihen für lg Fia) und

c lg r(rt) 1
-^^

—

^—- gelangen.

DifFerentiiren wir z. B. die Gauss'sche Gleichung

^« J l • 1 - c-^J
ö

nacli (I , so entspringt die andere

J 1 - tf~'?«2

Nun ist aber

1

also
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Es ist dies die für jedes a convergirende Reihe ^ mit deren

Hülfe Legendre das gleichfalls von ihm
^
jedoch spater ent-

deckte Gauss'sche Fundamentaltheorem ableitet. Wird dieselbe

nach a zwischen den Grenzen 1 und a integrirt, so ergiebt

sich mit Rücksicht auf Gleichung 1. die für jedes positive u

Statt findende Beziehung

"

Augenscheinlich bedeutet in ihr das Integral

dz

eine numerische Constante, die man ihrem Entdecker zu Ehren

die Euler'sche Constante genannt hat. In seiner Diflerential-

reclmung (Thl. 2. §. 143) hat Euler ihren Werth

C = 0,5772156649015325

gegeben und diesem sind später von Legendre in den auf die 15.

Decimale folgenden Stellen noch die Zahlen 8606 hinzugefügt*).

Schreiben wir also statt des Integrales einfach C, und

integriren wir hierauf Gleichung 3. zwischen den Grenzen 1

und a] so bekommen wir eine convergirende Reihe für lg F(«),

nämlich

4. lg na) = - da - 1) + 2-
['f-+ :.

- lg •

+
:].

Kür a = 2 ist daher

und folglich wird, wenn man diese letztere Gleichung mit

a — 1 multiplicirt und das entstandene Resultat von 4. ab-

zieht,

5. lg na) = J [(« - 1) lg ^±±^ - lg '^^;±L+ii

oder

*) Kinkclin nennt (CrcUe's Journal, Bd. 57, Seite 128) C die Miiöche-

roni'ßche Constante.
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5'. lg r(«) = 2'[(" - ') lg ('+.!) - ife' (' + "»')'
•

nenierkenswerth ist diese Reihe vorzüglich desshalb, weil

Dijin von ihr sogleich zu der Euler'schen, von Gauss als De-

Jinitionsgleichung der Gammafunction benutzten Formel über-

gehen kann. In der That, schreiben wir b^, in der Gestalt

lg r{a) =^ lg \^.ffzr^ + lg (1 + £.0

,

1

WO lg (l + £.,) das Restglied der Reihe bezeichnet und das

ihrer Convergenz zufolge für s = oo verschwinden muss ; so

ergiebt sich durch den Uebergang von den Logarithmen zu

den entsprechenden Zahlen sofort die Beziehung

üdei*

^('0 =<r(«-+Tri^$lr:.r(^-i)
*"''

(' + '^^ {' + -^)""-

Beachtet man aber, dass für s = oo der Factor ( 1 + . )

mit der Zahl 1 zusammenfallt, so kann man einfacher

^ '' a {a -{- l) . . . [a -j- s — 1) ^ ' ^

schreiben , wo also jetzt lim d, = ist.

Endlich mag noch bemerkt werden , dass aus 4". die Be-

ziehung erwächst

C = lim ^ ^ lg ^' U { li^^ 5 = cx) l

und dass folglich für ein hinreichend grosses 5 näherungsweise

mit Euler

1

gesetzt werden darf.
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§• 57.

Fortsetzung".

Bezeiclineii wir für den Augenblick lg r(l + a) tlureli

das Symbol ^(^ + 1) , so erhalten wir dem Tayler'schen Theo-

reme zufolge die Beziehung

1. |/;(l+ ö)= l/.(j>+öfl/;Yl)+ j^l^ll) + ...+ f!r(l +«n
WO d' eine zwischen und 1 befindliche Zahl ausdrückt. Nun
folgt aber durch ;« — 2mahge Differentiation aus der Gleichung

c^ lg ri\ + a' ^ ^-< i

die andere

1 r/' \g r(./ + 1) _^ (- 0" -^ L
/ u

und diese bleibt, sofern ;/ > 1 ist, für jedes zwischen — 1

und einer beliebigen positiven obern Grenze enthaltene a in

Kraft. Mithin muss für a =

1
*

sein, und folglich wird für hinlänglich grosse 7i der Quotient

seiner absoluten Grösse nach gewiss unter 1 liegen, wenn u

eine zwischen — 1 und -[- 1 befindliche Zahl vorstellt. Daraus

aber fiiesst einem bekannten Satze*) zufolge sogleich weiter,

•=) Bezeichnet //,, n, ... lot, . . . eine Reihe endlicher (irössen von

der Art, das» für sehr grosse 7i fortwährend ohne Uücksiclit aiil' das

Zeichen

so ist

lim //^, = 0,

uu lim Ulli ein imcndliih wci^lendes // sich be/icht.
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dass 4>(l -f- ^) für den angeführten Fall immer in eine con-

vergirende Reihe sich muss entwickeln lassen. Bezeichnen wir

also die Summe der reciproken n^"" Potenzen der natürlichen

Zahlen kurz durch S,, , und beachten wir ausserdem noch, dass

^f(l) = und t^'f l) mit — C gleichbedeutend ist: so wird jetzt

2. lg r(l + «) = - aC + :f
S, - f .% + «'

S- _ . . .

Zwar ist diese Reihe für die numerische Berechnung der Gam-
mafunction nicht sehr zweckmässig, weil die S nicht rasch

genug abnehmen, indess kann man mit ihrer Hülfe sogleich

eine stärker convergirende Reihe erzielen, wenn wir die ein-

zelnen Glieder unserer Reihe mit den entsprechenden der fol-

genden

= - lg (1 +«) + «-«' + I'
- .. .

durch Addition verbinden. Dadurch nämlich entspringt

3. lg r(l + a-) = a(l-C)- lg (! + «) + "'
{S, - 1)

2

(s. _ n -j-
"'

ts. — u -

und folglich ist auch

4. lg r(l -«) = - :,(\ - C) - lg (1 - a) + Us,- 1)

+ f {S, -1) + "^(S,-1) + ....

Erwägt man jetzt weiter, dass

u r(«) = r(« + 1), r(«) r(i - «) = ^.„'^-^ , o < « < i,

also

lg r(i -f a) -f lg rn - o) = ig
.''''

ist, so erhält man durch Verbindung dieses Resultates mit

den Gleichungen 3. und 4. die Legendre'sche:

5. lg r(i + «) = «(1 - c) -
^

lg \t :; + \
Ig

3-E~-.

- ^ (&3 - 1) - '^ (5, - 1) - -^ (5, - 1) - . . .

In ihr braucht man nur a von bis zu wählen, um

mit grosser Annäherung sämmtliche Gamma berechnen zu

k(')jinon, indem ja alle übrigen Gamma auf die, deren Argument
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zwischen und liegt, sich zurückführen hissen. Die vor-

herige Bestimmung der Grössen S ist freilich etwas unbequem,

doch kann man diese umgehen, wenn man sich der von Le-

gendre in seinem „Traite des fonctions elliptiques et des in-

tegrales Euleriennes, tome IL" gegebenen Tafel bedient,

welche die S von 7i = 2 bis ?i == 35 bis auf 16 Decimalen in

sich begreift.

Auch die Euler'sehe Con staute hat Legendre mittelst der

Gleichung 5 von neuem berechnet, indem er in ihr einerseits

a = 1, andererseits hingegen « = —- nimmt. Und endlich

hat er sie zur nähern Bestimmung des früher erwähnten

Minimums der Gammafunction benutzt. Dasselbe findet für

a = 1,4616321451105 . . . Statt und wird durch den Werth

r{a) = 0,8856032 . . . vorgestellt.

§. 58.

Darstelliins: von — -^^—^ durch eine endliche Reihe für den Fall
da

eines rationalen Argumentes.

Zu den vielen interessanten Eigenschaften der Gamma-

function gehört auch die, dass ^ in eine endliche Reihe

sich entwickeln lässt, wenn das Argument a eine rationale

Zahl ausdrückt. Addirt man nämlich die beiden Gleichungen

und

so folgt

da ' J i—ß-"

und hieraus entspringt durch Einführung der neuen Verän-

derlichen X = C--
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1.

Setzt man nun a mit dem Quotienten der beiden ganzen

Zaliloii m und n als gleichbedeutend voraus, und substituirt

man überdies statt x die Grösse x"] so erhält man augenblick-

lich die Gleichung

da ^ J 1_^" '

.wi—

1

in der die Function
^ *- - augenscheinlich einen ratio-

1 — a?"

nalen Bruch vorstellt. Das Integral ist mithin auf Elemen-
2

tarfunctionen zurückführbar, also beispielsweise für « = o

llfj>) + c= 2 arc tang -i /3 - lg 3 = !" — lg 3.
ca o o

Bezeichnet endlich in Gleichung 1. a eine ganze. Zahl, so wird

[- 0J^«) ^ c= j\\-\-x + x^- + ... + x-^\ dx

= 1 + ] + i + .
.

• + ^~,-

§. 5-).

Sterii's Beweis der Kaabe'schen Formel

1

J'lgr(a,-+ A-+l)rfa;=(Ä+ l)lg(/, + l)-(>; + 1)+ |-lg2;r.

(»

Die früher bewiesene Gleichung

gestattet eine interessante Folgerung, wenn man statt x -\- 1

das Argument x -|- A + 1 wählt, wo k eine positive Zahl aus-

drückt, und hierauf lg r{x + A* + 1) nach x zwischen den
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Grenzen und 1 integrirt. Dadurch nämlich erhält man die

Beziehung

/igr(,x+A-+i)..=/f [.-= (x+
1 )

^-^+ ^-'7'

ü

Andererseits aber ist nach §. 49.

f/~\_ e — 1

mithin ergiebt sich durch Subtractiou der zweiten Gleichung

von der ersten

'^ dzJ lg r{x + A- + 1) ^^^r = G,+, - \ f'~'^

= ^/..+, - I lg (A- + 1).

Weil nun den in §. 50. gepflogenen Betrachtungen zufolge das

Integral 6'a+i mit

{ lg 2jt + (k + 1) lg (/ + 1) - (/. + 1) + .' lg (,/. + 1)

äquivalent ist^ so niuss die Relation bestehen

1

j'lgr(a;+/.-+l)rfx=|lg2Ä+ (/. + l)lg(/, + l)-(/, + l).

Gefunden, wenn auch nicht in der Allgemeinheit wie hier,

ist dieselbe von Kaabe*) und bewiesen in der hier gegebenen

eleganten Weise von Stern**).

*) Grelle. Journal. Bd. 2.5, S. 149; B«l. -2«, Seite 12.

**) Zur Theorie der KulerVcheri Integrale.
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IIT. Kapitel.

Integrale, welche auf Gammafunctionen zurückführbar sind.

§. 60.

1 <i .^

Die Integ:rale / x^'-\i-.x')" d.v "»<! J (14-Tr«)^*'^^'

Die Gammafunction verdient nicht bloss um ihrer selbst

willen das grosse Interesse, welches die Mathematiker ihr

zugewandt haben. Sie zeichnet sich auch noch dadurch aus,

dass von ihrer Kenntniss in letzter Instanz die Lösung vieler

und nicht bloss der Integralrechnung angehöriger Aufgaben

abhängig gemacht wird. Namentlich aber giebt es eine

ganze Reihe auf Gammafunctionen zurückführbarer Integrale,

von denen einige wieder zu den feinsten Betrachtungen Ver-

anlassung geben. Einen der Hauptbelege für diese Behaup-

tung wird hoffentlich die später folgende Darstellung der

äusserst sinnreichen Dirichlet'schen Behandlung gewisser von

Cauchy zuerst in Betracht gezogener Integrale liefern.

Schon früher haben wir gesehen, in welch' innigem

Zusammenhange das Euler'sche Integral der ersten Gattung

mit dem der zweiten Art steht. Dieselbe Bewandtniss nun

]iat es mit dem binomischen Integrale

in welchem p und q positiv und n als ganze Zahl voraus-

gesetzt sind. Legendre bezeichnet dasselbe mit Euler*) sym-

bolisch durch r ^ ] und betrachtet es eigentlich als das

Külcr seile Integral der ersten Gattung. Wie man sieht, ist

dies nur eine Verallgemeinerung des Integrales

1

/>> (//^ ff) = J.r?'-' [^i —x)'i-^ (ix
(»

'^) Inlegralreclnmng, Kuji. '.», S. 2;i; des crsitni l>;m(los. ('i. Ausgabe.

reicrsl.nr«^- 170."..)



- 160 -

oder, wie Legendre schreibt, [p, g]*). Auch kann jenes mit

Leichtigkeit auf dieses zurückgeführt werden, indem man
^

mit dem genannten Forscher nur y = x" zu setzen braucht. I

Dadurch nämlich kommt sofort

j :,P-i (l_^,.)" dx =
l j 1/ (\-y)" ihj

,

ü

und demnach ist

/ .Tf-Ml-.^") (ix=^ W A.Z.

Die weitern Eigenschaften des Integrales i^-] bedürfen j

daher auch keiner eingehendem Untersuchung. Nur einer

nahe liegenden Folgerung wollen wir gedenken, die sich so-

fort für ^^ ^ == \ erffiebt. In diesem Falle nämlich ist
n ^

1

xP-U\-x^') " dx = -- - ""
.^ ^ n p

sm n

Allgemeiner noch als das oben betrachtete Integral ist \

endlich das folgende

in welchem*« eine von Null verschiedene positive Constante

bedeutet und das durch die Substitution « x" = x^ unniiitol-

bar die Gestalt

/xP-^dx ^ 1 / x,"~\x,

na" y (1+ai^

na"
annimmt.

*) Traite dos fouct. oUip. et Ues iiiU'gr. Eni. T. II., ]). 414.
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Sollen lind l die Integrationsgrenzen heissen, so setze

man wie in §. 31 .r = -"-; alsdann erhält man nach den

einfachsten Reductionen
1

—

1

J {i^axy-^'i J [?/'-f«(i-

yf-'dy

Und schreibt man jetzt n = \,a = ^ und l — y. ^ v,

so kommt
1

• (' y'^-'{\-Hf-^dv _ 1 1_ np) Av) *)

§ Gl.

Die Integrale f ^'^J^II^^l^ '- ^ und

X
1

/
1

{\-x) lg i
X

l Vertauschen wir in der Gleichung

\
'" J W^ '-V

das Argument a mit a+ b^ wo ^^ eine positive Constante

ausdrücken soll, und subtrahiren wir von der resultirenden

Gleichung die vorhergehende, so kommt

Hieraus aber entspringt durch Integration nach a zwischen

den Grenzen und a

1. lgr(

^^) Siehe §. 80, Gl. V. etc.

Mkyek, bestimmte Integrale. 11
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und sonach müssen auch folgende Gleichungen Statt finden:

(fx,1 r(«H-64-c-fi) ^ f (i-x"+')(i-a^'

,
1

ü
''

Wird aber in Gleichung 1. die positive Grösse c statt a ge-

wählt und von dem erzeugten Resultate die Beziehung 2.

abgezogen; so folgt

1

^' '«r(./+i)AA+V)r(.-fi)r(«H->>+r-fi) y (i-.T)~ig 1
^^

Und vertauscht man in Gleichung 3. a mit rt+ ^ und sub-

trahirt nun von der erzielten Relation die unter 3. dargestellte,

so hat mau

4 lor
r(«+6-f-c4-i) r(r/H-/^+rfH-i) A^+c+^+i) i^(^dd)

^ r{a-\-b-\-\) r{n-^c-\-\) r[a-\-d-\-l) r{a-\-b-{-c-\-d-\-\)

i
1

\-x) lg 1
dx.

Indem man aber in 3. die Constante a durch das positive d

ersetzt und darauf die entstandene Gleichung mit der Be-

ziehung 4. durch Subtraction verbindet, erhält man die Formol

1

. , r(«+6-f1)

A

r/4-^+l) T{a-\-d-\-\) n^+r-f1) T\h-^d-\-\)V{c^d-\- \)na-\-h-\-c.-\-d-\'
''•^ö ri«H-i)r(64-iyr(r4-i)r(«+6+c-fi)r(«+6+./+i)r(«+r+rf+

1

(l-a?")(l-a:^)(l-a?^)(l-a^^) ^
Tx dx,

^)
Wie man in dieser Weise den Process immer von neuem

vollziehen kann, bedarf keiner weitem Erörterung. Zur Ent-

wicklung des allgemeinen von diesen Integralen befolgten

Bildungsgesetzes genügen indess schon die vorhergehenden

Betrachtungen; man vergleiche nur darüber Stern's ,, Beiträge

zur Theorie der Euler'schen Integrale/' Auch noch andere
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Folfferunffen lassen sich aus den vorstehenden Formeln ziehen,

worüber man ebenfalls genügende Auskunft in der genannten

Abhandlung Stern's finden wird.

In dem Vorliegenden beschränken wir uns auf die Mit-

theilung zweier Relationen (G und 7)^ die wir später in ganz

anderer Weise ermitteln werden.

Setzt man nämlich in Gleichung 2. x- statt x, wo das

neue x ebenfalls positiv sein soll, so erhält man

J [\-x'yi\^x J {\-x')\^x

_ lo.
r(a+/>+l) r(./-fr-fl)

^r(«H-i)r(«-f*+^-fi)'

und folglich wird für c = ~

Daraus aber fliesst; wenn 2«-j-l=a — l,2(r/-|-^)-|-l==j3—

1

gewählt wird, die von Kummer gefundene Formel.

mnm
Endlich lässt sich mit ziemlicher Leichtigkeit aus der

Gleichuntr 4. die andere entwickeln

7.

J
^«^'- ^^. _ lg („^ „^ 1)_ (^') ,g („^ „)

U

+ ---+(-l)'(")lg(» + '-'+l-s) + --+(-l)"lg(«+I)

=^(-i)'C.)'«("+''+i-*')'

wenn man die Exponenten b, c, cl, ... sämmtlich = 1 nimmt
und die Gammafunctioneu nach der Formel r{a-\-\) = a r{a)

beliandclt. Schreibt man nun 1
( )

= z und a-\-\ =Pj so

hat man zunächst die Beziehung

11*
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--/""'%'-" - -2 (-1)- (:) '« ("+p~ ..).

^

Dieser Ausdruck aber lässt sich in einer kürzern Form
darstellen, wenn man sich einer bekannten Formel aus der

endlichen Differenzenrechiuuig erinnert. Sind nämlich u, w,,

?/2, . . . die Werthe der Functionen f(x), f{x-\-h), f{x+2h) ,.,. .

so besteht die Relation

Z/" U = Un — r\ ll„-i + r j W„_2 — . . .

oder symbolisch geschrieben

z/'' u = (w— 1)(").

Wählt man folglich für f(x) die Transscendente lg/>, so

hat man

^"lg;^=(lgp- 1)W =lg(;,+ «)-Q lg {p+n- 1) + . .

.

= ^'(-l)'C)lg(«+i'-*)

und sonach

^Mg p = —
I

— dz.

Es ist dies die Gleichung, welche Laplace auf anderm Wege
in seiner „Theorie analytique des probabilites, 3. Edition p. 165^'

abgeleitet hat.

Anwendung des Imaginären.

§. 61.

Bedeutung der Formel 1 e~ ^
•' x'~^ dx = —~^ für ein eomplexes Ar.

Verhalten der gewonnenen (irleichungen zu einander.

Ein weit grösseres Interesse als die vorhergehenden Inte-

gralformen bieten gewisse andere, mit deren näherer Unter-

suchung wir uns nunmehr beschäftigen wollen. Dabei wer-

den wir uns in sehr ausgedehnter Weise des Imaginären be-
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dienen, weil durcli eine derartige Benutzung, wie sich zeigen

wird, bei den Erörterungen ein ])edeutender Grad von Ele-

ganz und Einfachheit sich erzielen lässt.

Bezeichnen k und a positive Zahlen, so findet bekannt-

lich die wichtige Gleichung Statt

/
,~k!,,,a~l ^.. ^(«)^-kuya~\ fly

k""

Gilt aber dieselbe noch; wenn k eine complexe Grösse vor-

stellt? Nehmen wir einmal an, es sei dies wirklich der Fall,

es sei also für die complexe Grösse k-\-^ij deren reeller Theil

natürlich wesentlich positiv sein muss,

CO

SO folgt hieraus leicht eine Reduction der beiden Integrale

r J c~'''^ cos %^ X . x'^~^ dx und J e—'^^ w. ^ x a;"~^ d.'x

auf einfachere Formen. Bedenkt man nämlich, dass jede

complexe Grösse k-^-d'i in der Form q (cos ^ -\- i sin i/>) sich

darstellen lässt, wo der Modul q = l/k"^ -\- %' ist und il) einen

reellen Bogen bedeutet, der hier zwischen -|- ^ und — ~ ge-

wählt werden darf, so ergiebt sich aus I. zunächst

[go^^ x — i^m%-x]dx= -

—

S"X

r{a) [cos a'ip— i^inn t^]

Mithin wird

1. / e-^"^ x''-^ cos d^x dx= —^-^ —

-

und

oo

2. /'e-*- x"-' si« »X dx= ^WJJB^*

(^»--1-^«)
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So vorzüglich iiuless dieser von Euler*) herrühreiide Ge-

dciiikengang auf den ersten Blick auch erscheinen niag^ so

lässt er doch begründete Bedenken zu. Der Ausdruck

nämlich ist, um nur dieses Punktes zu cfedenken,
(k-^-d-i)"

""
'

durchaus keine bestimmte Grösse**); es bleibt daher auch

schon aus diesem Grunde völlig unentschieden, ob in der

That gerade die obigen Formen die hier in Betracht kommen-

den Integrale vorstellen werden. Denn dass die für x = oo

zwischen + 1 schwankenden Factoren cos d" x und sin %- x

keine Unbestimmtheit in den Integralen hervorrufen, ergiebt

sich sofort aus der Betrachtung der Integrale

ß-hx ^,

(sin -9-^ J *'

in denen /?, q und ^ die bekannte Bedeutung haben.

In Wahrheit sind nun freilich die oben gefundenen Aus-

drücke die wirklichen Werthe der beiden Integrale

*) Integralrechnung, Bd. 4.

**) Obgleich wir wegen der Richtigkeit dieser Behauptung einfach

auf die Elemente der Analysis verweisen könnten, wollen wir trotzdem

mit einigen Worten des Satzes hier gedenken. Schreibt man nämlich

wie vorhin k -\- &( in der bekannten Form 9 (cos 1/; -j- sin 1/)) = 9 e^ '

,

so ist

Q= j/a"^ -{- -O-^^ - = cos ^, - = sin ^.

Da nun A; und g x)08itive Grössen ausdrücken, so können wir für ip den

k >&

kleinsten Bogen wählen , dessen Cosinus = — , dessen Sinus = — ist,

also einen zwischen + — befindlichen Bogen. Der allgemeinste Werth

entspringt alsdann , wenn wir zu diesem Bogen ein ganz beliebiges Viel-

faches von 2 TT addiren, d. h. k -{ ^ i =- q e^'f'^^'''^' und folglich

setzen. Hieraus aber erkennt man auf den ersten Blick, dass für ein

irrationales a der Ausdruck {k-{-&i)~'^ sogar unendhch viele Werthe

und nur für ein rationales a eine beschränkte Anzahl derselben dar-

bietet.
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^J f sin ^ .V

I

gleicliwulil kann dies nur durch eine von Unbestimmtheiten

vöUig unberührte Untersuchung ausser allen Zweifel gestellt

werden. Zu einer solchen aber eignet sich vorzüglich der

von Poisson zuerst betretene Weg, dessen Natur durch das

Bestreben charakterisirt wird, aus den vorhergehenden Inte-

gralen zwei Differentialgleichungen zu erzielen, deren nach-

herige Integration unmittelbar zu den verlangten Resultaten

führt.^)

Bevor wir aber zur nähern Erläuterung dieses in der

Dirichlet'schen Behandlung äusserst eleganten Verfahrens

selbst übergehen, wollen wir in Kürze noch der Thatsache

gedenken, dass jedes der Integrale 1. und 2. aus dem andern

durch Integration nach 0" zwischen den Grenzen und d-

und folglich auch durch Differentiation nach -0' sich ableiten

lässt. Nehmen wir beispielsweise das Integral 1. oder lieber

dieses / e-^"^ x" cos ^ x dx = i"~r cos {a-\- ^
^ ^^ ergiebt

sich durch Ausführung der angezeigten Operation zunächst:

r(«+l) rS5ifr!±i)||^ ^Ja^Je-"':^ cos»xdx

CO •,9- oo

= f e-^^^ X" dx f cos d-x dd' = f e-''-^ x"-^ sin ^x dx.
iT 0-^

(T

Andererseits ist wegen

cos (^+1) 1^ = cos (i xi) cos ^ — sin « ^ sin ^
k • %"

== COS a ib .^
— sin a i^ .,

und

, . , , kd%
d s\n a jb = a COS a xb ., ,

-- :

) Journal de Tdcole polytechnique , cah. 16, pag. 215.
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kcOBatj} dd-

5. k^-\-&^

sinö'i/;^.r/'9' F(ö+1) sin a i/>

2

I n/ , iN / sin«t/j rt! 2-9' (^-d- T^, I i\ / sin « 1/; -^^ r/

^

+ ^(''+ ^) / -T^ • 2 1+2 - ^(^+1) / '^a^
% (F+^2) 2 V (^^+^2) 2

r(ö) sin fl i/;
^

(^2_j_^2)2

daher die Gleichung

r{a) sin rt tl)

I e-^"" x*"-^~^ sin d-x dx

(A:24-^2)2

§. 63.

strenge Beg:rüiiduiig der Euler'scheii Formeln.

Indem wir nunmehr in der angedeuteten Weise zur tie-

fern Begründung der Euler'schen Formeln schreiten, setzen

wir vorerst der Kürze halber

u = r^"'"^ x^~'^ cos d^x dx, V = f e~^^ x^~^ sin d'x dx und

00

iT

Dadurch gewinnen wir die bequemere Form s = u — vi der

Gleichung

^r) 00 00

J'(r-(k-^9 O.r ^a- 1
fjlj,

^^j'^-kx ^a-\ (jos^xdx— ifc-''''X"-^ slll^X dx,

welche durch Differentiation nach d- ohne Mühe zu der Be-

ziehung führt

d.s du . d

d^ d^ "^ dd-l
= / l*c-if^+»'> x'' dx.
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Andererseits aber folgt ebenso leicht durch partielle Integra-

tion des Integrales s:

i\-[k^9i)x ^a-i (^^ _ ^*±ii /\>-(/.4-'^')- X" rix,

u

wenn vorläufig.die positive Constante A>0 vorausgesetzt wird.

Werden beide Gleichungen mit einander verglichen, so

zeigt sich, dass

du . dv (ti r .1

\^i*) Und hieraus entspringt durch Trennung des Reellen

und Imaginären

du ^. dv

M^+ y'^ W-\-^^

und
dv du

u — V

o d%' dd" ak

Die Derivirten der hier vorkommenden Functionen von u

und Vy d. i. von ^ , sind also endlich, ja selbst stetig-, diese

Functionen müssen daher zu den continuirlichen Functionen

von %• gehören; ausserdem bezeichnet auch 5, weil die Inte-

grale -TK und -j-^ dem Obigen zufolge endliche Grössen vor-

stellen, eine stetige Function von %•.

Multiplicirt man jetzt die Gleichung 1. durch die Zahl 2

und schreibt die Nenner der zweiten in den Formen

so zeigt sich sofort, dass

. d\g{u'^+ v'^) _ ^ lg (A:^4-^2)

d%' dd-

und

d arc tang — d arc tang _
u k

dd-
"" ^

d»

ist. Und daher gelten die neuen Gleichungen

*) Die dircctc Integration dieser Differeutialgleichimg ißt §. 107 ge

geben.
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X lg (tt'' + v'^) =- a\g (/ '-' + r-) + lg coiist.

und

4. arc taug =^ a arc tang -. -\- const.

Nun bedeuten Uy v, a, k, d- säninitlich reelle Chösseii^ folglich

gewinnt man aus der Beziehung 3. die andere

,/2
_f_

y2 _ ^^-2 _|_ ^2) - . ^^
in der c offenbar die Bedeutung einer positiven Constanten

besitzt. Um sie zu bestimmen, setze man in der voran-

gehenden Gleichung ^ = und bedenke, dass durch diese

Annahme ii = —— wird und v sich auf Null reducirt. Als-

dann findet man augenblicklich, dass c = [r(a)Y und demnach

u^ -f t;2 = [r(a)f (F + ^2)-«

ist. Hieraus aber erkennt man sofort, dass wegen der be-

stimmten Grösse r{a) für endliche Werthe von d^ die Func-

tionen u und V nie gleichzeitig zu Null werden können.

Um jetzt die Constante der Gleichung 4. zu bestimmen,

wollen wir den Bogen rechts zwischen — ^ und + ^ wäh-

len und von arc tang - voraussetzen, dass für v = auch

arc tang — zu Null wird. Alsdann ist offenbar const. = 0,

weil für O* = Gleichung 4. nunmehr in = + const.

übergeht. Da nun k positiv ist und d- endlich bleibt, so

kann in arc tang r die Tangente auch niemals durch das

Unendliche gehen, und demnach ist, wenn wir der Kürze

wegen arc tang t = t schreiben, dieser Bogen immer zwi-

schen + ^ befindlich, also

— = tang a ^.

Oben aber fanden wir

u"^ + t;2 = [r{a)Y (/:2 4- ^•.>)-«

,

mithin wird jetzt

u = ± r{a) (A'f+ ^') ' cos rt i/;
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und

V = ± r(n) (/.'•-' + ^'0 ' sin a ijj.

Um über die Vorzeichen der Functionen u und r Keiint-

niss YAi erhalten, bedenken wir, dass eine stetige Function

nur ihr Vorzeichen ändern kann, sofern sie durch Null geht.

Mithin müssten bei Annahme eines solchen Falles beide Func-

tionen u und V gleichzeitig den Werth Null annehmen, was

— wie wir wisseji — unmöglich ist. Ein Wechsel im Vor-

zeichen der Functionen u und v kann demnach nicht ein-

treten. Erwägt man nun aber, dass für d' = auch tp =
wird und dass die Grössen k und F(«) beide positiv sind;

so folgt augenblicklich, dass hier das Zeichen plus gilt. Und
somit finden in der That die Beziehun<yen Statt:

CO

«•^ ^ 1 a. ^ ^(«) COS a tbf^kx ^a-\ COS %X dx = —^^
a

und

/
00

sin ^x dx =

§. 64.

r{a) sin a t^

a

Für ein ganzes a genügt zur Herleitung der Eulcr'schen Formeln
die partielle Integration.

Nicht ohne Interesse dürfte die Bemerkung sein , dass

unter Voraussetzung einer ganzen Zahl a die Entwicklung

der Integrale u und v nur die theilweise Integration erfordert.

Dabei erscheinen freilich nicht unmittelbar die obigen elegan-

ten Ausdrücke, doch kann man dieselben leicht erzielen, wenn

man in den Endformen —=-:r-T= = cos ib. = sin ib

schreibt und sich der bekannten Beziehungen erinnert:

cos a t

=

cos ip"— ( '

I

cos ip"-^ sin 4)--\- r\ cos ip"-^ sin ^'— etc. ..

,

ühiaip= l^\ cos i/^""^ sin i/'— ( )
cos ^''"^ sin ^^ -|- . .

.
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Dem Principe nach bedürfen daher die hier angedeuteten

Rechnungen auch keiner Erläuterung, gleichwohl wollen wir

einige Augenblicke bei ihnen verweilen, weil sie, in gewöhn-

licher Weise vollzogen, höchst langweilig sind, durch Uni-

kehrung des Weges aber sich ziemlich vereinfachen lassen.

Unterwerfen wir beispielsweise das Integral

u = f c—^

einer zweimaligen partiellen Integration, so linden wir nach

einigen leichten Reductionen

I ^^ x""-^ cos d'x dx = . 2 4~q.2 /
^'^"^ ^''~^ ^^^ ^"^ ^^^

^2_t_^
/ ß-kx ^a-3 COS d'x dx,

eine Gleichung, der wir behufs der gleich folgenden Betrach-

tung die leicht verständliche symbolische Form geben

1. Un = ^^ [2 kQ Un-1 - 2 Q W„_2].

Setzt man nun nach und nach a == a — 1 , a — 2 , ... 3,

d. h. n == a — 2, a — 3, . . . 3, so ergiebt sich mit Beachtung

der Beziehungen

I e-^-^ cos %^X.xdx== 7T2XÄl\2 ^^^1^ /
^~'^^ CÖS d'x dx = üfJ^QTi

schliesslich der Wertli des Integrales ti. Wegen der müh-

samen Berechnung dürfte es sich jedoch empfehlen, von un-
flO

/* k
ten nach oben, d. i. von Uq = j e-'''^ cos dx dx = j^^^-^^

u

e-^^cosdx.xdxzuu.^= j g-^^-^o^^cos dxdx=1.2 t »̂ , ^2x3

u u

u. s. w. fortzuschreiten, indem man stets die obige Recursions-

formel 1. im Auge behält. Auf diese Weise folgt nämlich

leicht
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Nimmt man jetzt an, dass für die ganze Zahl n ?/,,_i durcli

folgende Formel dargestellt wird:

in der das allgemeine Glied

lieisst, so wird

Nun gelten aber in Bezug auf Binomialcoefficienten folgende

Formeln

:

G,') -(;)+(,:,)
und

Mithin ist *

c;)=(;)-G;.,)+(.a.) -(*-.)++(:)'

V2/>- V
~ ~

\2p-2j
"^ \^p^^)"'\o)'

d. ir.

\ 2p j
"*'

W-2J ' W/ V2;>- 1j
*

Folglich wird
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(->' [^(;)-(V) +(;:'=)] ='-"'(t>
und daher hat man

Die Formel i,nlf mitliin allgemein. Diilier die Gleichung

Ü

die man nun leicht in die frühere Form ~^'^^~^^ ^^ ^ umsetzen
a

kann, wenn man den oben angedeuteten Gedankengang

innehält.

In ganz ähnlicher Weise würde man offenbar

f c-'-""' x*"-^ sin &x dx

behandeln können, einfacher jedoch wird man den zu suchen-

den Ausdruck durch Differentiation der vorstehenden Gleichunsf

nach tt" erzielen. Man erhält nämlich auf diesem Wesre

zuvörderst

Nun ist allgemein
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indem

<-'>'K;)+(;;')-(:r.)]

*<-'^[(;X;;'.)+C;;)+(;:')-(;-.)]

gleichbedeutend ist. Wird sonach wieder a — 1 statt a ge-

schrieben, so gilt schliesslich die Beziehung

00

^~kx ^a-l
^Ijj <^^^ ^x

Ö
/

Die Euler'schen Formeln unter der Voraussetzung k = 0.

§. 65.

Bedingungen, unter denen die Integrale u, v bestimmte Grössen

bezeichnen.

Die vorhergehende Untersuchung setzte als nothwendige

Bedingung die Beschränkung voraus, dass k nicht = wurde.

Indess behalten die obigen Integrale noch Gültigkeit, wenn

auch k den Werth Null annimmt, nur darf für das Cosinus-

integral d^ mit /" nicht gleichzeitig Null sein. Augenschein-

lich gehen nun durch die Substitution /• = die vorhin be-

handelten Integrale in die folgenden über:

/cos d^x . x/'~^ dx und /sin ^x . x"-^ dx,

in Betreff deren also vorerst die Frage zu beantworten ist,

ob und unter welchen Bedingungen sie einen Sinn besitzen.

Wie man sieht, bedürfen nur die Fälle « < 1 einer Erörterung,

indem für a = \ die beiden Integrale bekanntlich ohne jed-

wede Bedeutung sind. Zur Untersuchung jener andern Fälle

aber empfiehlt sich der schon früher bei dem Integrale

/cos (.r^) dx befolgte Gedankengang, die Integrale in ihnen
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äquivalente iiiieiullich<' Reihen umzusetzen, deren Convergenz

oder Divero'enz man leicht zu beurtheilen im Stande ist.

Von der Zweckmässigkeit dieses Weges überzeugt man sich

— ganz abgesehen von dem frühem speciellen Falle — so-

gleich, wenn man erwägt, dass innerhalb des Intervalles von

bis cx) die goniometrischen Functionen sin und cos unend-

lich oft das Zeichen wechseln, also durch Zerlegung unserer

integrale in Theilintegrale mit solchen Grenzen, zwischen

denen der Sinus oder Cosinus das Zeichen nicht ändert, jedes-

mal eine unendliche Reihe gewonnen werden kann, deren

Glieder abwechselnd positiv und negativ sind.

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, betrachten
00

wir zuvörderst das Integral f sin d-x . x"~^ dx. Zerfällen wir

dasselbe in der angedeuteten Weise, d. h. schieben wir zwi-

schen und oo Vielfache von ^^ ein , so kommt ersichtlich

unsere Frage auf die Betrachtung eines Integrales von der

Form

J sh\%'x . x''~^ dx
S 71

zurück. Heisst hier der zwischen dem Maximum und Mini-

mum von x''~^ innerhalb des Intervalles ^,
~^

liegende

Factor von bekannter Bedeutung #/, so ist

i\m^x.x"''dx=M i\m^x.dx= M\'~''''^^'^^

S7tsn S7t sn

Nun bezeichnet '^ den Minimalwerth von x, der Factor M
-st

wird daher grösser, oder kleiner, als (^) sein, je nacli-

dem a— 1 > 0, oder < 0. Setzt man folglich anstatt 3/

\^l > ^^ Viegi das Integral numerisch über, oder unter
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der Grösse „
(^ ) ? ^^^ demnacli wird für a— 1 > das

Integral sinnlos*), für a — \ < dagegen hat es eine Be-

deutung. In diesem letztern Falle liegt das folgende Integral

2 r 3rT'~"^
unter -^ (s-\-\)~^ , wie man sofort erkennt, wenn man

das erstere Integral zwischen -*'t ''i! und
c. nimmt.

Für a — 1 = endlich würde man eine oscillirende Reihe

erhalten, indem je zwei auf einander folgende Integrale nur

dem Zeichen nach verschieden sind.

Aus dem Obigen ergiebt sich also unzweifelhaft, dass
OD

das Integral f x'*-^ sin d'x dx nicht ohne Bedeutung ist, wenn

a — 1 eine negative Zahl bezeichnet.

Um das Integral J x"~'^ cos ^-x dx in ähnlicher Weise

zu behandeln, müsste man offenbar in das Intervall von

bis oo ungerade Vielfache von ^ einschalten, also schrei-

hpii O -5- i^ ^ (2^4-1) gr (2H-3)^ .,
"*^^^ ^? 2 -9- ^ 2 -Ö- ^ 2 -ö-

'

2 -Ö- ^ 2 ^ '

dann kann in einem Intervalle ^ '^
» ^~lJ - cos %• x

niemals das Zeichen ändern, und man erhält jetzt

(2^+3) TT (2^+ 3) 7?

2» 2&

X^a-1 QQg %^X dx = M
I

COS '

fl)7t (2S+ 1)7(

29 2»

Ist nun a— 1 negativ, so nehmen auch hier die einzelnen

Theilintegrale beständig ab, und folglich muss, da sie ab-

wechselnd positiv und negativ sind, die entstehende Reihe
zu den convergirenden gehören.

§. (ic.

Verallgemeinerung der vorhergehenden Untersuchungen.

üie vorhin gepflogenen Betrachtungen wollen wir in

der Art verallgemeinern, dass wir statt der Potenz x^~^ in

Für ein über jede Grenze wachsendes s natürlich.

n;, hi'stiiiunt.: Integrale.
1
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f sin d X . x""'^ dx eine Function f{x) substituiren , die stets

positiv bleiben soll, übrigens aber entweder zu den wachsen-

den, oder abnehmenden Functionen gehören kann. Das jetzt

in Frage kommende Integral

(S+l)Tt

J
sn
~9

9
*

fix) sin ^x dx

liegt folglich, abgesehen von dem Factor — (— 1)% zwischen

^ ( > )
^^^ ^ "^

. Ist nun die Function eine wachsende, so

werden die Theilintegrale nicht der Null sich nähern, und sonach
00

besitzt das Integral ff(x) sin ^x dx keinen Sinn. Nimmt aber
ü

f(x) mit wachsendem x ab , so bezeichnet / ^'^
"'"

den

kleinern Werth für das Intervall von ~ bis --^^— : und

setzen wir voraus , dass die Function mit wachsendem s nume-

risch immer kleiner wird — wie dies bei einer negativen

Potenz eintritt — , so nähert sich mit immer grösser werden-

dem s jedes Theilintegral der Null. Da nun die einzelnen

Theilintegrale abwechselnde Vorzeichen besitzen, so ist die

entstehende Reihe eine convergirende, d. h. das Integral
CO

J f{x) sin %x dx besitzt einen Sinn.

Wie man sofort erkennt, lässt sich eine ähnliche Be-

trachtung bei dem Integrale j f(x) cos ^x dx anstellen, nur

sind hier natürlich wieder ungerade Vielfache von ^ zwischen

und cx) einzuschalten.
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§. 67.

Stetigkeit der Integrale u und u. Allgemeiner Satz.

Durch die vorhergehenden Betrachtungen ist ausser allen

GO

ihre Bedeutung nicht verlieren, nur dies geht aus der Unter-

suchung nicht hervor, ob die Integrale für k = den Aus-

7~T (COS aib

(^){sin al
drücken ^^" "^

gleich sind. Denn für das Statthaben

dieser Gleichungen ist offenbar die nothwendige Bedingung

die, dass für unendlich kleine Werthe von k und folglich ge-

radezu für Ä- = die Integrale stetige Functionen des Para-

meters k bleiben. Denkbar ist ja immer, dass ein Integral,

obgleich die zu integrireude Function mit einem darin ent-

haltenen Parameter stetig sich ändert, doch für unendlich

kleine Werthe des Parameters, oder wenn man diesen geradezu

mit Null identificirt, eine endliche Differenz darbietet. In der

That haben wir ja auch ein solches Beispiel schon vorgeführt*),

und später werden wir noch andere Fälle dieser Art kennen

lernen. Niemals kann dies jedoch eintreten, wenn — wie

hier — die fragliche Constante einer Exponentialfunction an-

gehört. Um die Richtigkeit dieser Behauptung nachzuweisen,

betrachten wir das Integral

j e-^"" fix) dxj

in welchem k positiv ist und das nicht nur für /: > 0, son-

dern auch für k = einen wirklichen Werth, nämlich
CO

a = Jfix) dx

darbieten soll. Integriren wir nun zunächst fipc) zwischen den

Grenzen und x^ d. h. bilden wir die Gleichung

Jfix) dx = ^>ix),

so wird 9 (ex») = a. Mit Benutzung dieser Werthe aber folgt

"") Vergl. S. 82.

12*
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00

aus f e-^"^' f{x) dx durch theilweise Integration

( e-^'' f(x) dx = k J e-^"" (p{x) dx.
I)

Diese Gleichung besteht nach unserer Annahme für jedes end-

h'che, wenn auch noch so kleine positive k. Sie wird aber

auch für k = noch Geltung besitzen , wenn sich zeigen lässt,

CO

dass die Grenze von kJ e-^"^ ^ipc) dx für ein ins Unendliche

QO

abnehmendes k durch das Integral ff{x) dx dargestellt wird.

Würden wir, um hierüber nun Aufschluss zu erhalten,

unsern bekannten Mittelwerthsatz in Anwendung bringen, so

wüi'den wir zu keinem Resultate gelangen. Denn von (p{x)

wissen wir nur, dass 9(00) = a ist, die Function (p{x) selbst

kann abwechselnd positiv, oder negativ sein zwischen und 00.

Mithin erhielten wir

q q

kj e-''"" q){x) dx = MkJ e-^^'^dx = M\e-v'' — e--?-^],

V V

also wegen der gänzlichen Unbekanntschaft mit der fernem

Natur von <p(a:) etwas völlig Unbestimmtes, wenn auch nichts

Falsches.

Daher müssen wir zur Entscheidung unserer Frage einen

andern Weg einschlagen, und hierzu wählen wir den folgen-

den. Wir zerlegen nämlich unser Integral in eines von

bis A, wo A natürlich zu den positiven Grössen gehört, und

in ein anderes von A bis <x>, wir bilden also die Gleichung

00 A ao

j e-^""
f{pc) dx = k fe-^'"^ <p{x) dx + k j e-''"" (p{x) dx.

i

Liegt nun A' zwischen und A, so wird immer

kj e-^^ (p{x) dx = cp{^')kj e-'^'' dx == (1 — e-'^^) (p{l')

gesetzt werden können, und ebenso wird man die Gleichung

bilden dürfen

k fe-^^ (p(x) dx = — (p{X")fd{(r-'^^-) = c'^^ (p{X").

Sonach gewinnen wir die vorläufig für jedes ä- > geltende

Beziehung
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fc ''
f{.r) (Ix = (1 — e-'^^) q){l') + e-^^ 9)(A").

'o

Bedenkt raaii aber, dass l gajiz nach Willkür in Bezug

auf k gewählt werden kann, also z. B. Jen Werth — an-
y K

nehmen darf, so lässt sich die Voraussetzung machen, dass

mit abnehmendem k die Grösse A zwar wachse, das Product

A A aber ins Unendliche abnehme. Unter dieser erlaubten An-
nahme wird folglich , da mit immer grösser werdendem A notli-

wendig auch die zwischen A und oo liegende Zahl A" ins Un-
begrenzte wachsen muss und sonach 9)(A") dem a sich nähert,

der erste Theil der vorstehenden Gleichung die Null, der

zweite hingegen die Grösse a zur Grenze haben. Das heisst,

wenn das Zeichen lim auf das Abnehmen des positiven k sich

bezieht, so ist in der That

oo CO

lim J e-^'"" /'(x) dx = J f(x) dx = «,

und somit muss das Integral J e^''"^ f(x) dx eine stetige Function

des positiven Parameters k ausdrücken.

Hätten wir A constant gelassen , so würden wir zu keinem

Schlüsse gekommen sein. Und Unbestinmites würden wir er-

zielt haben, wenn mit wachsendem A das Product kl gleich-

falls immer grössere Werthe angenommen hätte, oder constant,

z. B. A A = j- geblieben wäre; denn weil wir durchaus nicht

behaupten können , dass mit wachsendem A nothwendig auch

A' zu deu ins Unendliche zunehmenden Grössen gehören muss,

so können wir auch nicht schliessen, dass cp (A') mit lim (p{l'')=a

zusammenfällt.

§. 68.

,
.('OS ^j;

Die Integrale \ ^"
\ o. -

^^^^*
I ^^ ,

|('os ircc

J (sin ^x

Nachdem wir uns nunmehr überzeugt haben , dass unsere

früheren Formeln
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>

i-^ /, 1 CL j r(a)c08aib

(jfc2 -1- ^2j 2

)

^^- a;«-i sin ^o; ^o: = Z>1^^,

(A:2 + ^2)^

auch noch für k = Gültigkeit besitzen, erhalten wir die

neuen, schon von Euler gekannten Integrale

7-./ \
^

_,, N .
jr(«) cos a—r

^1 a. ^ r{a)C08aib ^
'

2
x^-^ cos ^x dx = -^^ =

und

c

/
. «TT

_,, , . r(a] sin —

(#2)2
^-

Denn da i^ = arc tg -r ist, so wird für ^ =0 ^ = + ^, je

nachdem -0- J ist.

In Betreff des Sinusintegrales möge die Bemerkung eine

Stelle hier finden, dass es für sehr kleine Werthe von d- vom
ausserordentlich grossen Werthe eines Zeichens zum sehr

grossen Werthe vom andern Zeichen überspringt, je nachdem
man d' das Zeichen plus oder minus beilegt.

a

Was endhch die Bezeichnung (+ ^y für (-O-^) ^ anlangt,

*) Andere Formen sind:

/COS &x , (+ #)'*-l
71

1 ^ ^ n 1——- dx = -=Y^-, , 1 > w > und
^ ^ -* 2 cos -—

2

A *? a^ = (±^)r! ^_, 2 > « > 0;

u 2

man erhält dieselben, wenn man a — 1 = — n setzt und sich der Formel

r(«) r(i — ö) = -.---, < « < 1

erinnert.
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so ist wohl als selbstverständlich anzusehen, dass der absolute

Werth der Potenz von 0- in Betracht zu ziehen ist, da für

ein negatives d' und ein a von der Form ^ "*

die sämmt-

lichen Elemente jedes der Integrale doch reell bleiben, also

das Integral selbst eine reelle Grösse repräsentiren muss.

Gleichwohl kann man nicht unmittelbar d^ schreiben, weil

dies 0" als positive Grösse voraussetzen würde. Zima Ueberfluss

kann man auch von folgender Betrachtung Gebrauch machen.

Da nämlich der Ausdruck (/r^ + 'O'^)^ den Modul der com-

plexen Grösse k -\- d-i = q (cos ^ + ^ sin ip) vorstellt, dieser

aber stets absolut zu nehmen ist, so ergiebt sich sofort, dass

für A- = die «^^' Potenz des Moduls d- als numerische Grösse

auftritt.

§. 69.

Folgerungen.

Setzt man in den obigen Formeln a = ~ , so gewinnt

man mit Beachtung der Gleichheit j[
( — j = ]/;r die Glei-

chungen

/"* ^ Vit cos ^ 1/ -
-, / cos -O-a: , - 4 f 2

2.

n "
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/ cos {x'^) dx = —y ^^ = I
sin (x-) dx^

welche also einen Si^eciellen Fall der folgenden darstellt:

/ cos (^0:2) dx = y y^ = j sin iß-x"^) dx, %->(),

und aus der wir^ wie sogleich gezeigt werden soll, die Formel

erhalten.

Multipliciren wir nämlich die Gleichung / -y^-' dx= 7/ ^

mit / und addiren das so gewonnene Resultat zu der ersten
flO »

ü

J% «" = /l [1 + ']•

Schreiben wir aber hierin x ^= Xy'^^ und beachten wir, dass

wegen des positiven x die Constante A nothwendig positiv sein

muss; so entspringt sogleich für ?/ > die andere Form

2Je^'f-dy = /^. [1 + i\,

aus welcher unmittelbar wieder
OO

fliesst*).

*) Gewöhnlich schreibt man diese Formel in der nachstehenden

Gestalt:

/ e^y-^ dy = ^^ e^',

weil (I 4-0 j/l-^^^ .



— 185 —

Mittelst dieser Gleichung aber werden wir eine sehr wich-

tige, von Euler gegebene Formel erzielen, sofern wir y mit

X -{- yL vertauschen, wo \x, eine positive oder negative Con-

stante bezeichnet. Vollziehen wir nämlich die angedeutete

Substitution, so folgt augenblicklich

— X

Und hieraus entsteht wieder, da unserer Voraussetzung zufolge

A^ eine beliebige positive oder negative Constaute vorstellen

kann, also X^ = v gesetzt werden darf,

QO

Diese Gleichung aber liefert unmittelbar die beiden Formeln

/ COS [Ix'^ -\- 2vx] dx ^= y wj h^^^ r + ^^^ T
00

und

I
sin [Xx"^ + 2vx] dx =1/^1 cos - — sin ^

,

— CO

Beziehungen, welche sich indess vereinfachen lassen, wenn
man den Cosinus und Sinus der Summe Xx"^ + 2vx in be-

kannter Weise auflöst und bedenkt, dass die Ausdrücke

sin {kx') sin 2vx, cos (Xx^) sin 2vx zu den ungeraden Func-

tionen von X gehören und um dieser Eigenschaft willen die
00 00

Integrale 1 sin (Xx"^) sin 2vx dx und / cos (Ao;^) sin 2i/a;</a;

00 30

mit Null gleichbedeutend sind. Mithin hat man jetzt

I
COS (Xx"^) cos 2vx dx = ]/ oj ^^^ ^2 + ^^^^ V

— 00

und

I
sin (Xx"^) cos 2vx dx = j/ ^j h^^^ T — ^^^ T I
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Und weil uun links nur gerade Functionen zu integriren sind,

so folgt weiter

CO

I
COS (Ao:^) cos 2vx dx = —1/ ^\ cos y + sin y ,

00

/ sin (Aa;2) cos 2vx dx = —T/kj cos — — sin y •

u

Da für das Intervall von bis oo die Function sin 2vx ein

Nullwerden des Integrales /sin {Ix'^) sin 2vx dx z. B. nicht her-

vorrufen kann, so könnte man statt cos 2 i/o: jetzt %\n2vx setzen
00

und nun das Integral /sin {Ix'^) sin 2i/x dx auf einfachere

Functionen zurückzuführen suchen; allein ein derartiges Be-

ginnen würde völlig unausführbar bleiben müssen, weil ein

solches Integral eine neue Transscendente vorstellt. In dem
Integrale

00 1'-
.

— X)

sind folglich, wenn man will, Transscendenten sui generis

enthalten, die sich aber annulliren.

§. 70.

Die Euler'schen Formeln fiir a < 0.

Da für ein negatives a das Integral r{a) seine Bedeu-

tung verliert, so setzen die Gleichungen 1. und 2. §. 62. die

Constante a nothwendig grösser, als voraus. Sehen wir

T^ (COS aip

jedoch von den Ausdrücken ^^^J^^ ab, und erinnern

wir uns, dass für die obere Grenze die Integrale

CO oo

/cos ^x . x/'—'^ dx und / sin ^x . x''~^ dx

nicht sinnlos werden, sofern überhaupt a — 1 < ist, so

lässt sich offenbar behaupten, dass um so mehr die allgemeinen
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00

Integrale / e-^"^ x"~^ \ . c^ dx für die obere Grenze ihre

Bedeutung nicht verlieren, wenn auch a negative Werthe an-

nehmen sollte. Zweifelhaft bleibt dies jedoch für die untere

Grenze 0. Gewissheit darüber werden wir indess erlangen,

wenn wir nachsehen, ob für die unendlich klein werdenden

positiven Grössen d und £ die Integrale

j ^Ux (>Qg ^^ ^rt-i ^^ ^^(j J e~'^^ sin ^x . x"~'^ dx
e s

unter jeden angebbaren Werth sinken. Da nun das erstere

d

der Integrale bekanntlich = 6~^^ cos ^l f x"^—^ dx gesetzt
6

werden kann, und da wegen des endlichen Werthes von d'

numerisch d' > —^ , d" > ^ -^ also absolut

r^A^ !H^ X- dx < ^ j x'^ dx
« •

ist; so zeigt sich sofort, dass nur für das letztere Integral

die Constante a negative Werthe annehmen kann, aber nur

solche, die grösser als — 1 sind. Denn lim e—''^ cos d'^ = 1,

d

limf x"-^ dx = oo — ooj a <.0 und

d

lim x^ dx = lim r-f— = 0,

wenn das negative « > — 1. Für a = — 1 und bei dem
Cosinusintegrale für a = hätte man

a

= lg

d. h. eine völlig unbestimmte Form.

Um nun für ein negatives « > — 1 die Werthe der In-

tegrale

Op CO

J e-^"" a:«-i sin ^x dx und f x"-^ sin d-x dx

ohne Mühe zu erzielen, ersetzen wir zuvörderst in dem ersten
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a (lurcli a — 1, wo jetzt 1 > f/ > ist^ und berücksichtigen

die unmittelbar einleuchtende Formel

/
/.^. • Q. « 9 j r(a sin (a — 1) lö ^ ^

ti— 1 a— \.' -^
ff—

1

__

r (a) sin (1— a)tft

r=:^~~ ^^, « < 1*).

(A:2_|_^2) ü

Daraus folgt alsdann für A=

/* ^ o • Q_ , Ffa) sin (1 — «li/;

/ x""-^ Sin #.r ^.c = --^^ ^

H^,

eine Gleichung , die auch noch für a =\ Geltung besitzt

:

denn man hat

00

/ sin ^tx j
I

n

J -.— ""^ = ± 2 '

je nachdem 0* J 0**).

*) Man beachte, dass

00

/y>—Avr ^'1—

1

^ , ria -4- 1) sin «t/>
sm &x dx = ~^~ ^ ——

—

I-

U (A;2 _^ ^2) 2

und setze hierauf a = n — 1, wo 1 >> ;i >> 0. - Für k = hat man
2 > n > -.

Wendet man übrigens, wie dies später geschehen wird, die Relation

a r{a)= r{a-\-l) als allgemeingültig an, was ja bei Zugrundelegung der

Euler'schen Gleichung für r{a] wirklich der Fall ist; so folgt wegen

00

r{a~l) = ^^^^ aus /e-^-^jj^-^ sin d'x dx
r(a—l) sin {n~-l)'H}

die oV)ige Formel unter allen Umständen sofort.

**) Ganz unabhängig von dem Obigen lässt das Integral

/* sin &x ,
I

TT

I
dx = -V-

X — 2

sich auf folgende Weise ermitteln.

Durch partielle Integration findet man leicht, dass für A: >>
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§. 71,

Das Caucliy'sclie Integral I -—'i^^*).

J ik + Q'if— CO

Unsere vorhergehenden Untersuchungen haben uns ge-

lehrt, dass in der wichtigen Gleichung /
^••^ .T«-i dx = ^^

die positive Constante eine complexe und selbst eine reine

imaginäre Grösse vorstellen kann , nur muss für den Fall eines

complexen Werthes von k der reelle Theil wesentlich positiv

sein. Durch diese Betrachtungen erhielten wir nämlich vor

allem die nähere Bestimmung der vieldeutigen Potenz

{k + ^i)-"'^ wir sahen, dass der völlig bestimmte Werth

-^ , wo ^ einen zwischen — - und -f"
- liegenden Bo-

gen ausdrückt; statt des unbestimmten Ausdruckes (/r -|- ^i)—'^

J e-^- cos d^x dx == ^2-^-^;

und hieraus folgt wieder durch Integration nach & zwischen den Grenzen

und -9-:

J
,-,.^ ax =J J'-^%.

= [arctang f]*=arctang f.-

U

Für Ä: = ist daher

j
* sin d-x

dx = ±l,»^0.

*) Man sehe: „Recherche d'une formule generale qui fournit la

valeur de la plupart des integrales definies connues et celle d'un grand

nombre d'autres;" par M. A. L. Cauchy in: Gergonne. Annales de mathe-

matiques pures et appliquees, tomeXVII., pag. 109. Der specielle Fall

c = 1 findet sich schon bei Poisson. Journal de l'ecole polytech. , cah.

19, p. 480—481 — und Laplace: Theorie analytique des probabilites,

page 134 (vergleiche Liouville in Crelle's Journal Bd. 13, S. 231).
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gewählt werden musste und erlangten auf diese Weise die

Gewissheit von dem Bestehen der so fruchtbaren Beziehung

Dieser Wahrheit werden wir indess der Bequemlichkeit halber

in den nachfolgenden Untersuchungen die ursprüngliche Form

j
^_(A-^/)^ ^a-l dx — ^^""^

{k + &iy

geben, dabei aber unter {k -\- O-/)—« stets den völlig be-

stimmten Werth verstehen.
a

Multipliciren wir nun genannte Gleichung durch e*"^', wo
c eine positive oder negative Constante bedeutet, und inte-

griren in Bezug auf ^ zwischen den Grenzen =— oo und + <^

;

so erhalten wir unter der Voraussetzung, dass der sich er-

gebende Ausdruck nicht sinnlos wird, die Beziehung

30 CO jr,

1. / e'^'d^ I e~(^+^')^ x"-^ dx = r(a) ( -^—-^^.

CO — oo

Und wenn wir links die Ordnung der Integration vertauschen,

so kommt
oc. « so

2. l e-^^x'^-^dx I e^'--^^^^ dd^ = r(a) ( -^'-^.

30 X)

Zur Bildung beider Gleichungen sind wir ohne Zweifel

berechtigt, wenn wir den Nachweis zu liefern vermögen, dass/cm 7 Q.

nicht ohne Bedeutung ist
[k-\-&i)"

für unendliche Grenzen und dass zweitens die durch Um-
kehrung der Integrationsordnung hervorgerufene Unbestimmt-

heit nur scheinbar ist*).

•) f
e(c-*)^« d^ = f d% [cos (c — x) -f i sin (c — x)\.
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Was zunächst die erste Frage betrifft, so ist für « > 1

leicht zu sehen, dass das Integral

J {k-\-^ir J
(A:?-f-^2)2

von — oc bis + oo integrirt werden darf. Denn ist a > 1,

so verhält sich für sehr grosse Werthe von ^ der Ausdruck

(;^2 _^ ^2)'^ ^ie ('^2)^ ^ (_{_ ^)«. mithin bleibt / a

eine bestimmte Grösse, weil die Integrale

j
/sin c^ '%--'' dd- und /cos c^ ^-^ d^ für ^ > 1

00 — 00

[ im Unendlichen nicht sinnlos sind*). Setzen wir daher vor-

läufig ö > 1 voraus, so dürfen wir ohne Zweifel Gleichung 1.

bilden, die wir auch als eine Combination der beiden folgen-

den Beziehungen auffassen können:

CO 3C 00

3. / e'^^dd^ I e-^^-^^)^ x"--" dx = r{a) ( -fÜl^i
J J J {k^r^iT'

CO

4. / e'^^d^ I e-('^+»^^^ x"-^ dx = r(a) 1 -^^^.
J J J (Är + ^tT— 00 — X)

Diese aber bezeichnen offenbar für ein der Null sich näherndes

positives £ die Grenzwerthe der Gleichungen

OD 30 CC

und

4". ( e^^^e^^d^ I e-(^+^'>x"-''dx= r{a) f '-^ Ĵ:^
^

30 CO

deren linke Seiten augenscheinlich durch Umkehrung der

*) Der Werth -9- == kommt, weil ^>0, hier natürlich nicht in

Betracht.
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liitegrationsordnung zu völlig bestimmten Wertlien führen.

Und daher stellt Gleichung 1. die Grenze der folgenden vor

00

b — sß

d. h.

QO 00

— 00

weil vermöge unserer frühern Betrachtungen oder auch kraft

der Gleichuntr

J
-s9+(c-a:)9i

e-^^+(c-a:)&i dd- = ——r-7 > . + const.

die Beziehungen gelten

00

— CO

Die weitere Untersuchung ist somit durch Einführung des

Hülfsfactors e-*^ auf die Ermittlung der Grenze des Integrales

rechts in der Gleichung 1". für ein ins Unendliche abnehmen-

des s zurückgeführt.

§. 72.

OD

Das Integral / dx e"^^ x""-^ —-ll für den Fall a>i.
J s-'-\-{c~- xf

Setzen wir in dem Integrale

Gl

/ .-ka: ^.-1 ^^ dx

die Constante c zunächst negativ voraus , so wird offenbar der

Zahlenwerth von c — x, weil c und — x dasselbe Zeichen

führen, niemals kleiner, als c sein können, selbst für x=^^
nicht. Mithin ist {c — x^- wenigstens = c^ und demnach der
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Bruch ö-T^—-^9 stets kleiner, als ^. Daraus folgt, dass

(las obige Integral immer kleiner, als ~^- • -^ ist, und folg-

lich wird für ein negatives c

lim / e-^"^ x"-^ .
,

,^ - r^ dx = 0.

Bezeichnet dagegen c eine positive Grösse, so muss x

nothwendig einmal c gleich werden; alsdann aber stellt der

Bruch o- r ^ -so weffen des sehr kleinen s einen sehr grossen
fc* 4~ (c ~ ^)

Werth vor, und dies findet selbst noch in der Nähe von c

Statt. Wir scheiden daher behufs der Discussion diese be-

sondere Stelle in dem Intervall von bis oo von dem übrig-

bleibenden Theile desselben aus, d. h. wir schieben zwischen

und oü zwei Werthe ein, von denan der eine unter, der

andere über c liegt und untersuchen für jedes der hierdurch

erzielten Theilintervalle unser obiges Integral. Mit andern

Worten, wir zerlegen unser Integral in die folgenden

2 dx,

c—ö

OD

y* 2e \^_kx ^a-\ _^ ^^
£2 _[_ (C — xf-

und sehen nach, was aus denselben wird, falls die positiven

Grössen £, (5 und ^, sämmtlich der Null sich nähern.

Da nun die Function -tt-, ^ innerhalb der vorkom-
6^

-f- (c — xY
menden Intervalle niemals das Zeichen wechselt und da die

/wischen und oo stets positiv bleibende Grösse e—^"^ x"~^

wegen « > 1 nie unendlich wird, unzweifelhaft aber einen

grössten Werth M erwirbt; so sind offenbar das erste und

dritte der vorstehenden Integrale beziehungsweise kleiner, als

c—d CO

2sdx

^j\4j^f und mJ + {c-xY'

und das mittlere Integral wird gleich sein dem Producte aus

Mkyki:
, bpstiminte Integralo. 13
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J , .
! ^—r^ in einen zwischen dem Maximum und Minimum

f 2 4- (c — xy
<•—

J

von ^~^'^ x"~^ innerhalb des Intervalles [c — d, c + ö^] be^

findlichen Factor B. Nun ist

j
= 2 arc tang + const.

,

f« + (.r - c)

und dieser arc tang wird , weil wir den Bogen zwischen

und + ^ zu wählen berechtigt sind, beziehlich für

a; = 0, X = c — ^, X = c -\- d^, X = <X)

die Werthe annehmen:

— arc tang - , — arc tg - , arc tang -
, ^

.

Da wir aber über ^die Grössen d und d^ ganz nach Will-

kür verfügen können ^ so dürfen wir ohne Zweifel die auf

mannigfache Weise zu verwirklichende Annahme machen, dass

ri ^
mit abnehmendem 6 die Quotienten — und — ins Unendliche

wachsen. Alsdann aber vereinigen sich augenscheinlich das

erste und dritte unserer Integrale zur Null, und das mittlere In-

tegral wird =27ie~^'^ ^~^; denn für lim d= lim d^= lim e=0
fallen zwischen c — d und c + ^i das Maximum und Mini-

mum von e-^'"^ oc"~^, sowie R mit e~^'^ c"~^ zusammen, und

2 arc tg - -\- arc tg - geht in 2:n: über.

Ist c endlich mit Null gleichbedeutend, so nimmt die

Function -^-r-

—

- in der Nähe der Null einen sehr grossen

Werth an. Mithin werden wir jetzt unser Integral in die

beiden zwischen und d und d und cx) zerfallen und nun ö

langsamer, als s abnehmen lassen, so dfiss schliesslich das

Iiitf'gral I e-^'"^ x"-^ .,
,^

., dx über das ffanze entscheidet.

Da hier /{ otVcnbar dou Wcrtli Null bekommt niid /
'^!^J^^

=7t

wird, so hat nuiii jetzt
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lim / <?-^^ x'^-i ^4^2 dx = 0;

dies aber stellt einen besondern Fall von 2;r er-'^^ c"~^ vor,

und folglich ist die Unterscheidung zwischen c ^ nunmehr

überflüssig.

Aus allem diesem ergiebt sich sonach für « > 1 das

Schlussresultat

:

J (k + ^i)
- = 0, wenn c <0,

und

r.^^L^ = 2^ e-'- ^-1 sofern c>0 ist.

— CO

Das Integral erleidet also bloss eine Formänderung, wenn
c vom Negativen durch Null zum Positiven sich bewegt; es

wird für c? > nur eine Function von c^ während es vorher

eine Constante, nämlich die Null ausdrückte.

§. 73.

Der Fall < « 5 1-

Bei den vorhergehenden Betrachtungen haben wir a > 1

angenommen. Wie aber gestalten sich die in Betracht kom-

menden Fälle, wenn das positive a gleich oder kleiner, als 1

CO

ist? Sollunter dieser Voraussetzung das Integral r(«) /

nicht bedeutungslos werden, so darf, wie ohne Mühe erhellt,

c den Wertli Null höchstens nur für a = 1 annehmen. Denn

=
vr.

—

X k4-d'i -|-const.= ---^ —
-,
+const.:

ist folglich rt < 1, so wird dieser Ausdruck für unendlich

werdende Intei^rationsffrenzen völlij; unbestimmt. Für a= \

hingegen verwandelt sich / in / rVi- uiid hieraus

folgt wegen
13
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/d& _ /
' k dd- _ . r ^ dd-

^

» CO

Da nun lg (k'^ + -9^'^) für die unendlichen Grenzen unbe-

stimmt ist, so hat man, falls dem Integrale jetzt noch eine

— oo

nur den reellen Theil desselben zu verstehen; dieser aber ist

der Zahl tc gleich.

Besitzt aber c einen von Null verschiedenen Werth, so

entspringt sogleich durch theilweise Integration

das giebt, weil « + 1 > l und demnach

/
0,c<0

ist,

CO

/ {k-\-&ir )l^,-^-c—1, e>0.

Lässt man hier c continuirlich vom Positiven zum Nega-

tiven übergehen-, so wird, wenn ß < 1 ist, das Integral in

der Nähe der Null ausserordentlich grosse Werthe annehmen,

alsdann unendlich werden und schliesslich für c < den

Werth Null besitzen, für « = 1 dagegen von jt zu Null

überspringen. In beiden Fällen findet also Unstetigkeit Statt.
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§. 74.

CO

Laplace'sche Integrale als speciclle Fälle von 1 —

dargestellt.

Wählen wir jetzt a = 1, so gewinnen wir dio Beziehungen

CO — CO

Hieraus aber folgt, weil das Integral einen reellen Aus-

druck darbietet, dass der imaginäre Theil der Null gleich

sein muss. Mithin entspringen die Gleichungen

o

k sin c d- — d- cos c & , ^ .x

Ä;^ + #2

— oo

und
oo

/* k cos c -ö- + "^ sin r '9' ,
<^

jO, c «< :j;x

Um in beiden Fällen c > schreiben zu können, stellen

wir uns das negative c in der Form — c vor, wo jetzt c eine

positive Grösse bezeichnet; alsdann gewinnen wir

j

00

* k C0& c 0" — d" sin e d- ,ci. a -^ a
^T+^i ^^=-0,0 0.

Und diese Formel giebt nun in Verbindung mit der andern

für c > geltenden Beziehung die beiden zuerst von Laplace

bestimmten Integrale

QO

/COS c '&• , fv ^
i-^kc

*) Für c = ü stellt dies Integral das arithmetische Mittel zwischen

und 2 TT vor, es ist also = rt. Vergl, §. 73. — Die erste Formel liefert

so 00

die evidenten Gleichungen / ^^^ dd- = / t^9^^ d% = 0; denn

die einzelnen Elemente sind immer paarweise einander gleich, aber mit

verschicdonem Vorzeichen l)ühal'ti>t.
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2. j"^'^* = --'.

aus denen wieder die einfacheren Gleichungen

* cos C -^ ,^ _ _^ f,.
/-CO

J ''+ -0-2 2 k

2- r^smc& ^^ _ ^ >—/(TC

fliessen.*) Augenscheinlich sind die beiden ersten (1. und l/'.)

continuirliche, die Integrale 2. und 2"^. dagegen unstetige Func-

tionen des Parameters c. Denn für ein der Null unendlich

nahe liegendes positives c weichen jene nur unendlich wenig

von ihren für c = erscheinenden Grenzwerthen ^, ^ ab,

während bei den Integralen 2. und 2". endliche DifiPerenzen

sich ergeben. Für ein der Null ins Unendliche sich nähern-

des positives c würden jetzt nämlich 7t und — die bezüglichen

Grenzen der Integrale vorstellen, für c = sind auch sie

= 0, und für ein unendlich kleines negatives o unterscheiden

sich die Integrale unendlich wenig von — ?r, ^. Denkt

man sich also c als Abscisse und den jedesmaligen Werth
der Integrale als die zugehörige rechtwinklige Ordinate, so

würden die den Integralen 1. und 1**. entsprechenden Curven

zu den stetigen gehören, die geometrischen Bilder der Inte-

grale 2. und 2«. aber von 7t, ^- zu — itt, — überspringen.

Die genannten Integrale bieten folglich ganz dieselben Eigeii-

tliümlichkeiten dar wie die trigonometrischen Reihen, und

dies hann nicht befremden, weil, wie wir später sehen wer-

den^ sie besondere Fälle der Fourier'schen Integrale aus-

drücken.

Die vorstehenden Betrachtungen setzen die Constanten

c und /{ wesentlich positiv voraus. Tritt aber eine Aenderung

*) Nouveau I^ulletin de la sociute pliiloiiiatiquc Nr. 18 et 49; siehe

Poisson: Journal de Fee. pol. call. 10, j). 2;}.}. La[)lace. Theorie anal,

des t)ro1>abilites.
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hierin ein, wäre z. ß. c negativ, so würde man aus den vor-

hergehenden Gleichungen sofort die jetzt geltenden erzielen

können, indem man das positive c durch — (— c) ersetzt

und in dem Schlussresultat für — c einfach c schreibt; man

würde also beispielsweise finden

In ganz ähnlicher Weise hätte man offenbar zu verfahren,

wenn das positive k negativ werden soll.

§. 75.

00 CD

/* cos ß -9-
, r ^ sin c -9-

Die Integrale
j ^^^."» "».l

j ^^^^ rf*.*)

Bevor wir andern Untersuchungen uns zuwenden, mögen

in Betreff der Laplace'schen Integrale noch einige nahe lie-

genden Bemerkungen nicht unterdrückt werden.

Differentiirt man nämlich die Gleichungen 1. und 1/'. zu-

nächst nach c, so bekommt man ersichtlich die Beziehungen

2., 2", Eine nochmalige Derivation aber würde jetzt zu sinn-

losen Resultaten führen.*) Die Anwendung des Leib-

nitz'schen Satzes erfordert also nicht bloss die

Continuität der zu differentiirenden Function, son-

dern sie verlangt auch, dass ein nicht bedeutungs-
loses Integral das Ergebniss der Differentiation

bildet.

Bezeichnet hingegen k den Parameter, nach welchem

derivirt wird, so darf nun ohne Zweifel eine beliebige Wieder-

holung der Operation eintreten. Beschränken wir uns für

den jetzt vorliegenden Fall auf die Integrale

*) Vcrgl. Liouvillo's Journal Bd. 5, 8 und Serret. Cours de cal. diff.

et int. t. II.; Sclüömilch. Beiträge zur Theorie der best. Integrale.

**) Die Integrale

CO oo

/'-a-^ cos ß-Ö- ,„ j /Vcosr«- ,1^

— 00

sind ohne Bedeutung, weil J cos cd' dd- im Unendlichen unbestimmt ist.
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/"cos c&dd' _ 7t ,^ , r%-_^cj- _ it ,.,

/ kr^:^r- — Yk^ ^^^^J k-' + ^' ^^ — 2 ^ >

so erhalten wir nach und nach die Kehitionen:

r cos cd-dd- _ 71 j^^ Vc_
, J_-|

u

(A:2 _|_ #2)3 "~"
1 . 2 .

2'* ^
|_Ä:2 ' Ä:'

"*"
A;''
J ^

/^cos c -O- r/ # _ 7t _/,^ f- -I-— 4- i^ -J-
^^1

/ (A;2 _|. #2)4 ~ 1 . 2 . 3 . 2' ^
[/t'

"1"
A:5

"*"
A:« ' Fj '

J (/fc24.#2)«""r(w) 2« [r "^ 2
Ä:"+i"r 2.4

Ä:"+2~^"J

und
OO 00

r#8inc^rf>9-_ 7t_
j^^

c /*5^sinr# j^ ,,, f- 4- -

1

f (Ä;24.#2)2 1.22 •
Ä: ^ J (/c2+#2j3 1.2.23 [A:2^ä;J'

r #sinc>»rf#^ TT e-^'' \c'-^
I

(n—l) (n—2) c^'-^ 1_

J (A;2_j_#2)« r(n) 2" U"-l
"*"

2 Ä:" "^ * j"

Das Gesetz, nach dem hier die Coefficienten der einzel-

nen Glieder in den eingeklammerten Ausdrücken rechts fort-

schreiten, ist ersichtlich folgendes. Der Coefficient des ersten

Gliedes heisst stets 1, der irgend eines andern, des :c**^", Glie-

des dagegen wird gefunden, indem zu dem Coefficienten a^:

des ihm entsprechenden Gliedes im vorigen Ausdrucke das

Product hinzuzufügen ist, dessen Factoren der Exponent y
von k und der Coefficient a^-i des diesem, letztern Gliede

vorhergehenden Bruches sind. Mit andern Worten heisst

dies, der zu bildende Coefficient c.r wird definirt durch die

Gleichung
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Selbstverständlich ist dabei für das letzte Glied rt^. = 0.

Demnach muss z. B. der zweite Coefficient im allgemei-

nen Integral mit 1 + 2 + 3 + -{-n-\+?i= !iMll,

der des dritten Gliedes hingegen mit

1 .2.3 , 2.3.4 ,
,

{n—1) n (n-f1) ^ {ii-{-'l){n-\-\)nl7i- l)
"'" 2"'2"T"'''*"' 2 2.4

irleichbedeutend sein. Die Zahl n drückt hierbei für das

Cosinusintegral die Anzahl der Differentiationen, für das

Sinusintegral aber die um 1 vermehrte Anzahl derselben aus.

Gestützt auf das vorhin entwickelte Gesetz lässt sich übrigens

mittelst vollständiger Induction sofort die Richtigkeit der

Gleichung

{7i-\-m) {n-\-m— 1) .'.
. {n— m-\-l)

f'tn
2 . 4 . 6 . . . 2w

nachweisen, wenn m = 0, Ij 2j . . . n und co = 1 genommen
wird. Denn nehmen wir an, dass bis zur n— l*"^*^^'* Differentia-

tion inclusive die Coefficienten der einzelnen Glieder dieser

Formel gemäss gebildet sind, dass also z. B.

in-\-m—2)(n-{-m~S)...{n—tn-\-l) in-l-]-m)(n-\-m—2)...{n—m)^
'"-'

2.4.6...(27«— 2)
' "' 2. 4. 6... 2m

SO ist

{n-\-m— l)(n-\-7}i—2){n-\-7n—3)...(w--m-f-.l) |^ (w-f-m— l)...(w— m)
^"*

2. 4. 6. ..(2m— 2)
' 2. 4. 6. ..2m

(n-{-m—l)..,(n— m-f-i) fi i
w—m") (n-{-m) (n-\-T}i—1) . . . (n

—

m-\-l)

^[i+"-i?]2.4.6. ..(2m— 2) [ ' 2m
J 2. 4. 6. ..2m

Ihrer Ableitung gemäss gelten die vorhergehenden For-

meln nur für ein ganzes absolutes 7i. Ohne grosse Mühe
können wir dieselben jedoch von einem Integrale abhängig

machen, in welchem 7i irgend eine positive Zahl bedeutet

und das für den Fall eines ganzen ?i unmittelbar in die vor-

steheuden Ausdrücke übergeht.

Multipliciren wir nämlich die Euler'sche Gleichung

r{n)J
^(/,^9i).r ^n-1 ^^

mit <?('^+'/)^' d-P ^ dd', wo c und tj beide grösser, als Null sein



— 202 —

sollen, imd iutegrireu wir dieselbe zwischen und oc, so er-

halten wir die Beziehung

u ^
' ^ ü ö

Zu ihrer Bildung sind wir offenbar berechtigt, wenn wir

die positive Constante /; als echten Bruch voraussetzen; denn

nun wird das rechts befindliche Integral / c(c-]-y-x)»i ^p-i ^^
(5

durch die bekannten Ausdrücke vorgestellt, und folglich bleibt

das Doppelintegral eine völlig bestimmte Grösse, die wir der

Kürze halber durch G -\- Hi bezeichnen wollen.

Multipliciren wir anderseits die Gleichung

—*— = w-^ f e-^''-»'^y if-^ dy

Ü

mit —
, und inteffriren wir auch hier von O" =

bis 0" = oo, so bekommen wir die Formel

das heisst

d^-

ü ^
' ^

Hieraus aber entspringt durch Trennung des Reellen

und Imaginären die specielle Gleichung

^ (F+^2)« \nn)]y ^ ^'

und da diese, wie aus dem Frühem leicht erhellt, selbst für

H -= noch Geltung besitzt, so hat man auch die folgende

GD sin c !& «

/ -— d% = ^-^ I e '--> 2/'-» // dy.

J (A2+^2)» [r{u)Y J



— 203 —

Wird dieselbe nach c derivirt, so entsteht

J (ä:2_|_<9.2)" [A^O?/ de -^ *^

Nun folgt aber aus Gleichung 1. für ^ =

'

je nachdem c -\- y — x ^ 0. Mit andern Worten heisst dies:

H='^\
f

6>-''-^ a:"-i ^o; — / e-^'"^ x"-^ d3c\
,

c+y

und sonach wird

Substituiren wir aber diesen Werth in den oben gefundenen

Ausdruck 2., so ergiebt sich die Gleichung

die wir auch so schreiben können

^' fj^L^^---^'-^ Cc-'<y{:2c+ yy~^y--dy:-)
i V /i

jj

Für ein ganzes ?i lässt sich das Integral rechts mit

Leichtigkeit in Gammafunctionen umsetzen; denn jetzt hat

man mit Benutzung des Binomialtheoremes und der Formel

nn)
Firt-r)

= {n— 1) (n—2) . . . {n—r), n ^ r:

50

j« / * CO« c.^ ^^^ n e-^' '"^ r(2/i-r-l ) (2 c)'' .^.^.

'J (A:'+^2)« ^ 22«-lr(n)-^y r(r+l) r(n-r) Ar^«-»--»* ^

*) Einen andern Beweis dieser Formel sehe man bei A. Enneiier in

Schlöniilcli's Zeilsclirilt rür Malliematik und Physik. Jahrg. 6. S. 289.

**
) //"--1\ /w— 1\ r(2;i—r— 1)
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Uiul hieraus eiiispriiigt wieder tliircli Ditferentiatioii nach c\

4 /
''^sinr-» ne-^'' "-^ r(2«-r-l) (2 cY V rl

Dass diese Formeln aber von den oben gegebenen nur

in der Schreibweise verschieden sind, bedarf keines Beweises.

Setzt man endlich noch y = ^ (x—V)^ so wird

mit dem Integrale

1

identisch, und demnach gilt auch diese Relation:

ao CO

Wenn man will, so kann man ferner noch folgende Gleichung

bemerken

:

l'üincd dd-^ -ne-^' ^ 2^ r(2n-r-l) f
,. ,

r ^._^. rll

n—l
,
__Jt 'STl^ r(2n-r+l) 1

"^ 22«-l r(n)^ k'-+' r{r-^i) r{n-r) yfc2«-r-lr{n)
^ '

oder besser geschrieben

Jsin % ^ _^ __ 'V'
2'r(2;/.-r— 1) 1

(A;2-f^2)^'
-9- ~ 2^"-^Ir(n)^ r(/?—r)r(r4-l) A;2«-r-i

Sie ergiebt sich, wie auf den ersten Blick erhellt, aus Glei-

chung 3". durch Integration nach c zwischen den Grenzen

und c.

*) Mail vergleiche hierüber die oben genannten Abhandlungen von

Cafcalau und Soiret in Liouville's Journal t. V, VIII; ausserdem Serret:

Cours de calcul diÖ". et integral, tonie IL
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§. 76.

Das Caucliy'sche Integral I -
, ^.^^ ^,

,
^.. für « -f- Z»> 1 und

— GO

positive a und ft.*)

Die in den Paragraphen 71.—73. geführten Untersuchungen

setzen uns in den Stand, aus unserer frühern Gleichung

CK

neue Folfferunj^en zai ziehen, wenn wir sie mit — -. mul-

tipliciren und zwischen den Grenzen — cx) und oo integriren.

Dabei setzen wir die Grösse 1 als eine positive Constante

voraus und machen auch vorläufig die Annahme, dass die

Constante b ebenfalls zu den positiven Grössen gehört.

Die wichtige Frage nun, ob und, falls es mr)glich sein

sollte, unter welchen Bedingungen dem Integrale

GO

/
dO'

[k-\-Q'iT 0-±^i]

eine Bedeutung zukommen wird, entscheidet sicli hier augen-

blicklich dahin, dass zu diesem Behufe nur die Summe der

Exponenten a und h einen die Einheit überschreitenden Werth

besitzen muss. Denn nach der Bedeutung der hier in Be-

tracht kommenden Potenzen leuchtet unmittelbar ein, dass

im Unendlichen der Nenner des Bruches -j wie

der Ausdruck (+ 0')"+^ sich verhält.

Nehmen wir nun vorerst in dem Ausdrucke j das

obere Zeichen von -9-, so folgt augenblicklich

(«) / —
-. = / e-^- a:«-i dx I d^

-a:»i

(Ar+^O« (1+^0" J J^ (1+ ^0:\b'

') Gergomie's Annalen, Bd. 17, S. 109.
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Dem Vorhergehenden zufolge aber gilt die Gleichung

CO

/ a+'^O'

weil X positiv und folglich — x mit dem frühern c <
zusammenfallt. Daher hat man

CO

In ebenso einfacher Weise werden wir zu dem Werthe des
CO

Integrales / 7 ffelan^en, wenn wir bedenken,

— CO

dass durch die Substitution von — -9" an die Stelle von %^

unsere frühere Gleichung

0(

/
in die folgende

cc

fi
'^

9

0, c<0

— OD ^ r{a)

übergeht. Mit Benutzung dieser Beziehung gewinnen wir

nämlich sofort die Gleichung

00 flO

- 00

das heisst

2. J (A:+^o"(i-^0*~"(Ä:+ir+'-' r(«)r(/>; ' '
T ^^ ^ ^-

— CO

Wie "man sieht, ist der Ausdruck rechts völlig symmetrisch,

links aber ist nur insofern Symmetrie vorhaiiden, dass man
in Folge der Bedeutung der vorkommenden Potenzen die

Grössen 0" und — O* mit einander vciiaiischon darf, weil der

imaginäre Tlicil d('s Integrales niclil in liotracht kommt.
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§. 77.

Allgemeingiiltigkeit der Grleichung 2. für a-\- h^ 1

Wie wir gesehen, ist die Bildung des Integrales

J {k-^-d-if [i—^iY

bloss an die Bedingung ß -f- Z^ > 1 geknüpft. Daraus folgt

oifenbar, dass eine der Constanten a und h negative Werthe

annehmen darf, wenn nur die Forderung ö -f- ^ > 1 befrie-

digt wird. Zweifelhaft aber bleibt es, ob auch in einem der-

artigen Falle das Integral noch auf Gammafunctionen zurück-

führbar ist; denn dass die Form der Gleichung 2. ihre An-

wendbarkeit verliert, wenn die bis jetzt festgehaltene Bedeu-

tung der Gammafunction als bestimmtes Integral nicht in

irgend einer Weise modificirt wird, leuchtet unmittelbar ein.

Um zu einer Beantwortung unserer Frage zu gelangen, müssen

wir also einen andern Weg aufsuchen, und hierzu wählen

wir die partielle Integration. Diese, auf das Integral

dO'

J {k-

angewendet, zeigt nun sogleich, dass wegen a -\- b ^ l (\ie

Beziehung srilt:'Ö Ö'

00 cc

50 GO

das giebt, wenn wir den Ausdruck links als bekannt voraus-

setzen
,

CO OD

/* do^ __L—"~^ r ^^

Bezeichnen demnach auch bloss a und b positive Grössen, so

immer die folgende Gleichung

d^ a—l 2 TT r{a-\-b~\)

hat man noch immer die folgende Gleichung

j (A:-f^/)«-l (l_^t)*+i h (A^^_/)"+^l • r(fl) . r{b)

'

Diese Beziehung aber würde sich vereinfachen, wenn wir

die Aunahuu» niachon, dass die Keductionsformelrtr(r/)=r(r/+l)
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jetzt überall gilt, also auch {a—1) r{(i—V) = r{fi) ist. Denn

alsdann wäre «

c

/
d» __ In T{n-\-h—\)

(/fc+^O""^ (l—Ö-O^^ (/t4-0"+*~^ T{a—\) T{h-\-\)

Der Ausdruck hätte somit ganz die frühere Form, nur hiessen

hier die Argumente a — 1 und Z/ -|- 1. Daraus aber würde

weiter folgen, dass er für irgend ein a und b in Kraft bliebe,

wenn nur der Bedingung « + & > 1 Genüge geleistet Avird.

Wäre also h negativ, so würde man vermöge der Formel von

der Combination a b allmählich zu einer Combination a— n,

h -\- 71 übergehen können, in der beide Elemente zu den posi-

tiven Grössen gehören. Dazu ist offenbar erforderlieh, dass

ji die kleinste ganze Zahl ausdrückt, welche zu /; hinzugefügt

ein positives Resultat liefert; denn bat ?i die angegebene

Bedeutung, so bezeichnet die Verbindung b -{- 7i entweder die

Null, oder sie ist ein positiver echter Bruch, und folglich

muss a — n einen unechten positiven Bruch vorstellen.

Aus allem diesem ergiebt sich mithin der Satz, dass

beim Bestehen der Bedingung a -\- b ^ 1 Gleichung 2. selbst

dann noch Geltung besitzt, wenn auch eine der Constanten

negativ sein sollte, sofern wir nur unter der Function Gamma
eine Grösse verstehen, für welche die Relation a r{a)=r(a-\-l)

allgemeingültig ist. Hierzu aber sind wir in der That be-

rechtigt, weil, wenn wir mit Gauss die Gammafunction durch

die Euler sehe Gleichung

r./ N 1 1.2. 3.. .71

^ '' a (a-}-l)(«+ 2).. •(«+")

definiren, die genannte Beziehung immer eine unmittelbare

Folge dieser Definitionsgleichung ist.

§. 78.

Folgerungen.

Die Gleichung 2. des Paragraphen 70. vereinfacht sich,

wenn man l = k voraussetzt; alsdann nämlicli erhält man
sogleich die Relation
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,(b-a)xpi^^^ 2« r{a-\-b-l)
, a + h>l,

und diese führt zu den andern beiden

QO

1 f cos(6—tf)a/;rf'» __ 271 r(a+/>- l)

oo

/sin {b—a)tl> dO" -^

Ci.2J_A2\ 2i

von denen die erste sofort die einfachere Gleichung

o I cO8ib—a)'0dQ' TT r{a-\-b—\)/'
'^±t (2Ä:r+^-^

r{a)r{a]

liefert.

Eine andere Gestalt aber nehmen diese Integrale an

durch die Substitution %'= k tang il) oder einfacher '0'==tang^,

Avenn in denselben zuvor k = \ geschrieben wird. So nämlich

bekommt man von k befreite Formen, in denen an die Stelle

des Unendlichen y tritt und in denen cos ifj''+^'-^ dip anstatt

des Ausdruckes ^.-r erscheint. Und da nun die Con-
a-f-o

(A;2-f-^2)^~

stauten a und b nur an die Bedingung a + ^ > 1 geknüpft

sind, so dürfen wir auch a -\- b — 1 der positiven Grösse p
gleichsetzen, für h — a dagegen die beliebige Grösse q sub-

stituiren.

Das Ergebniss aller dieser Rechnungen wird alsdann in

den Gleichungen sich aussprechen:

2

'. / cos TpP-^ cos q2{j d ip = —
''-'Fü^rc^'r)

2

Mkyeu, bestimmto Integrale. 14
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3«. / cos ipP-'^ cos f/2p di^ = — ^^''^

7t

2

I COS ^/'-i sin q 4^ d ip = Oj

von denen die ersteren ersichtlich jedesmal der Null gleich

sind, so oft ~if^ eine ganze negative Zahl vorstellt, oder

mit Null zusammenfällt.

Setzt man p = 1 voraus, so erhält man die Formel

IE

sin
2

r(i)iVi)=,-.

und folglich kann für positive Argumente, d. h. für < | < 1

in der hier angegebenen Weise das Integral

00

J i_j_a: sinflTT^

ermittelt werden.*)

Drei andere besonderen Fälle liefern die von Foisson**)

gefundenen Integrale

IL

U
71

2

j cos tl^P cos {p-\-2?)) ip d if == Oy 71 ^ 1

*) Vergl. Binet in Journal de Tee. polyt., cah. 27, page 16G.

**) Journal de l'ecole polyt., cali. 19, page 490.
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und

/ cos ijji' cos p jIj
d i^ == --^,

in deren ersten beiden n eine ganze, den angezeigten Be-

dingungen unterworfene ganze Zahl ausdrückt.*)

Schreibt man ferner die Gleichungen V'. und 2". in der

nachstehenden Form
Tt

Tt

2K Tsin ipP-^ sin q (ip— '^\ d tp =

und multiplicirt nun das erstere Integral einerseits mit

cos q -, andererseits mit sin q —, während man bei dem zwei-

ten Integrale diesen Fällen entsprechend umgekehrt verfährt;

so gelangt man durch Combination der erzielten, in der ge-

nannten Weise einander entsprechenden Resultate ohne Mühe
zu den Beziehungen

^ n
r* n cos q—

7-1/ \

4. / sin fP-^ cos q^pdf:^
^ ^^^

I
sin^^-i

.- ri^rc^)
/>

TT sin <?
—

smxpv-'^ sm q'il}d'4}=

Zu andern interessanten Folgerungen werden wir noch

geführt, wenn wir die Gleichungen 1. und 2. §. 76., also

) Bei dem ersten dieser Integrale bemerke man, dass es sich in

nebenstehender. Gestalt schreiben lässt

:

Jcos t. cos (, -.- 2n) n>at =^ j^r^i±^^.

14
=
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f:
[bxp,+ a^p)i^Q.

(Ä«4-^2)^ {j}-[-^
2\2

und

/;
,(bxp,-ayj)i^Q.

27r r{a-\-b-l)

mit einander verbinden. Aus ihnen nämlich folgt leicht

>,a + b> 1

^ f
ü

rj / COS {b i/>, — a ip) d %

cos (6 1^1+ ö '^) d&
=--0,

T{a-\-h-V)

(A:_|_/)«+*-i r(a) T(h) '

und diese beiden Integrale liefern auf dem Wege der Addi-

tion und Subtraction die neuen Beziehungen

CO

q'" / COS a ip COS bip^d^
«. / 7

J

CO

Q / sin a ip sin b i/),

e/ C>^2_L«9.2^2 //2I,

TT rvfÄ-1)

rfö+ö-i)

welche noch besonders einfach für ö = 1 z. B. werden. Denn

man hat jetzt

8".

und

/COS a 1p d Q' n
5J..

/•i.2_i-,S-2> 2 (ft\c^2\(^2_|_^2)^ (/«+^2)

*) Einen besondern Fall dieses Integrales bildet das von Abel ge-

gebene :

CO^
cos

/ dO-

1 -f
^-^

( w arc tg—
)

\ X / n 1

(a;2 + a2^2)

Oeuvres completes de N. H. Abel, t. IL, p. 87.
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Setzen wir aber / = 0, so entspringen die Integrale

00

/sin a i/>

8^

00

/COS ö i/> d%

f^2_l_A2^2,.+..- ..--cos- -(")-(*)'

+6-i:
Q^ / sin a ^ d%' jr F {a-

e/ (A:2+^2)2
2A: sm ^

in Betreff deren jedoch Folgendes nicht zu übersehen ist.

Bekanntlich stützen sich die Integrale 6. und 7. auf die

Formeln

-Ix ^b—

1

—GO — ao

und diese waren wiederum eine Folge der Gleichung

Von ihr aber wurde früher gezeigt, dass für 1 = die Con-

stante b numerisch den Werth 1 nicht erreichen darf; ja,

für das Cosinusintegral muss selbst b einen positiven echten

Bruch ausdrücken, und nur für das Sinusintegral kann Z> <
werden. Im Hinblick auf diesen letztern Fall aber kann das

oo

Integral J sin d" x x''~^ dx leicht in der zweckmässigen Form

/siud x dx ^^~^ n

2

dargestellt werden, wo das jetzige b zwischen und 2 liegt.

Und daher ergiebt sich nun der Satz, dass ausser der den beiden

Integralen 8*. und 9^. gemeinsamen Bedingung a-{-b^l in dem
Cosinusintegrale die Constante b einen zwischen und 1 liegen-

den Werth besitzen muss, während sie in dem Integrale 9*. alle

zwischen und 2 befindlichen Zahlen durchlaufen kann.
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In aiideror Form zeigen sich übrigens diese Integrale,

wenn man aucli hier /• = 1 und ^ = tang ^ schreibt; man
gewinnt so die nachstehenden Formehi

/ cos xl)''-^ cos a i) cotg ^^ ^ l/; =
j

- '
' j^,'

2cos^ A«)r(/»)^

Ü

n
Y

o •
, j_ 1/. j I

"^ T {a-\-h— 1)
cos ^''"^ Sin a i\) cotg i^}'* ai\} =

Ü
^

aus denen durch die besondere Wahl der Constanten einige

nicht uninteressanten Beziehungen erwachsen. So ist z. B.

für ^^ = 1

/sin a ip cos il)" ^
(J ij,

_^

sin 1/) 2
'

was Liouville zuerst gefunden hat.*) Nimmt man dagegen

a = 2y so kommt

/cos 2^ cotsf 'ü)^ dib=—^,— , / sin 2 ib cot<]f i/;'^ ^ib=—^ ^,
.^

2cos^J •2sm^^

Und setzt man n als ganze Zahl voraus, so hat man wegen

r[a-\.h-\) ^ (fl+/>-2) («+6—3) . . /y r(/>)
.

r(a) ~~ " 1.2 . 3 ... («—1)

/Cwcp vvyoinp^vf^«^ M-i^
,., -INI i ;

cosi/^«-2cosrti/;cotg^*</i^= -^ ^ ^ ^ ^ ^

2sin— Ä TT

2

TT

j cos i/;''— '-^ sin r/ 1/> cotg il)'' (1^ = h . (Ä+1) . . . (ö+ft—2) TT

]

2

(«-^)-' 2smi/..

*) Grelle. Journal Bd. 13, S. 232. Berlin. 1835. Vor Liouville ist

vielleicht schon Abel im Besitz dieses Integrales gewesen; es findet sich

im 2. Bande seiner 1839 herausgegebenen Werke, S. 88.
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Behufs einer naheliegenden Folgerung möge die letztere

Gleichung mit r" multiplicirt werden, wo r eine zwischen

4- 1 befindliche Grösse vorstellt. Alsdann bezeichnet auch

r cos ^ eine zwischen + 1 liegende Grösse, und folglich er-

hält man, wenn ^ ^ 1, 2, 3, . . . m inf. gesetzt wird, durch

Summation der einzelnen Integrale mit Berücksichtigung der

Gleichungen

. • , I / , ^9 • <r» , I
f COS lö sin ib 5feN

r cos xl,s.mt-{- [r cos ff sm 2 »^ + . . = i_(ar-r')cos»^ )'

1 + T '• + T^t" >•' +- (l-O-*

schliesslich

2

ß10 /
cotg i/>^-^ dip _ 1 n jl>r>-

^^-
' - _ (2r-r^) cos ^'^ (1 _,.)* 2 sinl Ott'

* " > ^ > ^

2

Benutzung unendlicher Reihen.

§. 79.

Ableitung eines Hülfssatzes aus der Reihcnlehre.

Schon in dem allgemeinen Theile der vorliegenden Dar-

stellung der Theorie der bestimmten Integrale deuteten wir

die Wichtigkeit an, welche dem Theoreme von der Vertau-

schung der Integrationsordnung bei Doppelintegralen mit

Constanten Grenzen in Bezug auf die Ermittelung und Trans-

formation einfacher Integrale zugeschrieben werden muss.

Und in der That, gerade die vorhergehenden Untersuchungen

dürften an einer Reihe von Beispielen diese weitgreifende

Bedeutung des genannten Lehrsatzes recht anschaulich ge-

macht haben. Aber auch dies schon dürfte aus den obiß-en

Entwicklungen erhellen, dass die Differentiation eines bestimm-

ten Integrales nach einem Parameter gleichfalls für die Er-

mittelung einfacher Integrale nicht ohne grosse Bedeutung

ist. Reicht auch der Einfluss dieser Operation nicht so weit

als der des oben erwähnten Theoremes; so werden wir doch

'•) Cauchy. Algebraische Analysis, Kap. 9, S. 107.
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in später folgenden Erörterungen noch Gelegenheit haben,

uns von der mehr als gewöhnlichen Brauchbarkeit des Leib-

nitz'schen Satzes in der Theorie der bestimmten Integrale

hinlänglich zu überzeugen. Eines Hülfsmittels ist indess bei

den vorhergehenden Betrachtungen fast gar nicht gedacht

worden , obwohl auch diesem ohne Zweifel eine grosse Bedeu-

tung hier zukommt. Wir meinen die Benutzung unendlicher

Reihen zur Herleitung bestimmter Integrale und zwar in der

Weise, dass wir convergirende Reihen, deren Summen im Voraus

bekannt sind, in bestimmte Integrale umzusetzen versuchen.

Die hierauf bezüglichen Untersuchungen nun werden sich

auf ein Lemma stützen, dessen Inhalt und Richtigkeit wir mit

wenigen Worten berühren müssen. Sei nämlich in dem Inte-
h

grale j Ä f{x, k) dx X eine stetige Function von x^ f{x,k)
u

eine Function von x und der ganzen Zahl /:, ferner bestehe

die Gleichung

1. JXf{x,k)dx = Bkjxf{x,0)dx,

in der Bu eine bekannte Function von k ausdrückt. Conver-

girt alsdann die unendliche Reihe

2. A, f(x, 0) + A, f(x, 1) + 4 fix, 2) + . . . = y (a:)

für alle Werthe von x innerhalb der Grenzen a und ö; so

folgt augenblicklich

i> h h

f X (p (x) dx = ^ / Xf{x, 0) dx + Aj Xf{x,, X)dx-\- etc.*),

das giebt mit Benutzung der Gleichung 1.

h h

J'X (p{x) dx=JXf{x,0) dx [A^ ^o + ^i ^i + ^2 ^2 + •••]•

Und daher ist, so lange die in der Klammer befindliche Reihe

convergirt,
h

fX cp{x) dx
T. A, B, + ^, /?, + A, i?, + . . . = "-^ .

fXf(a-,0)dx
a

Diese Gleiclumg bleibt in Kraft selbst dann, wenn die

*) Versal, die in §. 51 angestellten Betrachtimgci
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Reihe 2. für x = a^ oder x = 1)^ oder auch für beide Werthe

in eine divergirende übergehen sollte, sofern nur die Reihe I.

h

zu den couvergenten gehört und JX (p{x) dx eine völlig
a

bestimmte, endliche Grösse bedeutet.

In der That, nehmen wir an, dass für die Grenzwerthe

a und hy die wir vorerst beide endlich voraussetzen, die Con-

vergenz der Reihe 2. unterbrochen wird; so folgt, wenn wir

2. durch X dx multipliciren und darauf zwischen den Grenzen

a — f , h — f integriren, ganz wie vorhin

fX(p{x) dx=fXf{x,0) dx K^o+ ^i^i+ ^2^2+ ---]-

Bleibt nun A^) Bq -}- A^ B^ -{- . . . convergent und stellt

J X(p{x) dx eine endliche, bestimmte Grösse vor, so muss
a

nothwendig
//—

8

h h-B

\\mjX(p{x)dx=JX(p{x)dx==[AQB^+A^B^-\-...]\\mJXf{xfi)dx
u—

8

« a—

8

sein.

Wird endlich eine der Grenzen, z. B. hy unendlich, so

ist, immer Gleichung 1. als bestehend vorausgesetzt, die Be-
30

dingung un erlässlich, di?i^B J X (p{x) dx nicht sinnlos wird;
a

ausserdem aber muss natürlich A^^ B^ -\- A^ B^ -\- . . . zu den

couvergenten Reihen gehören, ü. s. w.

§. 80.

Kummcr'sche Theoreme *).

Die Gleichung 1. wird offenbar erfüllt, wenn wir nach
b

Kummer's Vorgange unter dem Integrale J Xf{x^ k) dx die
a

oo

Function r{a -f- k) = J e-"" x"-^''-^ dx verstehen; alsdann

nämlich ist

*) Kummer. De integralibus definitis et seriebus infinitis. Grelle. Jour-

nal Bd. 17. S. 210 etc. Ausserdem vergleiche man: Limbourg. Thdorie

de la fonction Gamma. Gand 1859.



— 218 —
X= e-^ x^-^

, f{Xy k)=x'^ und Bu={ci-\-k~l) {a+k-2) ...a.

Besitzt folglich die Reihe

A^ + A^x -\- A^x^ + . . .

•

eine Summe (p {x) , so hat man nun vermöge der Gleichung I.

die Beziehung

P. A, + aA, + a{a-{- 1) A^ \-a{a+ \){a + 2) ^3 + ...

CO

Wird beispielsweise hier <p (x) = cos {x tang ?/) gesetzt,

so lässt sich bekanntlich cos (x tang u) durch die unendliche

Reihe

^
x^ tang u^ . x^ tang u^ ,

^
r."2 T- 7727374

~" ^^^•

darstellen, und folglich ist

A —1 A —0 A —— ^^— A —0 A — ^' n s f

Da nun die Reihe

1 _ «j^ tg«»+ ''-'''+/^l"+^]'-+^) tg «^ -
1.2 ^o'-i 1.2.3.4

stets convergirt, so lange der Zahlenwerth von u < ^ bleibt

und unter dieser Bedingung die Grösse (cos u)" cos au vor-

stellt*), so entspringt sogleich die Formel

CO

4. f (^'^ x'^~'^ cos (o; tang ii) dx = (cos ?/)'' cos au r{ä).

Wählen wir hingegen für cp {x) den Ausdruck sin (x ig ?/),

so folgt jetzt

a tang u — ^
1 i 1 tang u^ + etc.

= - ,— / g-^ x''~^ sin (o; tang z/) dx,

d. g., weil diese Reihe für — ^ < ?/ < ^ der Function

(cos uy sin au gleich ist*),

*) Man vergleiche hierüber Cauchy's Aualysis, Seite 210 und Note 8

(in Huzlcr's Uebersetzung).
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5. J e-"" x""-^ sin {x tang u) dx = (cos uY sin au r{d).

Dass übrigens beide Integrale unmittelbar aus den Euler'-

sehen Gleichungen

/
,COS %'X

^,_Avr ^«-1 . Clx =
Sin Q-x

M T /cos öt/>

-* (sin aij;

abgelesen werden können, bedarf keines Beweises ; doch dürfte

dieser Weg dem obigen vorzuziehen sein, weil er den Inte-

gralen eine grössere Ausdehnung zuschreibt.

Ein anderes interessantes Beispiel der Entdeckung eines

bestimmten Integrales mittelst des Theoremes P. liefert der

Fall cp{x) ==cos2yxd'. Führt man die Rechnung aus und

wählt speciell a = — , so erhält man

^ 1+1.2 1.2.3
^^•••"~ #^/l\ / ^ —y^

— ^^'

d. h.
00

cos 2 yxd-f ;=— dx = j/jt e-^.
yin

Gewöhnlich stellt man dieses von Laplace*) gefundene Inte-

gral unter einer Form dar, die man sogleich erzielt, wenn

man x mit x' und j/d' mit -9' vertauscht; man bekommt so

die Gleichung

00

I
e-"^"" cos 2d'x dx = y y^it6. / e-"*"^ cos 2d'x dx = — Vit e-^''

folgflich

£?--^' cos 2^x dx = y%

'ö'

/
Dieses Integral werden wir später auf auderm Wege wie-

derfinden und daraus alsdann noch einige andere Formeln

*) Vergl. Theorie analytique des probabilites.
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ableiten. Für unseru jetzigen Zweck begnügen wir uns damit,

nach Kummer ein zweites, schon von Euler gekanntes Theorem

aus der Gleichung I. zu entwickeln , das uns sehr interessante

Resultate darbieten wird*).

Aus den frühern Erörterungen nämlich ist bekannt, dass

für b > a >

I a;»-. (1 _ ^)»-.-. dx = ^^M|r^)

und

u

ist. Mithin gelten die Beziehungen:

^= a;«-i (1 - x)^"-', fix, k) = x^^

Bk ==«(« + 1) («+ 2) ...(« + A: - 1)

6(6H-l)(6 + 2) ... (6 + Ä-l)'

und daher hat man, wenn die Summe der convergirenden Reihe

A^ + A^x + A.^x^ -\- ... wieder ^)(x) genannt wird,

A
• ^0 -t- 6 ^1 -^

^, (^, _^ 1)
^2 -1-

ft(6 ^ 1) (^ _l_ 2)
^3 i-

1

r(ft)

r(«) r(Ä-
- / x"-^ (1 — o:)*-«-^ g)(a;) dx.

Behufs einer ersten Anwendung dieses fruchtbaren Theo-

remes wollen wir ^{pc) mit dem Binome (1 — ux)-" identi-

ficiren, wo w^ < 1, c aber jede beliebige Zahl bezeichnen

möge. Unter dieser Voraussetzung ist bekanntlich (1— ux)~%
weil X zwischen und 1 liegt, durch die convergirende Reihe

, + .^ „^ + ^(^ „y + £(^ilM „3^3 + . . .

darstellbar, und folglich hat man die Beziehungen

4, = l, ^, = f«, A = ^^u\...
Mithin geht jetzt die Gleichung P. in die folgende über

) Euler's Integralrechnung, Bd. 1; vergl. Binet: Memoire sur les

intdgrales Euleriennes etc. in Journal de Tecole polyt. cah. 27, p. 313.
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f 1 ,

« S, I

n{a+ i) c(c+l)
y, aiu-\-l)...{a-\-n-l)c{c-\-l)...ic+n-l)

I

^
' Ä 1

"T"^/(/>+ l) 1.2
"•"•••'

6 (6+l)...(6+n—l) 1.2.3...

n

"

l

Specialisirt man dieselbe in der Weise, dass man c = h

nimmt, so erhält man das für w^ < 1 geltende Integral

1

Und hieraus folgt wieder ohne Mühe die von Abel gegebene

Formel

/
•) Oeuvres completes, Tome I. p. 95. Die vorstehenden Integrale

lassen sich übrigens als Consequenzen der hübschen und für manche
Untersuchungen sehr brauchbaren Transformationsformel

1 1

darstellen, die Schlömilch im 6. Jahrgange seiner Zeitschrift, S. 207

gegeben hat; die Grössen p, g, l, fi, n sollen dabei beliebige Constanten

bezeichnen. Schlömilch gelangt zu dieser Transformation des links vor-

kommenden Integrales , indem er ., == y setzt.
X -f- (IX

Wählt man nun 7i == — {p -\- q) , so hat man sogleich

ßaj>-i(i_^)g-i . i 1 r(p) r(g)

{X + ux)P+'^ X'i {X + iL)P rip + g)

Nach meinem Dafürhalten ist die vorhin genannte Transformations-

formcl Schlömilch's jedoch nur unter folgenden Bedingungen zulässig.

Die Constanten p und q müssen mit Ausnahme der Fälle, in denen

das gegebene Integral eine Betafunction (ß) , oder ein Integral von der
1

Form J x'^^ dx darstellt, in welchen also — bei positivem n natürlich —

die eine oder die andere der Grössen p und g auch gewisse negative

Werthe erwerben kann, immer positiv sein. Denn da innerhalb der

Grenzen und 1 der Factor x^^ (1 — a;)*""^ niemals das Zeichen wech-
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Die iu der Gleichung 7. vorkommende Reihe stellt be

kanntlich die hypergeometrische Reihe vor; diese aber con-

vergirt stets, wenn u^ < 1. Für w = 1 dagegen gehört sie

nur dann zu den convergirenden Reihen, wenn das positive

& > rt + c ist; a und c können dabei übrigens jede endliche

Grösse besitzen*). Setzen wir daher diesen Fall auch hier

voraus, und bedenken wir, dass nunmehr unser Integral mit

^^^^ ^ — ^^— cj gleichbedeutend wird, so gewinnen wir die

schöne, von Gauss gefundene Formel**)

seit, so folgt zunächst für positive X und /x nach dem Maximum-Mini-

mum-Sntze, dass

1 i

y^P-l (l_a;)«-l {X-\-tix)'' dx = {X-\- fi^ffxP-^ {l-x)^-'^ dx;

mithin müssen, wenn das Integral nicht sinnlos werden soll, die Con-

stanten p und q die angeführte Eigenschaft besitzen. — Sind ferner die

beiden Grössen X und (i negativ, so gebe man {X -f- ^x)" die Gestalt

A"( 1-j-T a;
j ,

wodurch der Fall auf den ersten zurückkommt; alsdann

darf n ersichtlich keine Bruchzahl mit geradem Nenner vorstellen.

Besitzt endlich das Binom {X + ^x)" die Form

(^ - (ixr = x"(^i - ^xj, ^>o.

so wird für ein beHebiges n und A > dem vorgelegten Integrale im

Allgemeinen nur dann eine Bedeutung zukommen, wenn ^x<Cl. In

speciellen Fällen könnte freilich auch ^ x, d. h. ^ >> 1 sein, so z. B.

wenn n eine positive ganze Zahl ausdrückt; wäre dagegen n negativ,

80 müsste, weil nun für a; = — die Grösse ( 1 — v ^ 1 ^ine unend-

liehe Discontinuität erleidet, n numerisch kleiner als 1 sein, wie die An-
wendung unseres Mittelwerthsatzes sogleich zeigt. Ausserdem aber darf

für X < und ju- < der Bruch 7i keinen geraden Nenner besitzen. In

allen diesen Fällen aber müssen, wenn das gegebene Integral weder an
der untern, noch obern Grenze sinnlos werden soll, die Constanten p
und q zu den positiven Grössen gehören. — Man vergl. auch §. GO,

) Vergl. z. B. Stern's Analysis, Seite 4G2.

**) Gauss a. a. O. Nr. 24. Werke Bd. 3. S. 147.



- 223 -

S 1
4- '' "^ 4- ^^(^+l)^(c+ 1) ,

a{a-\-i){a+ 2)c{c + l)(c-^2)
^' "T"6'l

' 1.2.0(6 + 1) ' 1 .2. 3.6(6+1) (6 + 2)
"*"••

r{b) r{b — « — c)

r{b — a) r(6 — c)

Wir können diese Wahrheit kurz so schreiben:

wenn wir unter dem Symbol i^(«, /3, y, o:) die hypergeome-

trische Reihe

' l.y ' 1.2.y(y + l) '

verstehen. Sie wird uns sogleich das Mittel bieten, auf sehr

einfache Weise zwei Integrale aus dem Theoreme P. abzu-

leiten, die eine gewisse Aehnlichkeit mit den in §. 78. dar-

gestellten Integralen besitzen. Zu dem Behufe aber haben

wir das in P. vorkommende Integral in eine trigonometrische

Form umzusetzen, was ohne Mühe mittelst der Substitution

X = sin v' geschieht. So nämlich erhalten wir augenblicklich

^ _J_ 1^ ^ _J_ ^'i^+ll A I

= -,=^7-^7^—N / sin 2;2«-i cos i;2(^-«)-i (p(sin v"^) dv.

Nehmen wir nun für qp(sint;'^) die Function cos(2bv) und

erinnern uns, dass

/o 7 N 1
/>^ • 9 ,

6(6+1)6(6—1) . 4
COS (2bv) = \ — T— sin v^ -\ ^ T , /« sm v^

^ ^ i-l '

•|-t-l-2

6(6 + 1) (6 + 2) 6(6-1) (6- 2) . ,

TF^ • 1 . 2 • 3
^^^ ^ i- • • • »

sonach

J _ 1 J _ _ ^^'^ J _ 6(6 + 1)6(6-1)

ist: so ergiebt sich

1 — ^ _1_ ci{a-\- 1) b {b— Vj _
^1 "T" ^11.2

2r(6)

r(a) r(6
- i sin v^"-"^ cos t;2(*-«)-i cQ^2hv dv
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Vermöge des oben erwähnten Gauss'schen Satzes aber bat man,

wenn wir das dortige h mit — und c mit — b identificiren,

. a.h , a{a+\)b {b-\) a{a-\-i){a-\-2) b{b-\){h -^2)
,

^ ^.i~T-. ^.|.1.2 ^.4. ^.1.2-3 -r •
•

•

r^\ - a) r(^ + b)
'

wo also « < Y ®®^^ muss. Und demnach gilt nun die Be-

ziehung

U

welche sich indess bedeutend vereinfachen lässt, sofern man
die Fundamentaltheoreme IL und ITL von den Gammafunc-

tionen berücksichtigt. Zufolge derselben bestehen nämlich die

Gleichungen

:

r{ä) r{a + i) = (2;r)i 2"'"+^ r(2«);

r{b— a) r{b— a+ i)
= (2:;r)^

2-'"^'"-^^ r[2(b— a)],

und somit verwandelt sich der Ausdruck rechts in den folgenden

£^^^fl^ cos UTt. Mithin hat jetzt die Relation

7t

sin t;2«-i cos 2;2*-2«-i cos 2Z>t; rft; =
^^^^^rfli)*

—

~ ^^^ ^^

Statt, welche wieder durch Vertauschung von a mit — a und

^ mit ^-^t_ die bequemere Form

«^

2

9. / sini;''-^cosi;*-^cos(ö+^) vdv= J/ . J cos ^ « ;r J
a> n

ü

annimmt.
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Um in ganz ähnlicher Weise das Integral

J sin v"-'^ cos v^^ sin [a -{- b) v dv

herzuleiten ; hätte man- in der ursprünglichen Gleichung

w (sin «;2) = ^—^—tt^^ zu setzen und sin (2b — l) v durch^ ^ ^ (26 — 1) sm ü ^ ^

die bekannte, nach ungeraden Potenzen von sin v fortschrei-

tende Reihe auszudrücken*). Wird alsdann zugleich das ur-

sprüngliche a mit a -\- ^ vertauscht, so ergiebt sich sofort

diese Beziehung**):

1 _ (^ + ^) (^> - 1) 1 («jf Wh + 4) (b -^)ib- 2)

1-1 1- ^ ^ 1-2-^.f

1.2.3-M-i "^ •• •"" r(i-a)r(Ä+^)

7t

d. h.

/ sin v'"-'^ cos z;(^«-2*-i-i sin {2b — 1) v , dv

_ /- (26 - 1) r{a -f i) r(6 -a-\) r{h - .p— ^^"^ 2r(6)r(i-«)r(6 + ^)

Der Ausdruck rechts aber ist, weil « < 1 sein muss, mit

(2j -l)r(2«)^r(2^-2.- i) ij3„ti3<.j^^ „^d d^her entspringt

jetzt, wenn statt 2« wieder a und anstatt 2& — 2a — 1 ein-

fach b geschrieben wird, das Integral

*'
sin {2b-l)v= (2b-l) sin ,_ '^M26-l)(y-2)

^.^^^,

^ 1.2.3.4.5

**) Man hat zunächst wegen

j _ 1 j — M^- i) j _ 6 (b 4- 1) (/> - 1) U^ - t>)

^0 — ' ; ^1
—

1 • 4 ' "^

—
• 1 • 2 •

f
• l

' •
• •

Mkyku, bestimmte Integrale. 15
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/* •
1 ; 1 • / I , \ ^ r(a) r(b) . n n

JO. I Sin v"-^ COS t^*-i Sin {et -\- b)v dv = j.) , V sin
.^

•

u

Der Ableitimg gemäss gilt dasselbe für Z^ > und 2 > ß > 0,

während in dem Cosinusintegrale das a nicht einmal den

Wei*th 1 erreichen durfte. Die Beschränkungen des a sind

jedoch nicht nothwendig, wie wir leicht zeigen können, wenn

wir abwechselnd in jedem der Integrale 9. und 10. die Summe
{a -\- b)v durch {a -\- h -^ \ — l)v ersetzen und die gonio-

metrischen Functionen derselben in bekannter Weise ent-

wickeln*). Beginnen wir zu dem Behufe mit dem letzten In-

tegrale, so ergiebt sich augenblicklich

n

J sin V" cos v^-^ cos {a -{- b -{- l)v dv

_ r{a) r{b) g.^ «TT r__b ^i _ r(a±j)rib)
^^^ (^-fj>[^.-q~r(« -f 6) 2 -

L«
-j- b j r(« + 6 -f- 1)

woraus erhellt, dass Gleichung 9. für a <i 2 ebenfalls noch

Geltung besitzt. Wird folglich jetzt mit dem so erweiterten

Integrale dieselbe Umformung vorgenommen, so zeigt sich,

dass nun Gleichung 10. auch noch für « < 3 besteht. Wie

aber in dieser Art der Process nach Belieben fortgesetzt wer-

den kann, leuchtet unmittelbar ein.

Gerade dieses einfachen Beweises wegen haben wir das

Integral 10. auf dem obigen Wege ermittelt; wäre es bloss

unsere Absicht gewesen, das genannte Integral herzuleiten,

so hätten wir dies Ziel bei weitem schneller in folgender

Weise erreicht. Schreibt man nämlich —— v anstatt v und

verwechselt gleichzeitig a mit b, so kommt zuvörderst

dv

n

J
1 COS ?/"-'
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Nun ist aber

cos ^-^ 7t — a -\- h . v\== GO^ "^ 2 ~ ^ ^^^ {fi -\- b) V

+ Sin —^ - 7t ^m (a -\- h) V
,

folglich hat man mit Berücksichtigung der Gleichung 9.

71

i. .
\

j sin v''~^ cos v^-'^ sin (« -|- ^)i; r/y

an a -\- h bn

r(« + &) .0 + 6 ^ ^

— sm —2~ "^

und dies giebt wegen

an a -\- h bn
COS -g- cos -g- « - cos "2-

. ^^
== sin

. « + b 2— sin —^— Tc

das Integral 10.

Dieselbe Art der Behandlung könnten wir jetzt bei den

früher gefundenen Integralen

cos VP cos yv dv = vr I //
n

/i • sf, (COS yy , i (p -+- ij . «
^ Msinyy 2.^ / Y'^^i-^^-^ / YtlV+^N

in Anwendung bringen; wir begnügen uns jedoch damit, zum

Schlüsse dieser Betrachtungen aus dem Integrale

o/tf+i T-r/ (3 + y + 2\ T-p-y +2y

cos yy ,^, r(|3 + 1) . tt

cos 2^

/

1

>-'-,/-'.. ,,(«)*),
^j du = k
lg" °

*) Setzt man den vorläufig unbekannten Werth dieses Integrales

r, so folgt sogleich durch Diti'erentiation nach a

1

da J
15*
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wo a und ß positiv sind, das zusammengesetztere, freilich

schon auf anderm Wege entwickelte Integral

zu folgern.

In der That, multiplicireu wir zunächst die Reihe

9)(m) = A^ -\- A^u + A, w2 _|_ . . .

mit -—r du^ und integriren wir alsdann von u =
bis u = Ij so ergiebt sich sofort die Gleichung

1

II. A lg ~ + A lg
"f'^i + • • • ^ J

"—iF'T"" 9^ (^) ^"'

Diese aber liefert für od (u) = T ,
die andere ßeziehunsr7- \ / 1

-f- ?f
O

= la
^(«+ 2)(c^+ 4).. .(f^+ 2 n) (ß+1) (ß4-3)... (ß -f2 n-l)

ö p(|3-f 2)(ß-f 4)...(^+2;0 • (a+l)(a+ 3)...(a+ 2«-l)^

der man leicht eine kurze Form geben kann, wenn man nach

Gauss das Prodiict 7rT-,-u,'Vt"" '\ i-t—^
^'' ^^rch das Symbol

Uiriy h) bezeichnet. So nämlich erhält man
1

J lg M 1 + ?^

lg \(^^Yn i:'^-{-^)n {"'''v)\

Mithiu ist
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Bedenken wir nun, dass für ein unendlich werdendes n das

Product n{n,h) mit der Function Uip) = r{b + 1) gleich-

bedeutend ist, so bekommen wir augenscheinlich den oben

erwähnten Ausdruck 11. für n = oo.

Setzt man in demselben a und ß als echte Brüche voraus

und nimmt ß = l — a, so entspringt

/
V-i _ ^-« ^ _ 1 (~2~) 1 (~2 ")

^ «„
J (1 + o.) lg o; ^^ - ^^

/T-^\ r(^_J^~ ^^ "2" •

IV. Kapitel.

Die Fourier'schen Beihen und Integrale*).

§. 81.

Die Sinusreihe.

Die Ableitung des Integrales 11. aus dem Integrale 12.

der vorigen Nummer geschah mittelst des Ueberganges vom
Endhchen zum unendlichen. Diese Methode, so vorzüglich

sie auch zur Entdeckung neuer Wahrheiten sich eignet, kann

gleichwohl nur dann als ein strenges Beweisverfahren gelten,

wenn die Deduction in sich selbst die Mittel zur Widerlegung

etwaiger Zweifel besitzt. Nicht immer ist dies der Fall. Wenn
z. B. eine von bis it beliebig gegebene, stetige Function

fix) einer endlichen Reihe von der Form

rtj sin X -{- a2^in2x -{- a-^fim^x -\- . . . -{- a„^i sin {n — l)x

gleichgesetzt wird, so kann man wirklich nach Lagrange**)

*) Von Dirichlet'schen Abhandlungen sind hier besonders zu nennen:

1) Sur la convergence des series trigonometriques qui servent a repro-

senter une fonction arbitraire entre des liraites donndes. Grelle. Jour-

nal Bd. 4, S. 157—169.

2) üeber die Darstellung ganz willkürlicher Functionen durch Sinus-

und Cosinusreihen. Repertorium der Physik von Dovo und Moser Bd. 1

.

**) Miscellanea Taurinensia, tonius I. Recherches sur la nature et

la propagation du son.

Mise. Taiir. Tom. III. Des vibrations d'unc corde tendue et chargde

d'un nombre quelconque de poids; p, 247. Vergl. Riemann's Vorles.

über part. Dititialgl. S. 45.
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die Coefficienten a^ , a.^, ... ^w- i so bestimmen , dass für die

71 — 1 auf einander formenden Werthe - , — , ^ , . . .

^"

von X die Gleichheit der Function f{x] mit jener Reihe Statt

findet. Um nämlich irgend einen Coefficienten a,n zu berech-

nen, wo w = 1 , 2^ . . . n — .1 ist, braucht man nur die durch

Substitution von o: = — , — , ... entstehenden n— 1 linearen

Gleichungen der Reihe nach mit

sm w - , 2 sin w — , 2 sm ;w — , ... 2 sm m -——^-
n ' n ' n ' n

zu multipliciren, die Resultate zu vereinigen und die Sinus-

producte in Cosinusdifferenzen umzusetzen. In der That ergiebt

sich dann mit Berücksichtigung der bekannten Beziehung

sin (2?j — 1) ^ )

*) Man beweist diese Formel leicht wie folgt:

Sei

r = cos -^^ + cos 2 9- -f cos 3 O' -|- . . . -f cos ^^-O",

80 ergiebt sich durch MultipUcatiou mit 2 sin -^ und nacherige Zer-

legung der entstehenden Producte in Sinusdifferenzen

2z sin - = sin --- + sm
^ + . . . + sm —-—-^

— Sin
.^
— sm ^^-

— sm — — . . . — sm "^-^l^^

sin(2;. + l)-|

Bin-

CJanz in iihnUcher Weise überzeugt man sich von den später zu be-
nutzenden Gleichungen

>sm.^ = lcotg|-l.- 2

sm
% >

2
2/<

2 (- ])< sin (2,s-+ l)» = ?"^^A^"-+ ''*,
2 COS -9-

^' sin
(2^+1)^

2
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nach einigen leichten Betrachtungen die Gleichung

Ar=«—

1

*) Ist in der Gleichung für > cos .yO" I -9^ = , wo A eine ganze

1
^

Zahl ausdrückt |, also in

^\J shn 1,1 ^ ' 2n
7^ cos— = „- + ~ r- = z

2w
Ä ^^ (mod. 2n), so wird z = « — 1, weil h eine gerade Zahl jetzt be-

zeichnet, also die Cosinus sämmtlich = 1 werden.

Geht aber h nicht durch 2n auf, so hat man

hn • / hTi\
dn(2n-l)— sm (^/.TT -

2^j
sin^

sin

—

sm

—

sin —
2 n 2 n 2 n

Dieser Ausdruck wird folglich + 1, je nachdem h ungerade, oder ge-

rade ist. Den beiden Fällen entsprechend wird daher

^ COS 5 ^ = 0, — 1.

1

Wählt man nun irgend einen von a^ verschiedenen Coefficienten «,., so

erhält man durch Befolgung der oben erwähnten Rechnung auf der

einen Seite des Gleichheitszeichens den Ausdruck

.v=//—

1

n—

1

cir j> 2 sm w — sin r —= «,. > cos cos ^—'

—

—
^^ n n ^^ L

'^ ''

;/—

1

/J-1

cos ^-^~ - 2 cos^—J-

Die beiden Zahlen {in — r) und (w + ^) aber sind gleichartig , weil ihre

Summe eine gerade Zahl vorstellt; ferner können in — r und m -\- r nicht

durch 11 aufgehen, wenn m und r verschiedene Zahlen aus der Reihe

1,2, ... n — 1 bedeuten; mithin ist der vorstehende Ausdruck mit Null

gleichgeltend.

Fällt dagegen 7- mit m zusammen, so ist in — r ^^ (mod. 2;/) und

,1—1 >i—i

> COS s [m — r) '- = 71 — 1 , > cgs s = — 1.
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Giebt man nun derselben die Gestalt

— >'- Sin 5 ^

—

f \-\

und lässt hierauf die ganze Zahl n unendlich gross werden,

so geht die endliche Summe in das bestimmte Integral

— 1 sin mx f{x) dx

über. Mithin entspringt der- Satz, dass 'für das Intervall von

bis 7C eine ganz willkürlich gegebene Function f{x) durch

eine unendliche Reihe von der Form

a^ sin X + a^ sin 2x + «3 sin 3a; -f- . . .

dargestellt werden kann, wenn jeder Coefficient in ihr der

Gleichung

(ijn = —
I
f{x) sin mx dx

gemäss bestimmt wird.

Dieses schöne Resultat würde offenbar frei von jedem

Zweifel sein, wenn aus der Herleitung desselben auch die

Convergenz der Sinusreihe und f{x) als ihre Summe sich er-

kennen liessen, was beides jedoch keinesweges der Fall ist.

Solange daher diese Gewissheit nicht dargethan wird, solange

kann der obige Satz höchstens als glückliche Induction be-

zeichnet werden. In diesem Sinne nun wollen wir uns auch

vorläufig des Theoremes bedienen, um eine Reihe zu bilden,

deren Convergenz wir nachweisen und als deren Summe wir

f{x) finden werden, woraus dann zugleich die Zulässigkeit des

vorhin befolgten Gedankenganges geschlossen werden darf.

|. 82.

Bildung der Sinus -Cosinusreihe

— '^) -h ^'\ cos X -f- ^2 cos 2 X -J- . . .

-|- (t^ sin X -\- a-i ^m 2 X -\- . . .

Nehnit'ii wir statt der Function f{x) jetzt diese 2^mx.f{x),
so ist jeder (Joefhcient a,„ durch die Gleichung
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J'
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r

2 sin X f{x) sin m x d x

ij 2 sin X sin ?n x f(pß) d x

= ^ / cos (m—\) X f{x) (ix — ~ /cos {m-{-\)x fix) dx
,

'o

und folglich wird, wenn wir der Kürze halber

rt

b/i ==—
I

COS h X f{x) dx

ü

schreiben, wo selbstverständlich h eine ganze Zahl ausdrückt,

2 sin X f{x) = b^^s^u x -j- /^, sin 2.t -f- b.^ (sin 'dx — sin x) + . . •

+ b/, [sin (Ä+1) ^^ — sin (Ä— 1) x] -\- . .
.

,

d. g. mit Beachtung der Formel

o o 0^ + ß - a — 8
sm a — sin p = 2 cos —^^—- sin - -^-^

/" (o:) = Y ^0 + ^j cos o: -|- />2 cos 2 X -{-...-{- b/i cos /i .r + . .

.

Diese Repräsentation einer beliebigen Function /"{x) durch

eine Cosinusreihe innerhalb des Intervalles von bis it unter-

scheidet sich übrigens von der Darstellung der Function durch

die Sinusreihe darin, dass sie bei dieser im Allgemeinen für

die extremen Werthe und tc von x ihre Geltung verliert,

während sie bei jener fortbesteht.

Setzt man die Function fix) von bis — n so fort, dass

entweder f{— x) = f{x), oder /*(

—

x) = — f{x) ist, so lässt

sich offenbar für den ersten Fall f{x) von — 7t bis + ;r durch

die Cosinusreihe, für den zweite» hingegen durch die Sinus-

reihe darstellen. Da nun aber irgend eine Function f(x)

stets als Summe einer geraden und ungeraden Function auf-

gefasst, also immer in die Form

I V^) — 2 ' "• 2

gebracht werden kann; so ist sogleich klar, dass f{x) von

— 11 bis -j- 7t stets durch die allgemeinere Reihe
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l h^^ + bi cos X -\- b., cos 2 X -{- . . . -{- bm cos m x -^ . , ,

-j- r/, sin X + ^o sin 2 :t' + • • • + ^w« sin ;w o; + . . .

darstellbar sein wird, wenn dieselbe wirklich zu den conver-

girenden Reihen gehören und f{pc) eben ihre Summe aus-

drücken sollte. Dies ist in der That der Fall, wie wir so-

gleich nach 'der Erläuterung des Vorstehenden durch einige

Beispiele zu zeigen versuchen wollen. Dabei werden wir fol-

genden Gedankengang innehalten: wir betrachten zunächst

die Reihe als eine endliche, als aus 2w + 1 Gliedern beste-

hend, drücken ihre Summe S durch ein bestimmtes Integral

aus und lassen nun die Anzahl der Glieder, also n ins Un-

endliche wachsen.

Zum Schlüsse dieser Betrachtungen wollen wir endlich

noch bemerken, dass die Coefficienten

-2, r/x^
j,^^^
= ^ fri^)±Ii-^ eos mx dx

und
n

a„, = — I '-^-^—-'-^ sm mx dxnj 2

leicht in der elegantern Gestalt

bm = —
I
f{^) cos mx dxy a^ =— 1 f{x) sin mx dx

— 71 *—7t

erscheinen, wenn man die Integrationen auf die einzelnen

Summanden ausdehnt, das Argument — x in f(—x) durch

-4- X ersetzt und schliesslich die Grenzen des entsprechenden

Integrales mit einander vertauscht.

§. 83.

Darstelluiife' einiger besondern Funetionen f{x) durch Irigoiiö-

nietrisclie Reihen.

1. Sei f(x) = const. = 1; alsdann folgt bei einer Dar-

stellung von 1 durch die Sinusreihe wegen

^

n

, 1 — COS w TT ^ > '« -- (mod. 2)
Sin mx dx = —

^

=
^^

— , w = 1 (mod. 2)
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^ 4 fsin X . sin 3 .r , sin 5 a:, "]

1 = -n [-1 + -^r- + ~-^- + • •

-J
^

d. g.

Tt sin a? , sin 3 a? , sin 5 a;, _ ^ -^ n
x = -r- + -ir- + -5- + ---' ;r>.r>o.

Geometrisch genommen wird also hierdurch eine in dem Ab-

stände ^- von der Abscissenachse mit ihr parallele Gerade

von () bis Tt repräsentirt. (Fig. 6.) Setzt man noch x

so bekommt man die Leibnitz'sche Reihe

1 = 1 - i + 1-
-

1 + • •
•

Fig. 6.

2. Stellt fix) jetzt wirklich eine Function von x vor,

ist also z. B. f(x) = x^ so wird in Folge der Beziehung

/
X sin mx d'-[- X cos mx , sin ;«

?7i
"' m^

(-lyWJ+l

die X repräsentirende Sinusreihe so aussehen:

.r = 2 (^
sin 2 a;

I

sin 3 x sin 4 X + ..].2 ' 3 4

und diese Reihe gilt, wie auf den ersten Blick erhellt, für

alle Werthe von x zwischen — % und + tt, d. h. solange x

numerisch < it ist. Räumlich aufgefasst stellt bekanntlich

f{x) = X eine durch den Mittelpunkt des Cordinateusystemes

gehende, unter einem Winkel von 45" gegen die positive

Seite der Abscissenachse geneigte Gerade vor.
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Man sieht noch, dass für x = — wieder die Leibnitz'sche

zum Vorschein kommt.

3. Wird /'{x) = X durch eine Cosinusreihe dargestellt,

so hat man wegen

*.=|/Los^.x=[^+icos..]U[i(_l)^+>+ i]=jl^_^.

TT

je nachdem h gerade oder ungerade ist; -
j x dx =TC. = bQ:

X = l 7t
. 4 fcos X , cos 3 X , cos 5 a;, "1 = = ^

Für a: = 0, = :r folgt hieraus

-J=A .i- . 1 . ..
8 12 ^ 32 J^ 52 T^ • •

•

4. Sei jetzt /(a;) = x sin o:; in diesem Falle ergiebt sich

wegen

fx sin X cos ÄcT ^.t'=4-/.csin (h-{-'i)xdx— ^ /a:sin(Ä— 1) a:6?a;,

.i;sin(Ä:T:l)a;flf.i;= ÄTT" ~l (i^)^ + ^^^^*-' ^^^^

j'a;sinxcosÄxrf..=-|(-l)"-i[-j^-^]=|(_iy+.-,^-

und

f TT

^, = "
/ X sin .c cos X dx =~

I
x sin 2a; ö'a; = — ^:

J? „• , ,
cos a; cos 2 a; , cos 3 a? cos 4 a; , = .r^,^^smx=i-- r.T + vrA ^7^+...,^>^>o.

Doch gilt diese Formel auch für negative Xj weil ^i|^ eine

gerade Function ausdrückt. Nimmt man speciell x = y> ^^

hat man

^ = 1 -L 1___L.4. JL _
4 ^'1.3 3.5^5.7

5. Nunmehr sei /(.r) = cos a x, wo a eine positive oder

negative Bruchzahl bezeichnet.
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Da hier

f 2 cos a X cos h x d x = f [cos (cc-\-h) x + cos (a

—

h) x] dx
u

_ sin(«_-f*)« rin(a-A)^ _ ^j^^ ^ ^ ^_,^, r 1 _ 1-1
a-|-/i ' a— h ^ ^ \jx-\-h a—hj

ist, SO wird

2asino:7tr 1 cos a; |^ cos 2 o: cosSo; ^^
"]

COS a o: — ^ j^-^-^
— ^^^ -|- -^^^, — ^_^ -f- • •

-J

oder

TT cos a TT 1 cosa: , cos 2 o? = :r^ >^ . i
-—; = .T^ 5—T^ + —2—^ — . . . , jr > o: > numerisch.

Einen besondern Fall dieser Reihe stellt die Euler'sche Formel^)

^ cotg a7t=^^ +^^ +^^ + . . .
,

(o; == :r) vor;

ähnliche einfache Reihen ergeben sich für x = 0, x = y.

Nicht ohne Interesse ist hier noch folgende Bemerkung.

Schreibt man die letztere Gleichung in dieser Gestalt

ncoiga:t = \ +^^^'
so folgt durch Integration nach « zwischen den Grenzen

/ und ß (/, a > 0):

u a oo a

% cotg a% (^^ = \ ~~^r 2j J a2-«2'

d. h.

-„2
8*

Mithin wird

sin a TT l 7~7^"'— "^

a sin ^ TT X J ;/- — /'^

und folglich für lim / = 0:

oo

\^ sin«« _ ITT / _ «^ ^ 8in(-«)3r^^>

*) Introdiictio in analysin infinitorum, cap. X. §. 181.

**) Vergl. Moigno Lec^ons de calcul ditt'. et de cal. int. Tome II.,

page 320 und Iliemann's partiolle Differentialgleichungen S. 82.
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6. Wählt man endlich f{x) = e"-'' + r"«'^ und beachtet

die Beziehungen:

.ax ßQg Ji^ dx =
J- Ä«4-a«

TT

Ij;- cos Ax d.. = I ^j:^, [« (-1)" *- -
«J,

{}

n

y*e— COS Äo: dx = f ^^,-_J.-^
[(- «) (- 1)'' e-«- +

«J,

Fig. 7.

J^Tl

i-tt:

folglich

Oa Jie-+ e-^^)coshxdx^l^\e--e-^^

so entspringt

2 a e«''_e-ö« 2a« " a'+l "^ 02+2«

eine Formel, die von x = — n hk x = + ic gilt.

1 cos a: , cos 2 x
"T ^^^OToä • • •

;
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Von Darstellungen beliebiger Functionen durch die Sinus-

Cosinusreihe werden wir später ein Beispiel geben. Erwähnt

aber möge hier noch werden, dass bei einer Repräsentation

von f{x) innerhalb des Intervalles (— n , -\- tc) durch die

Sinus- oder Cosinusreihe die entsprechenden Bilder beziehlich

durch die nebenstehenden Figuren a und h dargestellt werden

können.

§.84.
H

Darstellung der Sinus -Cosinusreihe \ 6„ -j- Z{h^ cosÄo^-f-^^ siuso?)
1

;f ^ sin

durch das bestimmte Integral ^n I
^^ ^^"^^

27C / --/v-y ^_^
sin —:;

—

— ft

Die Reihe S = ^ b^^ -{- 2J [bs cos s x -\- as sin 5 x] lässt
1

sich ersichtlich in der Form

n I
^ ^

I

-f"si^^'^8i^^~f"siö2'9'sin2a; -|-...4- sin«'0'sin7ia;

J

— 71

-\-7t

= -^ Cf{%') dd' [i+ COS (-{^_.t)+cos2(0-—.r)+...+cos/? {d--x)]

— n

schreiben, wenn wir, um Irrthümern vorzubeugen, den Inte-

grationsbuchstaben ^ nennen. Beachtet man nun, dass

n sin(2w-fl)—^-^ cos .V {^—x)=— .} -|- ^ — ist, so hat man augeu-

blicklich die Relation

Lässt sich folglich jetzt nachweisen, dass mit unendlich wer-

dendem n diesem Integrale eine Bedeutung zukommt, so ist

die Convergenz der unendlichen Reihe

\h^ -\- E {bs cos s X -j- ag sin *- x)
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ausser allen Zweifel gesetzt, und zugleich ist ihre Summe

durch den Grenzwerth des Integrales gegeben. Die ganze

Schwierigkeit der Untersuchung ist demnach auf die Discus-

sion eines Integrales zurückgeführt, in welchem ein darin

enthaltener Parameter über jede Grenze hinaus wächst.

Nennen wir nun der Kürze halber die ungerade Zahl

2n-\-\ hy und setzen Avir -^ = -O*', so geht das obige Inte-

gral über in

n—x

n+x

und dieses kann wiederum in die beiden Integrale

71—X 7t-\-X

U

zerlegt werden. Erwägt man aber ausserdem noch, dass der

Voraussetzung zufolge x zwischen — it und -|- tc sich befindet,

so werden die Grenzen der Integrale niemals den Werth tc

überschreiten können, und daher wird nunmehr die Lösung

unserer Aufgabe augenscheinlich von der Beantwortung der

Frage abhängig gemacht, was aus einem Integrale von der

Form / (p{^) .-V ^^> "^ welchem die Constante c zwischen

ü

und 7t liegt, wird, wenn der Parameter 7i ohne Aufliören

wächst.

§. 85.

71

Zerlegung des Integrales. / Yi^^V ^"^ *" Theilintcgrale; Eigcn-

Ü

schuften derselben.

In ihrer völligen Allgemeinheit würde die Behandlung
des so eben orwälmten Problemes mit grossen Schwierigkeiten

verknüpft sein. Diese aber' vermindern sich nicht wenig
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wenn man schrittweis zu Werke geht. Desswegen unter-

n
2

suchen wir zuvörderst das Integral / ~?-^ d^. in welchem" f sin -ö- '

h die angegebene Bedeutung" besitzt.

Da nun |- --— mit
J- -f- cos 2%^ + cos4'^ + •••+ cos2/?'9'

identisch ist, so folgt durch Integration zwischen den Gren-

zen und - sofort, dass

f
2

sin h -9"

B>n*"*=i-*)

Dieses Integral wollen wir in ?i-{-l andere zwischen den Gren-

zen und — , -^ und -j-, —r- und -r-, . . . , -r- und — zer-
h' h h ^ h h ^ ^ h 2

leofen. Alsdann wird für das erste Intervall —.—i- positiv,^ Bin 'S- ^ '

für das zweite dagegen negativ sein, und dieses Verhältniss

im Zeichenwechsel von ^-^-x- wird sich ersichtlich wieder-
8in -ö"

holen bis zu dem Intervalle von ^ bis — , in welchem ^^P ^Ä 2 ' sin -Ö-

das Zeichen plus oder minus führt, je nachdem n gerade oder

ungerade ist. Einem bekannten Satze zufolge aber kommt
die gleiche Eigenschaft den entsprechenden Integralen zu,

und demnach wird das Integral vom Range v, nämlich

2
¥•''

/'sin hd'
, „ f sind'

*) Bringt man I ,: ^wZ-ö- in die Form I v^örv^'ö'undlässt

hierauf ti ohne Aufhören wachsen, so erkennt man auf den ersten Blick,

dass auc^ noch für // = cx) die obige Gleichung besteht, weil

J*

sin d" /*sin d"

,. h sin -r «/

lim , ^ .. „ _ ; ^ ,, „ _
2

ist.

Mkyer, bestimmte Integrale. 16
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Sin ^ '

'-'»:

dessen absoluten Wert-li wir Qy nennen AvoUeii, = + ^^ ^^^^^^

je nachdem v zu den ungeraden oder geraden Zahlen gehört.

In zwei auf einander folsjenden Intervallen

- fr TT r+ 1
erwirbt ferner die Function sin h d- nume-

risch stets dieselben Werthe, die Function sin d- dagegen

wird in dem folgenden Intervalle grösser, als in dem vorher-

orehenden. Daraus fliesst, dass -^—^ zwischen den Grenzenö ' sin iT

(v

—

l)yund^ absolut genommen einen grössern Wertli

besitzt, als in dem Intervalle von —'^ bis '^^tz^^ ja selbst

für die beiden letzten Integrale

" 2

/sin Ä -0" , fx 1 /"sin h& , ^v

—r—=- dd- und 1 —.—^ dd"
sm & f sin '9'

,
_ TT 71 7t

^"-'^
n -T

leidet dies keine Ausnahme, üie q müssen daher eine fallende

Reihe bilden.

In mehr analytischer Weise wird man das Gesagte durch

f()l«CtJU(les Verfahren bestätigten. Das Integral

J

V 71

Sin -ö"

(v-.,f

liegt zwischen dem grössten und kleinsten Werthe von -r—-

innerhalb .des Intervalls (-'^^^'^,^7-), diese multiplicirt mit

h

dem Integrale / {^- sin// ,7) d^= y. In Zeichen aber heisst dies

"<
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p- < ~^~-„-
l

"""' 9- > -b • p
sin (v— 1) ,

sin ,

1111(1 wenn -.- inul
J|^

dio Greii7x*n des Integrales bezeichnen,

so ist

Q
^1 1 1 / 1 1

8in ,

h

Mithin hat man das nebenstehende System von Ungleich

heiten

:

2 1 ^21 ^1
TT

A h

und

^2 1 ^2 1 ^ ^ 1 ^

^2 < 7r
• T~7r^ ^=^ < //

• TT^^ • • • ^"+^ <
/.

• Ti;^^
sin- s.n-^- sm—

aus dem

?J > ?2 > ^3 > • • • > ^"+1

folgt.

Da nun

-| = 9, — (>2 + (>3 — • • • ± (>"+l
2

ist, wo in dem letzten Gliede das Zeichen + oder — gilt,

je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl ausdrückt; so

muss für 2m < n

^ >(),—().,+(»3—...—^2;« und y <(>,—^2+^;i"--~^-i'"+^^'«+»

sein. Denn im ersten Falle sind die Differenzen (>2v,-f-i
—

(>-2///+2r--

positiv, im zweiten dagegen führen die Ausdrücke

(>2//;+2 + (>2w+3? ^2«i+l + ^2//(+:.7 . • •

das Zeichen minus.

k
10*
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§. 86.

c

Grenzwerth des Integrales T = /qp(^)-!?;V ^^^ f"** ^^==<^> wenn
sin ^

< f < — und qp {^) stetig ist.

I.Fall. Die Function (pip) nimmt nie zu und bleibt

stets positiv.

Wir betrachten jetzt das Integral

c

ß-r—— W (d-) cid'
Sin -9- ^ ^ ^

und setzen darin vorerst < c < y und g)(0') als stetige

Function von ^ voraus. Ausserdem aber fügen wir noch die

Beschränkung hinzu, dass die Function (p{d), während '^ von

bis c wächst, immer positiv bleibt und nie zunimmt, wohl

aber stellenweis oder für das ganze Intervall denselben Werth

behalten darf.

Auch hier denken wir uns zwischen und c Vielfache von

-- und zwar s derselben einofeschoben, nämlich --, -p-, . . . -r-

,

wobei wir ^ noch kleiner, als c, -^\^ aber gleich oder

schon grösser, als c annehmen. Dies hat offenbar zur Folge,

dass s + 1 5 — > 5, also s die grösste in — enthaltene ganze

Zahl ausdrückt und somit höchstens = n sein kann. Zer-

legen wir nun das Integral T in s -j- 1 andere zwischen den

Grenzen und ^, ~ und -j^, . . . V^ und c, so ersehen wir

sofort, dass auch hier die einzelnen Theilintegrale abwechselnd

positiv und negativ sind, indem über das Zeichen derselben

nur der Factor . -^ entscheidet. Und ebenso leicht kann
Hin 0-

man sich überzeugen, weil cpiß) nie zunimmt, dass jedes

folgende Theilintegral numerisch kleiner ist, als das vorher-

gehende. Wünscht man einen förmlichen Beweis, so sei wieder

der Kürze wegen der absolute Werth des Integrals vom
Range v durch ein einfaches Zeichen, Rv<, dargestellt, so dass
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A

In dem Intervalle von
,

bis ^ ,^ ihidern ^^?
_ und g? (0-)

ihr Vorzeichen nichts und zAvar ist sin h d" negativ oder posi-

tiv, je nachdem v zu den geraden oder ungeraden Zahlen

gehört. Nun ist g) (0-), sowie sin -O* stets positiv und dasselbe

gilt von der Differenz -^ — —7—~5 sonach findet in +/^r das

obere oder untere Zeichen Statt, je nachdem v ungerade oder

gerade ist.

Ferner erhellt, dass in dem Intervalle ^'^—'—^ ^ das

Maximum und Minimum der Function (p (0-) beziehlich

heissen; nur wenn (p (^) constant

le zusammen. Nach einem bekannten

9,p_.L)5Ju„dyp

bleibt, fallen diese Wert
Satze liegt daher + -^v zwischen

Vrt V7t

(v-l)it {v-l)n

h h

das giebt mit Zuziehung der im vorigen Paragraphen an-

gewandten Bezeichnung

Rv<Qv^ p^^—l und RrSQvCp {~^\

folglich

Rr+l 5 Qv+i (P ("Y) ^^^^ ^'+' > ^+' ^ [^~l-

Da nun q,. > ^,.|_], also auch q^ 9^ i^f^j > ^»H-i 9^ ('j} ^^^'

so muss nothwendig By > Ilv+i sein.

Statt des Integrales T erhalten wir mithin die Reihe

T=R, — ll, + n, - . . . ± Bs+i,

in der jedes vorhergehende Glied grösser, als das nachfolgende

ist. Brechen wir daher wieder bei dem 2tn^'"' oder 2m + !*'"'"

Gliede ab, wo 2m <. s, so gewinnen wir die Beziehungen
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T > Ry — R. + 7/3 — ... — /?2.o

T<R,-~ R. + R^—... — R2.n + ^2,«+i-

Und ersetzen wir in der ersten Ungleichheit />'|, Z?;,, 7?5, • • • 7?2//i 1

durch ihre iintorn, //.,,//,,... /iV« ^iber durch ihre obern

Grenzen, so kommt

T> {Q—Qi)^{^f)+{Q'6~-QA)^{^n) + • • •+(92..- 1—M9[--'i"—""] •

In ganz ähnhcher Weise werden wir aus der zweiten Un-

gleichheit die folgende erzielen:

Diese Grenzen des T aber können wir noch bedeutend enger

ziehen, wenn wir erwägen, dass die Functionalwerthe

95(0), <p(y); • • • ; l'^illö sie nicht dieselbe Grösse beibehalten,

eine abnehmende lieihe bilden, also anstatt 9^( 7 )? 7^
(V )r •

in allen Fällen qp(''''''^) substituirt werden darf, ujid dass die

Differenzen q^ — q.,, q.^ ^ (>.,,... ;
q., — q.^, ^j — (>5, . . . stets

positiv sind. Vermöge dieser Beziehungen dürfen wir näm-

lich diese Ungleichheiten bilden:

^ > [Qi — Q2 + Qi — Qi + " + Q'i"-i - Q'^Ä "P (""F)

und

Nun gelten aber, weil 2m < 5 < fi, nach dem vorigen Para-

graphen die Relationen

y + Q-im+i > Qi
— ()._,+ .. .

— Q>>u + Q2>H+i)

\) — Q2,>,+i --^ Qi — (>2 ~r • • -•
— ^^«';

und demnach wird einerseits

andererseits dagegen

sein müssen.
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Lassen wir jetzt ii ins Unendliche wachsen, so niuss

auch s seiner Bedeutung zufolge über jede Grenze hinaus

zunehmen, und folglich kann auch 2ni jeden beliebig grossen

Werth überschreiten. Weil aber 2m bloss die einzige Beding-

ung 2fn < 71 zu erfüllen braucht, so dürfen wir offenbar 2m

in der Weise zunehmen lassen , dass lim —- = wird. In-
' n

dem wir aber diesen Fall hier voraussetzen, bekommen wir

augenscheinlich die engsten Grenzen für T. Denn nun muss

lim[<p(0)-9^(^---)]=0

sein, und weil ausserdem wegen

mn . "Imn ^ ^"'"+^ ^ i'lm-^l)n - ,^
."

, jrsm—r- ^ ^ ' sm(2;A<+l)—
h n

für ein unendlich werdendes n Q-^m+i luit Null zusammenfällt

und demnach

[j — ^2..+i) fp {^'y\ und (^ + Q2>n+i\ (f ß'y)

beide in — cp (0) übergehen: so muss uothwendig die Be-

ziehung

lim J=-^-9)(())

Statt haben, sofern ,(>, jmr endlich bleibt. Dies aber ist

wirklich der Fall, wie man sogleich aus der Bemerkung

schliesst, dass

^' f Sin -e- L'^^^'^J^
- .

dieser grösste Werth von

^^ =1 + 2 (cos 2'9- + cos 4^ + . . . + cos 2nd-)
sin 'S-

' ^
' ' ' ^

aber für d- = erscheint und 2//-|-i heisst und dass somit q^
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niemals die Grösse it erreichen oder gar überschreiten

liann.*)

2. Fall. Die nie zunehmende Function cp(%-) kann
auch negativ sein.

Die in 1. gej)llogene Untersuchung setzte voraus, dass

die zwischen und c stetige Function (p(?f) nie zunahm uud

stets positiv blieb, wenn -O- von bis c wuchs. War mithin

5 -O"' < -O"" <; c, so musste in Folge dieser Annahme

(p {%'') 5 9 (^") sein, und beide Functionalwerthe mussten posi-

tive Grössen bedeuten. Die Bedingung (p{%'') 5 ^ip'") wollen

wir auch jetzt noch beibehalten, die andere aber dahin er-

weitern, dass die Function cp {%) auch negativ sein darf. Als-

dann lässt sich immer eine so grosse positive Constante a

bestimmen, dass in dem Intervalle (0, c) (p{^)-\-a stets posi-

tiv ist. Mithin können wir jetzt unsern in 1. gefundenen

Satz auf die Function q){d)-\-a anwenden und erhalten daher

die Beziehung

Dieses Integral aber bildet die Summe der beiden Integrale

c c

/ „ wid) dd^ und / —.—^ a dd^.

J sind' ^ ^ '' J smd- '

ü

von denen das letztere mit unendlich wachsendem ?t der Grenze

^ sich nähert, weil in 1. die Function cp{'d') für den ganzen

*) Die Endlichkeit von q^ lässt sich auch so nachweisen:

(>i < 2 + ^2; 92 <

also

71

Sin ,

k

sin ,

h

die aber giebt ]^ TT
I

Tl

n
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Umfang des Iiitervalles eine Constante bezeichnen darf. So-

nach ist auch jetzt noch

3. Fall. Die positive oder negative Function cp{d')

kann eine vv^achsende Function von d- bezeichnen.

Nimmt die Function (p{'d') in dem Intervalle (0, c) alge-

braisch nie ab, so kann die Function — ffW nie zunehmen.

Wächst nun n über jede Grenze hinaus, so muss dem Obigen

zufolge die Grenze des Integrales

Y — ^ (^) Geissen. Es ist aber

also

ü U

und demnach

*0

Fassen wir mithin sämmtliche Einzelfälle zusammen, so

haben wir den Satz: Bezeichnet c eine jiositive Con-

stante, welche <^ ^ ist, und (p{^) eine solche stetige

Function von -O-, die, während -9" von bis c wächst,
nie vom Abnehmen ins Zunehmen oder umgekehrt
übergeht: so muss das Integral

./
Bin 'S- ^ ^ / '

wenn man darin der positiven ganzen Zahl /i immer
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n
grössere Wertlie beilegt, von der Grösse - g) (0)

immerfort um weniger als ein beliebig Kleines ver-

schieden sein.

§. 87.

Grenzwertli des Integrales 1 -^q. ^{^) d^ f"i' « = oo, weim

%

< ö < c <J — und die Function cp {%-) keine Maxima und Minima

besitzt.

Der im Vorhergehenden gefundene Lehrsatz liefert uns

das Mittel zur Beantwortung der Frage, was aus dem Integrale

wird, wenn in h = 2n-{-l die ganze Zahl n unendlich grosse

Wertlie erwirbt und die Constanten b und c der Bedingung

< Z^ < c < -J genügen und (p (p) eine solche stetige Func-

tion von t> bezeichnet, die, während d' von bis c wächst,

nie vom Abnehmen ins Zunehmen oder umgekehrt übergeht.

Da nämlich die Function cp (ß) nur für das Intervall von

bis c gegeben ist, so bleibt die Art ihrer Fortsetzung

ausserhalb des genannten Intervalles ganz der Willkür anheim-

gestellt. Setzen wir daher die Function von b bis so fort,

dass sie stets denselben Werth (p{b) = cp(0) beibehält: so

haben wir oftenbar jetzt eine Function (piß), die für das

Intervall von bis c ganz den Bedingungen des vorstehenden

Theoremes Genüge leistet. Und daher ist

Zerlegt man aber das Integral in die folgenden beiden

* c

/y

und bedenkt, dass das erstere für ein unendlich grosses
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n = -, q){b) = -y 9)(0) wird; so muss augenscheinlich die Be-

zieliuijff Statt finden

i-/i>'^'^W''^=«.

Mithin folgt Dirichlet's zweiter Satz:

Gelten für die Constanten b und c die Beding-

ungen < Z? < c ^ y, und bezeichnet (p {^) eine

solche stetige Function von ^j die, während -ö- von
bis c wächst, nie vom Abnehmen ins Zunehmen

oder umgekehrt übergeht; so muss für ein unend-
lich grosses n der Werth des Integrales

./
sni -9- y^ \ J

die Null sein.

§. 88.

(lülligkcil der Diriclilcl'sclien Lehrsätze für eine Jilternireiul

ab- und zunehmende Function fp(^). Fall der Discontinuität.

Nimmt die vorläufig zwischen und c noch stetig

bleibende Function (p{^) an einzelnen Stellen e^ 6',, c'.^ . . .

abwechselnd zu und ab, so wird wegen der Gleichheit

c c <,

+ r-^':^'Pi»)d» +

für ein unendlich grosses ?i das erste der Integrale rechts

^ cp(0) zur Grenze haben; die übrigen Integrale hingegen

sind sämmtlich mit Null gleichbedeutend. Denn während

d' von bis c wächst, ist für den ganzen Umfang eines jeden

der Theilintervalle (0, 6'), {e, eJ^) . . . die jedesmalige Natur der

Function cp{^) keiner Aenderung unterworfen. Die obigen
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Lehrsätze gelten somit auch für eine alternirend ab- und zu-

nehmende Function q) (d-).

Die Function qp('9') ist bis jetzt immer als stetig voraus-

gesetzt. Auch diese Beschränkung kann dahin erweitert

werden, dass innerhalb der Grenzen und c oder b und c

die Function 9) (9") an einzelnen Stellen den Charakter der

Coutinuität verlieren darf, ohne indess jemals unendlich zu

werden. Die Richtigkeit dieser Behauptung erhellt wiedrum

sofort, wenn man auch in Bezug auf diese besondern Stellen

die Zerfällung des ursprünglichen Integrales in Theilintegrale

vornimmt und nun wie vorhin schliesst.

Ist z. B. 9(0') eine solche Function von -ö", die, während

& von bis c <J ~ sich bewegt, an den Stellen <?j, c^y ... e,.

endliche Sprünge macht, ausserdem aber zwischen e.^ und ^4,

€,—1 und er an den Punkten s und rj vom Abnehmen ins

Zunehmen oder umgekehrt übergeht; so wird man das Integral

j
(pf-O-lW--^ dd' in r 4- 3 zwischen den Grenzen und e,.

e^ und 62, ... , ^3 und f, s und ^4, . . . , ^,._i und iq, rj und ^,.,

Cr und c zerlegen und auf diese unsere obigen Lehrsätze an-

wenden. Alsdann folgt sofort, dass

sein muss, indem die übrigen Integrale sämmtlich die Null

zur Grenze besitzen.

Die Dirichlet'schen Theoreme verlieren selbst dann ihre

Gültigkeit nicht, wenn die Function (p{%) für einen oder

mehrere zwischen und c oder J) und c befindlichen Werthe
unendlich wird, vorausgesetzt, dass das Integral

von ^ = 0, (//) bis d- = c endlich und stetig bleibt.

Um hiervon sich zu überzeugen, wird man bloss für

einen dieser besondern Werthe eine näliere Betrachtung an-

zustellen haben, weil die Verallgemeinerung nicht die geringste

Schwierigkeit bietet. Auch bedarf nur der erste Satz einer
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ausführlichem Erörterung, da im Wesentlichen für den zwei-

ten bloss eine Wiederholung der nachfolgenden Schlüsse

nöthig ist.

Dem gemäss werde zwischen und c die Function <jp('0')

nur für ^ = a unendlich , wo also a stets einen vofl ver-

schiedenen Werth besitzt. Bezeichnen wir nun durch b eine

von h unabhängige, positive Grösse; so folgt durch Zerlegung
c

des Integrales I ^^^-öt 9 ('^) ^'^ iii ^i®^ andere zwischen den

Grenzen

und « — f , a — £ und a , a und a + f , a + f und c,

dass für das erste und letzte derselben beziehungsweise

-^9(0) und die Grenzwerthe vorstellen, wenn ä, d. i. n

unendlich wird.

Die Grenzen des zweiten und dritten Integrales aber

wird man entdecken, wenn man die beliebige Grösse £ so

klein wählt, dass sowohl zwischen a — £ und «, als auch

innerhalb des Intervalls von « bis « + £ die Function 9? {^)

niemals das Zeichen wechselt, was freilich nicht ausschliesst,

dass beim Durchgange durch das Unendliche die Function

9)(0') ein anderes Vorzeichen erwirbt.*) Denn nun gelten

in Bezug auf die absoluten Werthe augenscheinlich die

Beziehungeu

« a

am& ^^ ^ ^ Bin {a— s)J ^^ ^ siii(a— «)

*)

*) Ein derartiger Fall würde z. B. eintreten, wenn qp('9') für alle

Werthe von -O* <^ « mit identificirt wird, dagegen für ^>a
"lYtt — ^

die Function repräsentirt. Alsdann ist oflFenbar

l\%) = ya—^ — Va, oder = V'^—a — Vä.

je nachdem & < a, also fortwährend eine stetige Function von ^, deren

beide Werthe für & = u zusammenfallen.

Man vergl. über diesen Beweis: Dirichlet. Sur les series dont le

terme gendral depend de deux angles, et qui servent a exprimer des

fonctions arbitraires entre des limites donnees. Grelle Journal 17;

Seite 35 etc.
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niul

a

welcheti Werth h auch annehmen mag. Der Voraussetzmig

/Aifülge aber ist a von inid wegen a < -- auch von jedem

andern Vielfachen von tc verschieden; die Grenzen der beiden

Integrale müssen daher für ein unendlich klein werdendes s

mit Null zusammenfallen.

Wie klein indess die von // uuabhängige (U'össe e auch

gewählt werden möge, stets bleibt für ein unendlich grosses h

und demnach muss für h = oo auch — 9(0) den Grenzwerth

des Integrales

c

I in 'S- ^ ^ ^

ausdrücken.

§. 89.

Die Coiislaiite c überschreitet den Werth —

.

2

Wenn die in unsern frühern Betrachtungen < ,. voraus-

gesetzte Constante c zwischen ^ und 7t liegt, so folgt wegen

71

c 2 c
/* / £. >. sin Ä <Ö- ,„ /• / Q.N sin // o)- , o^ ,

/* .«.xBinA-S- ,q.

dass das erstere von diesen Integralen beim Uebergange zum

Unendlichen mit ^ ^(O) oder deutlicher mit ^ (p{+^) iden-

tisch wird. \)(^.\\ (ifreiizwerth des zweiten Integrales dagegen

wird man cniiiib'ln^ iiaclidciii innii dasselbe mittelst der Sub-
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7t—

C

stitution %^ == 7t — %^' m — j cp {n — d-) ^~l ' dd- umgesetzt

7t

hat. Doiiii nun ergiebt sich auf den ersten Blick, dass für

- < r < TT das Integral mit unendlich wachsendem n der

Null sich nähert, dass liingegen für c =^ 7t

limJV {n - 9) ^^1^ rf^ = ^ 9, (;r- 0)

U

ist. Und daher besteht jetzt folgender Satz:

I. Erfüllt die positive Constante c die Beding-

ung -- < c < :7r, so ist für ein unendlich grosses ?i

besitzt aber c den Werth 7t, so hat man

inn/«pW ^W ^^ --= I [^('^-0)+ 9>(+0)].

Obgleich für das unmittelbar Folgende eine grössere Ver-

allgemeinerung dieser Betrachtungen überflüssig ist, möge
doch das nachstehende Theorem Dirichlet's hier ebenfalls

noch eine Stelle finden.

II. Bezeichnet a irgend eine positive Constante,
heisst ferner l7t das grösste in a enthaltene Viel-

fache von ;r, und stellt endlich q){'d') eine von '9-=0

bis d'= a stetige Function von 0" vor; so unter-
scheidet sich, je nachdem a von Ijt verschieden,
oder mit /jr gleichbedeutend ist, für ein unendlich
werdendes ;/ das lutea' ral

SUl & ^ ^ ^

entwiulcr von dem Ausdrucke

J
•sin h &
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oder von diesem
/—

1

zuletzt um weniger als jede noch so klein gewählte

Grösse.*)

In der That, man hat zunächst die Gleichung

ü in

Zerlegt man nun das erste Integral in 21 andere zwischen

den Grenzen und y, y und ~~, . . ., (21— 1) y und 21 y
und schreibt in den einzelnen Theilintegralen anstatt d-

0^7t — d',7t + ^,2jt — ^,27t + ^j . . . l7t — d",

so wird in sämmtlichen Integralen die Variabele d" von

bis y sich bewegen, wenn man bei den Integralen vom ge-

raden Range eine Vertauschung der Integrationsgrenzen noch

vornimmt. Und daher wird unserm frühern Lehrsatze zufolge

für 71 = (x> die Grenze von

'o

augenscheinlich mit

f [y(0)+ 9>(3r-0)+ 9(^+ 0)+ ...+ 9)(/;t-0)]

identisch sein, also für den Fall einer stetigen Function

durch den Ausdruck ;r [^ 9? (0)+ (jd (;r)+ g) (2 ;r)+ . . .+ ^ 9) (/ ;r)]

dargestellt werden. Offenbar repräsentirt derselbe auch die

Grenze des Integrales von bis «, wenn in dem zweiten der

obigen Integrale (1) die Constante a der Zahl 1% gleich ist.

Und sind ö und lit von einander verschieden, so wird man

*) Dirichlet. Sur Tusage des integrales dötiuies dans la sommation
des söries finiea ou infinies. Grelle. Journal Bd. 17. S. 57 ft".
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vermöge des vorhin ])ewiesenen Lehrsatzes I. aus der Be-

ziehung

n ft — In

l n

sogleich die andere folgern:

a - In

Beide Resultate aber vereinigt zeigen die Richtigkeit des

obiö'en Theoremes.

§. 90.

00

Convergeiiz der Reihe \ h^ -)- Z {h^ cos s .v -{- a^ sin .? .r)

Gestützt auf die vorhergehenden Lehrsätze können wir

nun den Beweis liefern, dass die unendliche Reihe

CO

J- b^^ -\- U (bs cos s X + as sin s x)

stets convergirt, wenn ihre Coefficienten den ])eiden Glei-

chungen

+ n n

bs = j f{x) cos s X d X, öfs==— / fix) sin s x d x

— TT —n

gemäss bestimmt werden. Selbstverständlich wird dabei unter

f{x) eine solche Function von x verstanden, die für den Fall

der Discontinuität bloss endliche Sprünge macht und welche

innerhalb der Grenzen — n und + jr nur eine beschränkte

Anzahl von Maximis und Minimis besitzt.

Die Summe S der 2n-\-\ ersten Glieder dieser Reihe hal)eij

wir früher bekanntlich durch das bestimmte Intej^ral

f^ sin(2.+l)?7^

*y sin

ausgedrückt und gesellen, dass dasselbe in die 1>eiden Tnfegrale

Mkykk, bestimmte Integrale. 17
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sich zerlegen Hess, wo x nur von — jr bis + jr sich bewegen

kann. Erreicht folglich x weder den einen, noch den andern

dieser Grenzwerthe, so ist offenbar für ;? = cx>

lim w; = i /-{x — 0), lim v = i fix + 0).

Wird aber x == — Tt, so hat man, weil tv = Oj

lim t; = i [/(— 7t + 27t-0)+ /(— :r + 0) ]

= 1 [A^-0)+/(-;r + 0)].

Und fällt X mit -|- 7t zusammen , so wird nun v = und

lim iv=i [fiTC -27t+0) +n^-0) ]= i [/•(-^+0)+/"(^-0)].

Sämmtliche Fälle vereinigt begründen demnach den Satz, dass

die unendhche Reihe

^ b^^ -\- 2J (ps cos sx -{- eis sin sx)
1

immer convergirt und den Werth ^ [/'{x + 0) + /'{x — 0)]

erhält, sofern — ä < o; < + ^; dass hingegen ihre Summe
für die Grenzwerthe x = ^tt- mit dem Ausdrucke

![/•(„ _0)+/-(-;r + 0)] .

oder einfacher mit ^ [/(+ 7t) -\- f(— Jt) ] äquivalent ist.

Bezeichnet mithin /'{x) eine zwischen — 7t und -j- 7t

stetige Function von Xj so wird im Allgemeinen die Sinus-

Cosinusreihe

CO

^b^^-}- Z:(bs cos sx-{- eis sin sx)=f{x) , wenn — ;r<a:<4-^; und
1

= i [f{^) + /"(— 7t)], sofern x = ^7t.

Für alle Werthe von x =^ — 7t bis x = -\- 7t wird sonach die

Functi9n f(x) durch die genannte Reihe dargestellt werden

können, wenn f[x) eine gerade Function von x ausdrückt.

Ist dagegen /(

—

x) = —fix), so kann die Sinus-Cosinus-

reihe nur dann für sämmtliche Werthe von x innerhalb des

Intervalles (— 7t, -{-7t) mit der Function /{x) gleichbedeutend

sein, wenn /(jt) und /(— 7t) mit Null zusammenfallen.
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§. 91.

Coiivergenz der Sinus- und Cosinusreihe.

Die Bildung der Sinus-Cosinusreihe wurde beim Beginn

der bislang gepflogenen Untersuchungen auf die bekannten

Eigenschaften der Sinus- und der Cosinusreihe gegründet,

wonach jene zur Darstellung einer der Bedingung /(

—

x)==—/"(x)

unterworfenen Function zwischen den Grenzen (— jt, tc) ge-

eignet schien , diese hingegen eine Repräsentation einer ge-

raden Function innerhalb des genannten Intervalls zuliess.

Diesen Zusammenhang nun haben wir später ganz ausser Acht

gelassen. Es liegt uns daher jetzt die Verpflichtung ob, in

Kürze zu zeigen, wie aus der Convergenz der Sinus- Cosinus-

reihe die der beiden besondern Reihen von selbst entspringt.

Zu dem Behufe denke man sich, vorerst die Function f{x)

für den halben Umfang des Intervalls (— 7t., -{-7t), nämlich

von bis + ^ ganz beliebig gegeben und setze dieselbe für

die zwischen und — 7t enthaltenen Werthe nach einander

den beiden Gleichungen

/(- X) = /(«) ,
/(- -^0 == - rix)

gemäss fort. Diesen Fortsetzungen der Function /'{x) auf der

negativen Seite der x entsprechend werden alsdann die Coef-

ficienten a,n oder b,n aus der Sinus-Cosinusreihe

^ V / ^'9- f(d-) cos m {d- — xy-)

von selbst verschwinden, wodurch wir nunmehr Darstellungen

der beliebigen Function f{x) durch eine Cosinus- oder Sinus-

reihe gewinnen.

Wird die Function f{x) der Gleichung f{—x) = f{x) ge-

mäss für negative x fortgesetzt, so kann für x = keine

Unterbrechung der Stetigkeit von f(x) eintreten, und /"(— 7t)

wird mit /'{n) gleichgeltend sein. Für a: = ist daher

die Summe unserer allgemeinen Reihe = /(O) und für

a* = + TT mit f{7t) identisch. Bedenkt man jetzt weiter, dass

k

*) Diese kurze symbolische Form der Siuus-Cosinusreihe werden wir

bei den später folgenden ,,Fourier'sclien Integralen" begründen.

17*
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n

h,„ = \ \ d^f{%) cos m^=^\\ d^f(%f) cos m^
— rt — n

n n

+ / d^ f{%) COS m^ = ^ / d^ f(^) cos 7n%'

*o

und ebenso a>n = ist , so wird nun die von x = bis x == 7t

oanz willkürliche gegebene Function f{x) durch die Reihe
n

\ h,^ + h^ cos x-\-^'i cos 2.r + . . ., l,,, =
f
f{x) cos 7nx dx

(t

vorgestellt, welche auch noch für die das Intervall begren-

zenden Werthe und % gültig ist. Als selbstverständlich gilt

dabei die Bemerkung, dass, wenn f{pc) innerhalb und it un-

stetig in der früher angedeuteten Weise wird, die Reihe für jeden

solchen Werth von x dem arithmetischen Mittel aus den ent-

sprechenden Werthen /(.r-fO) und f{x—0) gleich zu setzen ist.

Wird aber zur Fortsetzung der Function f{x) für nega-

tive x die Gleichung /'(— x) =^ — f{x) benutzt, so wird im

Allgemeinen für.a; = eine Unterbrechung der Continuität

von f{x) eintreten. Die allgemeine Reihe besitzt folglich für

X = die Summe , und dasselbe findet an den Grenzen

.T = + ;r Statt. Erinnert man sich also noch, dass jetzt

n

h„^ = und a,„ = 1 dx f{x) sin 7nx ist, so zeigt sich, dass

die Sinusreihe im Allgemeinen für x = und x = 7t nicht

mehr zur Darstellung der willkürlichen Function /'{x) von

<> l)is TT ])Oiiui/t werden kann, was jedoch wegen sin 0=--()

-^ sin 7t sicli ganz von selbst ergiebt.

§• 92.

Dio Darstclliiim' einer Fmictioii diireli trigoiiomolrisclio Keilien

ist mir aiiC eine Weise initg-licli.

Die vorhergehenden Betrachtungen zeigen also unzweifel-

haft, dass die iia( h Sinus oder Cosinus oder beiden Functionen

loriscIirtilciKlcii iH'ihcii stets zu den convergirenden gehören,

\\<'iiii iliK- ( o(rti( iciii. II in der au<^e<i:ebeuen Weise bestimmt

wirdt'ii. Nur (lies ist hishiii^- uichi «'iifschicdeii , o)» die Dar-
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Stellung einer gegebenen Function innerhalb der bekannten

Intervalle nur auf eine Art möglich, also die Entwicklung

eine in sich völlig bestimmte ist.

Nehmen wir, um hierüber Aufschluss zu erhalten, ein-

mal an, dass für eine beliebige Function f{x), die wir der

Kürze halber stetig voraussetzen , die Gleichung bestehe

/'{x) = /3y + /3i
cos cT -f- ft cos 2 :«; + ••• + ßn cos nx -{- . . .

+ «j sin X -\- cc^ sin 2x -\- . . . -\- a,i sin nx -\- . .

.

Wird dieselbe nach einander mit cos /nx dx und sin mxdx
niultiplicirt und darauf zwischen den Grenzen — it und -f- ^
integrirt, so ergeben sich die beiden Beziehungen
-4- TT «=» 7t ll-^ZTi Tt

J/\x) cosmxdx= 2Jß„fcos n x cosm x dx+ 2Jc(„fsin nx cosm x dx
— n n=zO — TT fi=zl —7t

und
7t Vi 71 CC 7t

Jf(x) sin mx dx= Uß„fcos ?i x sin /nx dx+ 2Ja„fsin n x sinmx dx.
— 71 0— TT \ —7t

Nun findet sich aber leicht, dass die Integrale

7 -4- TT 71

J'cos nx cos mxdx, /cos nx sin mxdx, J'siu nx sin mxdx
— 7t —1t — Tt

immer der Null gleich sind, sofern die ganzen Zahlen m und n

nicht zusammenfallen. Nur wenn m = n, ist:

Tt

j'cos ni y' (l.r= 7t , oder =2;r, je nachdem //i > 0, oder /7«= 0,
— 71

und
n 71 ^

I
sin ///,/- (/.K ==.

^ |*(l — cos 2m x) dx = n.
TT

' '~7t

rr

Das Integral / sin nx cos mx dx oder — was dasselbe — das
rr

rr

Integral j siu mx cos nx dx dagegen l)esitzt in allen Fällen
- 71

den Werth Null.

Hieraus aber folgt mit Nothwendigkeil

TT

ß,u ^--
I

/'{.r') cos mx dj\ d. li. ß,,^ = 0,„,

Tt

71

•2ß„«=J rix)>ix, .1.-. /i„--i/'„
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und
n

a,„% = / /(.r) sin mx dx^ d. i. a,n = fl'«,.

- n

Die Untersuchung für die Cosinus- und Sinusreihe können

wir unterlassen, weil sie, wie wir wissen, schon in der obigen

Betrachtung mitbegriffen ist.

§. 93.

Erläiiterniigen über die Simis- und Cosiiiusreihe , wenn das Inter-

yall von bis n eine Aenderun^ erleidet.

Die Reihen

\ ^0 + ^1 cos X + /^.2 cos 2 a; -f- • • • = '^{x)

und

a^ sin .T + «^2 sin 2 a: + . . . = %{x)

,

welche wir abgesehen von ihrer Summe kurz durch die ge-

nannten Symbole bezeichnen, sind Functionen von x, welche

ähnliche Eigenschaften besitzen wie der Cosinus und Sinus.

Namentlich ist

V (— .r) = ^ (x)

,

^{x±2s7t) = jjj{x)

und

Hat demnach die von bis jr durch die Reihe ip {x) oder % (x)

auszudrückende Function f{x) nicht die nämlichen Eigen-

schaften wie die zu ihrer Darstellung benutzte Reihe, so kann
auch von einer Identität über das Intervall von bis it hinaus

gar keine Rede mehr sein.

Setzt man z.B. x = \ =- %{x), so ist bekanntlich für

< o: < ;r

n sin a: , sin 3 a' , sin ö^r ,

T = -r + -3- + —5- + • •

•

Dieses Resultat aber würde völlig unbrauchbar werden für

— jr < a: < 0; alsdann muss nothwendig diese Gleichung

Statt finden:

5t sin a;
I

sin 3.r 1^ sin 5a; _.

\ ~ "1 I 3 f" "5 T
•

• ^

weil sonst die Reihe die Zahl ^ nicht darstellen könnte.
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Nehmen wir hingegen f{x) = y, so wird für negative .r

auch f{x) negativ, und wir dürfen nun behaupten, dass

X sin X sin 2x . sin 3a? ^ ^ i tj-x

2 = —l
2

1

^3

•
• • '

—n<X<+ TT*).

Für grössere Werthe von x als % , z. ß. für ;r < .r < 3;r,

würde dagegen nicht mehr die Gleichheit der Function f{x)=^x
und der Sinusreihe bestehen, weil \ {x -\- 27t) nicht = ^ x
ist. Soll daher für tt < o: < 3;r eine Function

^/ X sin a? sin 2 a: , sin 8.x'

f{x) = -^ ~ + -^3 ...

sein, so muss diese Function die Eigenschaft f{x)=f{x — 27t)

besitzen, weil die Sinusreihe nur auf die Function, deren Ar-

gument zwischen — 7t und -f- 7t sich befindet, unmittelbar

angewendet werden darf. Dieser Bedingung aber genügt das

Argument x — 2;r, wenn x zwischen 7t und 37t sich bewegt,

und daher ist nun dem Obigen gemäss

X — 2 TT sin (a;— 2 w)

2 ~" i

d. g.

sin X sin :

sin
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Gesetze gebildet werden. Die Integrale für b,n und a,n mit

den Grenzen (0, n) oder (— tt, , it) zerfallen nämlich jetzt in

so viel andere als Aenderungen in der Natur von f{x) ein-

treten *, die Grenzen dieser Theilintegrale sind durch die Stellen

angezeigt, an denen ein Wechsel in der Bildungsweise von

f{x) Statt findet, und der Functionalfactor f{x) ist in den

einzelnen Theilintervallen durch die dort vorkommende, be-

sondere Function von x zu ersetzen.

Sei beispielsweise die durch eine Sinusreihe zu repräsen-

tirende Function f(x) nur beliebig von bis -^ und zwar

= (p{x)j für das Theilintervall (y, ;rj hingegen der Be-

dingung f\x) = q){7t — x) unterworfen. Alsdann wird

n

<fm = " / /'{^^') «iil ^fi-V (ix

7t

--^
i' [ / 9^W '^"^ "^^^^ ^•*' + / ^[-^— x) sin mx dx

,

aber

f(p{n-x)mi\ ///.rf/.r J (p [tt— (x+ 7i)
] sin m {x+ ti) da

^ " j^{^) sin m{7t ~ ai) dx = (— \)"'^' J(p{x) sin mx d,,

folglich

l-f(-l)'"+'
\J

(p{x)>in

0, /« gerade

irnxdx

IJ'pU •) sin m.} (Lr ungerade.

Die beliebig«' Function cv{x) ist daher für das Intervall

bis ^ (hu-strlllMr durch die Eeilic

a^ sin X -f a.^ sin 3a; + ^/- sin 5:t' + . . .
,

von
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und man sieht, dass für die untere Grenze die Entwicklung

im Allgemeinen nicht zulässig ist , wohl aber für x = •

Aehnliches gilt augenscheinlich für die Function cp{7C — x).

Nimmt man den besondern Fall q)(x)==Xj (p{7t—x)=7C—Xy

so kommt wegen

^ 8in(2;«4-l)^
2

2 ;

also

Dagegen wird

^2/«H-i -^
^ (2 m 4- 1)2*

sin 3er ^. sin bx ~\
i\ <^^< .y

4 fsin X sin '6x sin 5a; "] n ^

" = X [v- P- + -5^ - • •

-J'
3 < ••- < ''

Bleibt aber (p{x)= x von bis Jt, so ist dem Frühem zufolge

sin 2x 1^ sin Hx
X

Für d

t^ /sin X
,),o < X < :nr.

.f = müssen sämmtliche Entwicklungen identisch wer

den, und in der That ist

2 ~" TT \l' "^ 3^ "T 5^ ">"
• • •j "~ TT * 8 '

¥ — ^
i

1 ~ 3 + ^ ~ • •

-J
— "- • 4-

i^ig. y.

/•(o;) = cp {x)
;

/"(o;) = cp{n- x).

\
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struiren; so würde für den speciellen Fall fp(x)=Xj (p{7C—x)

die gebrochene Linie 0^;r (Fig. 9) die Function /'(^) darstellen.

Offenbar wird eine der

obigen ganz analoge Betrach-

tung bei der Darstellung der

gebrochenen Geraden — TcOi

durch die Sinus-Cosinusreihe

innezuhalten sein. Wie die

Figur zeigt , ist f{x) von — jt

-^ '** ^"^ bis der Null gleich, hin-

gegen von bis n mit x identisch; die Coefficienten &o> ^^

und a„t werden demnach definirt durch die Gleichungen

l/V/\ j l/* 7 1 C0S7WTC 1 ,

})n=— u{x)cosmxdx=— j xcosmxdx= —^— 5^0=

— Tt

und
71 n

a„^=— f
f{x)smmxdx= —

j xsmmxdx=— cos mn
m

— 7t

Mithin ist

j., \ n 2 fcos a? , cos 3^ , cos 5a; ,

"1

A^) = T - « [l^ +^ + --¥- + • •

-J .

,

sin X sin Ix ^. sin 'ix

"I
i ^2 f~ ~8 • •

'

Unstetigkeit tritt nicht ein , also muss /(O) = werden, was

wegen = — — — — wirklich Statt findet; ebenso muss

die Summe der Reihe für x = ^it heissen, und in der That
2

4 4

endlich stellt den Werth der Reihe für x = — — dar.

Wollte man jetzt — ähnlich dem vorhergehenden Bei-

spiele — die den ersten und dritten Quadranten halbirende

Gerade durch die Sinus-Cosinusreihe auszudrücken suchen, so

7t

würde dies offenbar wegen Jx cos mx dx = unmöglich sein;
- 7t

man erhielte also nur die früher erwähnte Sinusreihe, ein

Resultat, das unsern obigen Betrachtungen zufolge auch im

Voraus zu erwarten stand.
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§. 95.

Hcrleitiing einiger bestimmten Integrale mittelst der vorher-

gehenden Lehren.

In §. 92. haben wir den Nachweis geliefert, dass die Dar-

stellung einer beliebig gegebenen Function durch trigonome-

trische Reihen innerhalb der Grenzen (0, it) oder (— 7t, %)

nur auf eine Weise geschehen kann. Wird man daher durch

irgend welche Untersuchungen auf eine Entwicklung der

Function f{x) nach den Sinus oder Cosinus der Vielfachen

von X geführt, in der die Coefficienten a oder h im Voraus

bekannt sind; so ist durch diese Entwicklung zugleich die

Kenntniss eines bestimmten Integrales gegeben, dessen Her-

leitung möglicherweis ohne die vorangehenden Lehren mit

Schwierigkeiten verknüpft gewesen wäre.

Nehmen wir z. B. f{^x) =
^
_^ 27 cos'''!^ + r^ > ^^ ^^* ^"^

- 1< r < + 1

^ 1 — r cos X -I
, I

«> o I

1. . 7i i—7 == 1 + r cos X 4- r- cos 2 X 4- . . .

1 — 2r cos a;-|- H ' ' '

-[" r"' cos mx -{-... '^)

Mithin ergeben sich sofort die Beziehungen

2 /
* 1 — r cos X ,

h,„ = r'" = — I r
i—5 cos mx dx2 / 1 — r cos X ,— I

^
i

—

9 COS mx di
n J i — 2r cos x-j-r^

= 2 = ^-- / —Lzil
n J 1 — 2r C(

— r cos X ,

dx.
cos X -\- r'^

Schreibt man aber die Gleichung 1. in folgender Gestalt

1 — r cos a? J^ J^
1 — r^

1 — 2r COSx-\-r^ T '/ '

1 — 2r COsx-\-r^

\- + r COS o; + ^* COS 2a: + . . .
,

so entspringt nun bloss die eine Relation

/•'" =
n

1 — r- /* cos mx dx ^^/^^

n / T— 2rcosa-+r* ^'

*) Vergleiche Cauchy. Aiialysis S. 1D7 der deutsclien Ansgabo

von Huzler.

**) Vergl. Poissoii. Journal de Tecole polyt. cah. 19, p. 487.
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Dieses auf den ersten Blick vielleicht etwas befremdende Re-

sultat lässt sich jedoch an den betreitenden Integralen selbst

7t

• 2 / * 1
als richtig nachweisen. Da nämlich ~ i ^- cos mx clx für

/« > den Werth Null besitzt^ so hat man offenbar die

Gleichung

n n
2 /• 1— rcosa; , 2 /* 1 ,— I :; -z ,- , COS MX dx 1 — COS mx (Ix
n / 1 — 2 r cos X -\-r^ n I 2

*ü

2 /*1 1—1-2
,= -

I -r ' -^
7^ r—^ COS /n X dx.

n j 2 1 — 2 r cos a- -f- i

u

Tt

2 /* 1
Für m = dagegen ist — 1 ,, cos ?nxdx= 1 und demnach

u

TT Tt 7t

h —'*^ i* ^ — r cosx , 2 /*1 1— ?2
_i^i'l^

*0

Auch mit der von Cauchy (a. a. 0. S/213) entwickelten

Formel

2. c''^o%x (jQg (^y gjjj ^^^^i_^j, j3(^g j. _j_ L cos 2a; + • • •
?

in welcher wie in der folgenden

3 f.rco%x gjji (^jr sin o;) = r sin a; + -^, sin 2a; -(- . . .

r jeden zwischen — oo und -|- ^^ befindlichen Werth an-

nehmen darf, hat es eine ähnliche Bewandtniss. Denn un-

mittelbar entspringt

Tt.

;.'" •>
-

,
= — /

6''^"^' cos (r sin x) cos //ZcC f/a;,

ü

TT

Ü

wogegen wiederum nur die eine Gleichung

Tt TT

2 / ' . 1 /
*

'o
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Statt findet, wenn man zuvor auf beiden Seiten der Formel 2.

die Zahl ^ subtrahirt. Doch ist diese Vereinfachung bloss

scheinbar, Aveil man auf die obigen Formen zurückkommt,

je nachdem man m>0 setzt. In der That existiren also die

beiden Gleichungen

4^ / gr cosa- (,Qg /;, gjj^ ^\ CQg ^^ (Jj, ^^ ^ r^ m > 0,

7t

^
I

^r cos X (.Qg (^;, gjj^ ^^ ^^ ^^ ;P^

Die Reihe 3. dagegen liefert nur die eine Beziehung

7t

{^
I ^r co3^ gin (^j, gjj^ ^^ gijl ^.^. ^^ ^^ _ ^ • )

u

Aus diesen Integralen wird man sehr leicht andere For-

meln ableiten können. So ergiebt sich z. B., wenn man in

der obigen Gleichung

7t

1 — r COS a; , tt
„,

cos mx ax = - . r'"j^''2 r COS cc -{- r^ 2

u

?}i = \j2, ... 71 setzt und die Resultate addirt, mit Benutzung

n sin (2w -j- 1) ^-

der Formel ^ cos sd- = -
^^ + .^^

^
—^ohneSchwie-

1
«i»

2

rigkeit die Relation

/ 1— rcosa; siii(2w + l)a: , tt 1 — r +
i \ .. -^ 1

,/ l— 2 r cos a?
-f-

7- sin .)• 2 1

—

v '

aus der wieder für n = cx) die andere fliesst

, . /
* 1 — r cos X sin (2 n -

f- 1_)jp j » ^
1

/ 1 — 27- cos r 4" '^ sin .r
'

2 1 - r

L

*) Die Foniulii l., r»., ('.. liiulen sich schon Imm Toi^son: .h>urij;tl de

l'ecole polyi. , cah. 11), p. 49.1
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wie es in der That sein muss, sogar für ein beliebiges, von

1 verschiedenes r.

Aehnliche Formeln lassen sich noch entwickeln, wenn

man die ebenfalls von Cauchy (a. a. 0. S. 197) unter der

Bedingung 1 > r > — 1 bewiesene Gleichung

; -^ —i

—

- = r sin X 4- r'^ sin 2x -{- r^ sin^x -{- . . .

ZU Grunde legt. Alsdann nämlich hat man unmittelbar die

Beziehungo
n

I 1 — 2?- cos X + »2 ^
2

r sin a; • , ^ „.sm mx ax = — r»',

folglich

n

ü

Nun ist einer früher erwähnten Formel zufolge der innerhalb

der Klammer befindliche Ausdruck mit

cos(2«+l)|
icotg-- ^-

2 sin —
2

identisch, und daher wird jetzt

3t

U /*
n I — r . l r sin x j. i j- r = I / \

^ r-^ coti? \ X ax
2 1 — 7- ^ ^ 1 — 2r COS X + ^

/
r sm 2a; cos (2w 4- l)a; , ,

z ^—r 9
'—— cotgo; <?a:.

1 — 2r cos 2a;4-r2 cos a;
'='

Diese Gleichung aber wird besonders einfach, wenn man n

über jede Grenze hinaus wachsen lässt; denn vertauscht man
zunächst in der bekannten Beziehung

n

%- mit - — t)-, so kommt — abgesehen vom Vorzeichen —
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l-J>W^3^'^*=|/(f-0)

sin 2^-
und daher muss, weil fld-) = , --—,—^^cotff'9' hier in

y ' \ J 1 — 2rC08 2-9' + r2 =

übergeht, die Gleichung bestehen

7t/r sin X i x , rn

Benutzt man dagegen die FormelÖ^O'

V(— iy-1 sin sx = \ tang | +
sin (27i + 1) |-

so erhält man

^^
[r — r2 + /-^ — r' + . . . + r"]

TT

<
/* r sin a' , X j

I

/* r sin 2 a; sin (2 n + l)a; , ,+ 1 , ^ —j

—

X — .

^
-- tang .r ^o:.— / 1 — 2r cos 2x -\-r^ sin a;

° '

i
folglich, wegen

lim A™-^5 ,-,
"°'^.'' + ^)"

tang x rfo; = :

/ 1 — 2r cos 2a? + »^ ^^^^ ^

ji

/* rsina: . a?, n 1 ,^ ^^^
^ 1 — 2 r cos 57 + 7-2 02 2 1+'

Noch andere derartige Integralbestimmungen können in

Schlömilch's ,,Beiträgen zur Theorie der bestimmten Integrale*^

nachgelesen werden.
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§. 96.

Die Fourier'scheu Integrale.

Die Darstellung einer willkürlichen Function f{x) durch

die Sinus-Cosiiiusreihe ist unmittelbar nur für das Intervall

von — ;r bis + :nc möglich. Soll folglich die Function f{x)

zwischen den beliebigen Grenzen — c und + c durch die ge-

nannte Reihe repräsentirt werden, so kann dies nur dann

geschehen, wenn das Argument x so von einer neuen Ver-

änderlichen z abhängt, dass in Bezug auf diese eine Darstel-

lung der gegebenen Function innerhalb des Intervalles von

— ;r bis -|- ;r erscheint. Wie nun aber auf den ersten Blick

erhellt, wird diese Forderung befriedigt, wenn x = az ist,

wo a eine gleich näher zu bestimmende Constante vorstellt.

Denn wird z = + ^; ^^ muss x= ^ait, d. h. -[-c= -\-a7t

und folglich a = sein. Mithin entspringt die Gleichung

^'^ \n ^) ^^ i^o+ ^i cos z + Z^2 cos 2 z
-f ...-[-/;„, cos;;? z-j-...

+ a, sinz+ ör2sin2z -{-...+ ß,,, sin ;wz4- ...,

in der die Coefficienten h^y cim den Bedingungen genügen

müssen

:

hm =
„ f

fy^ ^
)
cos 7nz dzy a,n = -

\ f \ ^ sin mz dz,

—n' —n

Setzen wir aber z = x, so ffehen diese Integrale in die

andern über:

h,n =
f. I

f{^) cos(;;?^ .rV/o; und afn=
^ f

f{x) sin
""^ x dXy

und die dem Intervalle (— r
, + c) entsprechende Reihe lieisst

nun so:

2. f (.'•)= ,| />„+ Z^ , cos - X -f- h., cos - X-+ . . .+ /;,,, cosm '^ x -\- ...

rt, sm ^ X -f a., sin .r+ . . . -f «„, sin x+ . .

.

Kaum iiöthig ist hierbei wohl die Bemerkung, dass vor-

kommenchMi Falls die linken Seiten der beid<'n (Jlcicliuntren
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1. und 2. den früher erörterten Umständen gemäss zu berich-

tigen sind.

Behufs weiterer Folgerungen wollen wir der Reihe 2. eine

kurze symbolische Form jetzt geben. Schreiben wir nämlich

die Reihe in der Gestalt

/'(A) 6?A-(-- ^ / /'(A)6?A coss-a;coss~A+sins-a;sins'^A

— e ^ —c

= tcJ'^W dl + l ^'^fm dl cos ,v
';,

(A - .',:),

— c ^ — c

so folgt mit Beachtung des Umstandes

00 -f C —1+6-

^JVW dX cos'; (A - X) =^fm dX cos'^ (A- ,t),

dass wir dieselbe auch in folgender Weise ausdrücken können

:

00 ^,

Daraus fliesst nun sofort, dass, wenn c über jede Grenze

hinaus wächst, - eine unendlich kleine Grösse bezeichnen
c

S7t
muss und dass — eine Grösse vorstellt, die in unendlich klei-

nen Intervallen fortschreitet. Nennen wir mithin — a, so

werden wir dem Geiste der Infinitesimalrechnung gemäss -

durch da andeuten und das Summenzeichen durch das Symbol

der Integration ersetzen müssen. Besitzt also für c = oo

das Integral //(A) cos «(A— x) dx einen Sinn, so führt diese
— 00

Betrachtung auf die Darstellung einer beliebigen Function fix)

durch das Doppelintegral

00 00

2 TT / ^^ / ^"^f^^) ^^^ «(^ — X)j

wobei natürlich ganz dieselben Bemerkungen gelten, welche

früher bei den Fourier'schen Reihen gemacht wurden.
Mkyek, bestimmte Integrale. 18
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Auch dies darf gewssermassen als selbstverständlich an-

gesehen werden, dass die Befolgung desselben Gedankenganges

bei den bloss nach den Sinus oder Cosinus der Vielfachen von

X fortschreitenden Reihen zu den Gleichungen

1«. /"(^x) = "^

f
da

I
cos ax cos aX f{X) dl, ^ ^ < ^^o

un
00 00

V'. f{x) = - l da sin ax i f{X) sin al dl, < a; < CSD

führen wird. Doch ist ihre Herleitung bei weitem einfacher,

wenn man die Gleichung

00 00

I. f(x) = ^^ Cda l'f{X) cos a (A — x) dl

— 00 00

/Aivor in die Form bringt

00 00 00

fix) = ^ \ ^^\ ^^^ ^^
I
dlf{l)cosal-{-sinax j dlf(l)smal L

— oo — oo — OS

alsdann bloss für positive x die Function /(a:) willkürlich sich

gegeben denkt, auf der Seite der negativen a' aber den beiden

Gleichungen f{x) = /'(— x) und f(x) = — /(— x) gemäss

fortsetzt und schliesslich eine Zerlegung der Integrale in

andere zwischen den Grenzen — (x und 0, und -\- oo vor-

nimmt.

Die vorhergehenden Doppelintegrale, welche durch ihre

ausserordentliche Fruchtbarkeit in der Theorie der bestimmten

Integrale sowohl , als auch in andern Gebieten der Mathematik

sich auszeichnen, nennt man ihrem Entdecker zu Ehren die

Fourier'schen Integrale*). Sie lassen sich als specielle

*) Historisch zu bemerken ist hierbei, dass Fourier die Gleichung I.

in einer andern Form dargestellt hat, nämlich in dieser:

f(x) = - / </« / </>. /(;.) cos aH — x).
<-)-lJ''"J

'

Sie findet sich leicht, wenn man die Sinus-Cosinusreihc 2. von .9 = bis
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Fälle einer ganzen Klasse von Integralen auffassen*), von

denen wir indess bloss die nächstliegende Verallgemeinerung

der Gleichung L hier berühren.

Bezeichne nämlich a eine positive Constante grösser als

und kleiner als c, und sei die Function f{x) von x = — c

bis X = — a und ebenso von x = -\- a bis x == -\- c der Null

gleich, von — äf bis + a hingegen stelle sie die beliebige

Function /, (x) vor. Dadurch nimmt offenbar die Gleichung

^(^^) = Ic y ' Z'A^) ^^' s'l{k-x)dl

folgende Gestalt an

QO n

indem durch Zerlegung des Integrales
j f(k) cos s (A — x) dl

in drei andere zwischen den Grenzen (

—

c, — a), (

—

a^ +^0?
{üj c) das erste und letzte derselben verschwinden, das mitt-

lere aber gleich I /*j (A) cos i- - (A — x) dX wird. Lässt mau

— a

nun das beliebige c unendlich gross werden, so wird

OD a

3. /j {x) ==
^^ l*da /V, (A) cos «(A — .r) dX,

und diese Gleichung existirt immer, weil — wie stillschweigend

s = oo nimmt und das Integral — - 1 f{X) dl vernachlässigt, was

— 00

wegen c = oo geschehen darf. Fourier. Theorie analytique de la

chaleur.

*) Siehe: Paul du Bois-Reymond. Ueber die allgemeinen Eigen-

schaften der Klasse von Doppelintegralen, 7ai welcher das Fourior'sche

Doppolintegral gehört. Borchardt's Journal. Bd. GO, S. G5 ft'.

18*
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vorausgesetzt wurde — /, {x) zwischen — a und -|- a niemals

unendlich wird.

Ebenso selbstverständlich darf die Bemerkung gelten, dass

an den Stellen, wo eine endliche Discontinuität von /j (:r)

eintritt, links statt f^ {x) das arithmetische Mittel aus den dort

Statt findenden Werthen zu nehmen ist. Uebrigens wird au

den Grenzen + « selbst die Stetigkeit von /j {x) als nicht

unterbrochen anzusehen sein, weil der Voraussetzung zufolge

/'{x) in — a und + a schon zweiwerthig ist.

Da in Gleichung 3. das positive a nur kleiner als das

positive c sein soll, sonst aber ganz beliebig ist, so kann es

auch über jede Grenze hinaus wachsen. In diesem Falle aber
a

wird, falls das Integral / ^ (A) cos s ^- (A— x)dk nicht sinn-

— a

los ist für a = oo, die frühere Fourier'sche Formel erscheinen.

Dass man den Gleichungen I". und V\ analog hier eben-

falls speciellere Integralformen aufstellen kann , bedarf keines

Beweises.

§. 97.

Anwendung «1er Fourier'schen Integrale.

1. Bei den Gammafunctionen haben wir das wichtige

Integral fe-"^' dx kennen gelernt und gesehen, dass es den

Werth }/7t besitzt. Mit mehr Aufwand von Rechnung freilich

als dies früher der Fall war, können wir zu demselben Resul-

tat gelangen, wenn wir in Gleichung I". f{x) mit der Expo-

nentialgrösse 6'-^^' identificiren , in der die Constante k selbst-

verständlich positiv sein muss , und cos a l durch die ihm
äquivalente Reihe ersetzen; allein eine derartige Entwicklung
ist mit dem andern Vortheile verknüpft, dass sie gleichzeitig

00

die Kenntniss des Integrales je-^"^' cos ax dx uns verschafft.

Nehmen wir also die Gleichunsr

(1-)

tw 00

"' = / da cos ax 1 dkc~^'^'' cos «A,
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und eririnern wir uns, dass cos al = ^ —
9~T'~ ^^^^ ^^

unter ! — wie üblich — die Zahl 1 verstanden wird ; so geht
CO

das zweite der vorkommenden Integrale, d. h. J'e-^^' cos aX dX

über in:

« ^

Nun sei vorläufig /t = 1 ; alsdann folgt durch theilweise In-

tegration und nachherige Reduction

CO 00

dl.

Ö ü

Und daher ist, wenn man allmählich n= n— 1, n— 2,

schreibt und sämmtliche Resultate combinirt,

CO oo

i\-^' }}'^ dl = (2^»-l)(2n-3)(2n^5)...3.1 r_^.
dk.

Eine etwas andere Form aber können wir diesem Integrale

geben, sofern wir Zähler und Nenner des Bruches rechts durch

(2w) (2w— 2) (2;i — 4) . . . 4.2 = 2" . n ! multipliciren. So

nämlich erhalten wir die Relation

J
V^' A'^" ^A = -Mi /;-AV/A,

in welcher das auf der rechten Seite befindliche, gegenwärtig

als völlig unbekannt angesehene Integral offenbar eine nume-

rische Constante ausdrückt. Nennen wir dieselbe vorläufig Cy

und substituiren wir in die letzte Gleichung statt A die Grösse

X j/k, so entspringt nach einigen leichten Reductionen die

neue Beziehung

jU X2,. ax = -4-=^
(lk)"Vk "

Und (lomiiach wird jetzt
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GO

d. g. mit Benutzung der Gleichung e-"^ = ^,—^—

/
(2.) / e-''^" cos aldl = ^e 4Ä

FÄ'"

Indem wir aber diesen Ausdruck in (1.) einführen, bekommen

wir die Formel
00 a-

f,-kx- = - I da COS ax . ^y= e =--— / ^ cos ax da,

Ü

aus welcher wieder mit Rücksicht auf Gleichung (2.) die neue

Beziehung erwächst

y \k

Und hieraus entsteht endlich, weil c nur positiv sein kann,

(3.) c = je-^-- dl = ^ j/^
u «

folglich

(2".) / ^''-^ COS 2 «.r dx =
i- ^1 6~ "^.

Ein Blick auf die letzte Gleichung aber zeigt noch, dass man
aus ihr durch Differentiation die Werthe der beiden Integrale

f x^" cos 2ax d?-''*' dx, j er'"'"'' x^^'+i sin 2axdx

wird ableiten können.

Der vorhin befolgte Gedankengang ist darum vor allem

bemerkenswerth, weil er lehrt, wie die gegenseitige Abhängig-

keit der beiden Integrale (2".) xind (3.) zu ihrer völligen Be-

stimmung benutzt werden kann. Wäre es bloss unsere Ab-

sicht gewesen zu zeigen, wie mit der Kenntniss des Integrales
CO

J e~' dx = y7t die des andern gegeben ist, so hätten wir
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dies viel einfacher in folgender Weise erreicht. Substituirt

man nämlich in dem Integrale j e~^'' dx statt x den Äus-

druck j/k . X -\- ß, wo /: > und ß Constanten ausdrücken,

so kommt
oo

— oo

also für ein imaginäres ß

j ^-'-'^cos {2yk,ßx) dx =
'j/'l

e~^-,

— oo

woraus endlich durch Vertauschung von 2ß]/k mit 2a die

obige Formel entspringt.*)

2. Wenn wir statt der Exponentialgrösse e-''"^' die andere
^,-ka:

f^ji- ^(^^-^ wählen und nun die Gleichungen T'. und V' .

in Anwendung bringen, so bekommen wir die schon früher

untersuchten Laplace'schen Integrale

p-^.dx==l-^e--<^O^a<^^^^^^

In der That hat man bei der Ableitung nur der Beziehungen

oo oo

I ß-^-^ (:o^^xdx= j.2-rö-2 y 1
^~^''^ ^^^%xdx=

ü

sich zu erinnern. Man beweist dieselben entweder durch

zweimalige partielle Integration, oder am einfachsten mittelst

des Ueberganges vom Imaginären zum Reellen, indem man
sich hierbei auf die bekannte Euler'sche, übrigens aber auch

unmittelbar einleuchtende Gleichung

^_(A-+^/).r ^y, ^
o

1

stützt.*)

Ausser den früher erwähnten geben die Laplace'schen

*) Vergl. Laplace. Theorie aualytique des probabilites. 3. Edition.

Paris 1820. Page 96.

*} Vergl. §. 64, 70.
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Integrale auch zu andern Folgerungen Veranlassung; worüber

wieder Schlömilch's ,,Beiträge zur Theorie der bestimmten

Integrale'^ einzusehen sind.

f>

3. Sei jetzt f{x) = J (p{v) c-'-^ dv, so entspringen die
u

beiden Gleichungen

b Vi Vi h

( 1
.)

\^){y') e-'"^ dv=— I cos axda j dl cos al j (p (v) c-^"" d v,

a 0«
b oe flo Ä

(2.) / cp (v) CT'''' dv= -
I
sin ccx da j sin al dl j (p (v) er-^" d v,

a 0«
die man augenscheinlich wie folgt schreiben kann:

b Vi b

(l''.) / (p{v) e-""" dv = —
I

cos cix da j (p{v) -j4^-i dv,

a a

h Vi b

(2':)J,piv) e— dv=^J' sin ax daf^iv)-^, ''*'•*)

a «

Bei nur oberflächlichem Anblick könnten diese Beziehungen

gar leicht den Gedanken einer unnützen Formelschreiberei

erwecken ; doch ist dies keinesweges der Fall. Vielmehr deu-

ten uns diese Gleichungen ein von Cauchy**) herrührendes

Integration sverfahren an, das, wie wir in dem folgenden Ka-

pitel sehen werden, von der grössten Bedeutung für die Theorie

der bestimmten Integrale ist und dessen Wesen sich kurz in

nachstehender Weise charakterisiren lässt.

Bislang nämlich haben wir den bekannten Lehrsatz von

der Umkehrung der Integrationsordnung bei Doppelintegralen

nur in der Art zur Anwendung gebracht, dass wir aus einem

gefundenen Integrale durch Multiplication mit diesem oder

jenem Factor und mittelst darauf folgender Integration zwi-

schen bestimmten Grenzen ein neues Integral zu entwickeln

suchten. Offenbar können wir nun aber auch den andern

Gedanken verfolgen, dass irgend ein gegebenes, bekanntes

oder unbekanntes Integral vielleicht das Resultat einer doppel-

•) Vergl. Dienger. Differential- und Integralrechnung. Tbl. 2. S. 236.

**) Journal de Fdcole polytech. 28, vergl. Bierens de Haan Expost^

de la thdorie des propridt^s etc. des integrales definies, page 438.
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teil Integration sein könne, indem ein in jenem Integrale

vorkommender Factor hier ein bestimmtes Integral mit con-

stanten Grenzen vorstellen würde und dass folglich durch

Umkehrung der letzten Integrationsordnung möglicherweise

eine Auswerthung des vorgelegten oder eines neuen Integrales

gewonnen werden könne. Und in der Tliat, ersetzt man —
immer den Bedingungen des Lehrsatzes entsprechend — in

einem noch unbekannten Integrale z. B. auf passende Weise

einen darin enthaltenen Factor durch ein bestimmtes Integral

und kehrt nun in dem so gebildeten Doppelintegrale die Ord-

nung der Integration um; so gewinnt man eine von der ersten

verschiedene Form, die wirklich in nicht wenig Fällen zur

Bestimmung des gegebenen Integrales führt. Nöthig ist es

alsdann freilich, dass sowohl die erste, als zweite Integration

auf bekannte Ausdrücke zurückführen. Ist dagegen nur die

erste Integration ausführbar, so erhält man natürlich bloss

eine neue Form des ursprünglichen Integrales, die nichtsdesto-

weniger grosse Vorzüge bieten kann.

Beispielsweise lässt sich in dem obigen Integrale der

OD

Factor e-^"" nicht nur mit -- / —^^--^ sondern auch mit

- als gleichbedeutend ansehen, und sonach gelten

die Gleichungen

h b CO (X) b

rcp(v)e—"dv=lCdv tp{v)j ^^^zda==lJco^ axdxj (p{v)^,^^^^dv,

a «0.0 a

h h cß cci b

00

2 f*aQmax da

u rt a

Nehmen wir in der ersten o: = 0, so kommt
b ca b

j cp{v) dv = Ijd^ J^ip)-;;^^^tdv,

a i) a
1

Setzt man aber hier
f(p

(v) d v als bekannt, z. B. = / 77=== =

voraus, so gewinnt man die Gleichung
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1

n 2 /' , /* V dv

^

Nun ist

TT-^=^ = -^ri== Iff ^,_r + const.

,

(o? 4- a«) Kl - w* 2^1+«' Kl+ a» + Vl^^ ' '

also

1 _^ _

und daher wird jetzt

/ da -. yi-^a^ 4- 1 ^ 7r2

Schreibt man noch a = tang x, so entspringen die gefälligeren

Formen

1 4- cos a? dx TT* /*,
, X d/% 14-C08a? rfo; TT* /

/ ^ 1 — COS X cos a; 2 ' /
lg cotg

X fix 3r'

2 cos X 4

V. Kapitel.

Verschiedene andere Integralbestimmungen.

1. Anwendung der Cauchy'schen Integrationsmethode.

§. 98.

Das Integral A"^"^ cos 2 ß ^ ^

^

Verwandt mit den Integralen

/ "^t:? ^^ ^11d /
^~'''"^"' cos 2 ß X dx

ist offenbar das folgende / ^
^T^,"'

' ^''*''' i^ welchem er-
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sichtlich wieder k > sein muss.*) Zwar lässt dieses Inte-

gral keine Zurückführung desselben auf Elementarfunctionen

zu, gleichwohl kann in der Weise eine bedeutende Verein-

fachung erzielt werden, dass die drei Parameter k, a^ ß unter

dem Integralzeichen verschwinden und statt dessen die Bildung

der Grenze ft in der zum Vorschein kommenden Transscen-

denten y e~"'' ^ / bewirken. Am einfachsten geschieht diese

Ueduction des gegebenen Integrales auf die genannte Trans-

scendente mittelst der im Vorigen berührten Integrations-

methode. Und ganz besonders elegant wird die hierzu die-

nende Rechnung, wenn man nicht von der nahe liegenden

Substitution

= /'e-(a'+^^" du

J
ausgeht,**) .sondern mit Dirichlet die andere Gleichung

CO

k

Ä«-|-a;2 f--''- cos xz dz

der Untersuchung zu Grunde legt. Ersetzt man nämlich in

dem Integrale

die Grösse -iTr~Ä ^^^cli den gleichgeltenden Ausdruck

CO

— / e-«= cos xz dz,

wo nothwendig « > sein muss: so ergiebt sich sogleich

QO 00

y ==— I er^^ dz j e-^"^' cos xz cos 2ßx dx

00 OO

==^ I
e-""' dz re-''^"dx[cos(z+ 2ß)x + cos{z—2ß)x'],

ü

'-'') Den besondern Fall k = haben wir ja schon erörtert.

**) Vergl. Schlömilch in seiner Zeitschrift für Math. u. Physik.

Bd. 1, S. 186—188.
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d. li. in symbolischer Form
00 CO

y=^ V /V«^ dz /V'^'^' COS {z±2ß) X dx.

*o u

Aber
flO __

/ c-^-' COS {z±2ß)x dx = i^l e

folglich

{~±2[ir-

^"Äi/i^jVT*-^*"^'

Ergänzt man jetzt az -\- (7^ + y=) ^^^ eiiiem vollstän-

digen Quadrate (—77= + «//»^ it 77=
j*^ ^^d zieht hiervon

[«2 Ä- + 2 a |3] wieder ab , so bekommt man die andere

Beziehung

Hieraus aber ersieht man auf den ersten Blick, dass durch

Einführung des Werthes x statt —1?= + «J^^ ib d= unser

Integral die Gestalt annimmt:

flO

^^±^
d. h. in anderer Schreibweise:

00 oo

Differentiirt man diese Gleichung nach ßj so ergiebt

sich noch
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S./Hri-'-:^^^ ä- = i V~- ^""'2 + ^^""/-^^ d.;

«K.+ ^
denn

und

Wie man sieht, sind die Laplace'schen Integrale specielle

Fälle der vorstehenden; denn einem früher bewiesenen Satze

zufolge darf in diesen Gleichungen k wirklich mit Null iden-

tificirt werden. Und setzt man auch ß^= 0, so folgt die

bekannte Beziehung

/
dx n

dagegen erhält man:

wenn bloss ß == gewählt wird.

In Betreff der für die Theorie der Wärme, der atmo-

sphärischen Refraction u. s. w. wichtigen Transscendenten
CO

J e-'^'' dx endlich mögen noch folgende Bemerkungen eine

Stelle hier finden.
00

Zerlegt man das Integral f e~^' dx in die beiden andern

fl ar

y*^-^^ dx und J c'--'^'' dx,

so hat man sofort die Gleichung
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/ e--^' dx = ^y7t — f e-^' dx.
H.

Dabei kann ^ positiv oder negativ sein; indess darf ft stets

als positive Grösse betrachtet werden, weil für ein negatives

^' = — II offenbar

j g-^^ dx = — / e-"^^ dx
Ü ü

und sonach

Je- '^' dx^ ^]/n ipy^—^' dx

ist.

§. 99.

r-'~ da:
Integrale von der Form j e "^ f{x) y=.

Wird in dem Laplace'schen Integrale

die Grösse -
^ , ^

durch das Integral/ 6'-^«'+^')^^?/ ausgedrückt,

so entsteht die Gleichung

«0 00 CO X

~ e-vi =
I
dxcospx ie-^^"-^^")ydtj= ie-'i'ydy (e-y^'^cospxdx.

Nun ist aber

j e-y^'' cos pxdx = iy'^e *^,

und folglich wird

-f Vy ^

oder

/e ^ "^ dx= ^" e-^ru.



- 287 -

Dieses Integral bildet einen besondern Fall des folgenden

Je-'^ay)'p
V̂

das seinerseits wieder in dem allgemeinern Integrale

f f{x) dx

n
a

^ 2 /^—- = -^ I e-'^y' cos 2/??/ dij,
X yn I

enthalten ist. Behandelt man dasselbe ebenfalls nach der

Cauchy'schen Integrationsmethode, schreibt man nämlich

_p[

e

n

SO bekommt man das Theorem

1. r«~" A-K)g =
Vn-f''^

cos 2 pyfe-y'- fix) dx.

Aus demselben fliessen ohne Schwierigkeit die nachstehenden

Integrale, in denen f{x) nach und nach ==xe—'i''^y e~'f''^ sin rXj

e-'f'^ cos r X und a = , h = oo gewählt ist

:

2. Ji
^'"'''^^

Vx dx = li^ e-^P^ y-^t,

U

4. / e~ ^'""^"'^^^^-r^^x=^-2?'^[Acos27?'f^

Man hat bei diesen Integralbestimmungeh nur der Euler'-

schen Gleichungen

,f [siaa (arc tff = ib)

/ ( cos ^ X " \ cos rt T/>

sich zu erinnern, ausserdem aber bei der zweiten Formel die

früher bewiesene Beziehung



288

CO

/cos 2px dx _ n__ 5^^ r2p
,

1^

'Iq^-^x^f 1 .2^
L*^^^ ^'J

in Betracht zu ziehen und bei den Gleichungen 3. und 4.

die erst später (§. 106.) zu rechtfertigenden Relationen

(»

30

J r-4J]q:-ä
cos 2 ;> a; rf a;= 5^4=^^ [A cos ^pi^-fi siu 2/> ^]

zu berücksichtigen.

Führt man in die Gleichungen 3. und 4. statt x die

neue Veränderliche x^ ein, so entspringen die Formen:

e ^ "^'^sin(ra;2)</a;=i^2;,^[/[iCOs2/?^+Asin2j9/[i]^/-^^,

f_c^.^.+4>) V——

-

/ ^ ^ ^ ^cos(ra;2)</^=^^2;,;i [Acos2p^-^sin2/?/[A]^-^,

aus denen wieder für q = 0^ p = die specielleren Bezie-

hungen entstehen:

b.
I

e
^'

sin (rx^) dx == ^^^ e-P^^'-[cosp]/2r-}- smpj/2r]

,

6. / e "^^ cos (ro:-) dx = ^y —e-v^^''[Q,osp\/2r—smp]/2r]
,

QO

^ j e-^i - sin (ro;-') dx = \y --
^"J^,

^%

00

8. JV*'-' cos (rx^) dx = {
/2?i^?;e+»'>.

Noch eine andere, für das Nächstfolgende sehr wichtige
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Gleichung liefert uns das Theorem L, wenn vfu f{x)= xf^e~^''^

und ebenfalls wieder a = 0, h = (x> voraussetzen. So näm-

lich erhalten wir die Relation

CO /^ _\V'\ '^ ^

f
^ ^ .T."-i dx =1^^ '/ d{/ cos 2py / 6^-0/'+?'>a:^^a;*),

aus welcher mit Beachtung der bekannten Formel

r{a)
/ e-^'"^' a;"-i dx

sofort die andere sich ergiebt:

Diese Gleichung aber lässt sich in der Form

10. \ e ^ ""^x—idx

^Y^e-'^P^l r(2p)" J_ (^+1)" (2?)""'
I

(n+2)(7i+l)7n'n-l) (2p)r(2pr
, (!i+l)n (2pr-^ , (nj-2)(7i+lKn-l) (2pr3;^ -|

L/'+^
"•" 2 y«+2 "T 2.4 ^«+3 "T • •

-J

'
Q \qj L "• 2 ^lpq~^ 2.4 \2pq)

~^"'

\

schreiben, wenn wir unter ^ die ganze Zahl n verstehen.

Setzen wir noch q = 'l/a%', p==yy%' und der Kürze

halber die Coefficienten in der Klammer rechts beziehungs-

weise = ^1 , a^, . . . j wo also

,. (w-fm) {n-\-m—l) . . . [n—(y/i— 1)] ,^^"'~
2.4.6... 2m '

SO entspringt unmittelbar die folgende Beziehung

:

10«. /l(y)
'

^^S
<"'

^'"^^^^^-^
"^

u

*^̂
) Man sieht hieraus, dass für den Fall eines negativen /u, l-fM-^^^

sein muss.

Meyer, bostinuuto Integrale. 19
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§. 100.

2. Beweis eines allgemeiiieii Tlieoremes von den Gamma-
fnnctionen.*)

Die vorhiu gefandene Gleichung 10'. ist für uns dess-

halb von besonderm Interesse, weil sie uns als Basis für die

Ableitung eines allgemeinen, die Gammafunctionen betreffen-

den Theoremes dienen wird. Multipliciren wir nämlich die

genannte Formel mit -O--""^ e-P^ dd^. wo ^ und ß beide posi-

tiv sind, und integriren wir darauf zwischen den Grenzen

und oo-, so geben zuvörderst die Glieder der rechten Seite

Ausdrücke von der Form

(2K« y)Y WccyJ (ß+2K« yy-"

'

wo /LI natürlich stets grösser, als n sein muss.

Das Doppelintegral

e-ß»^^+h-^ Cid- l e ^ ^^ x"-i dx

M ü

hingegen lässt sich durch Umkehrung der Integrationsord-
co

nung sogleich in das einfache r'(fi'+^) / ^" '' ^^

verwandeln. Und daher besteht nunmehr die Gleichung
n CO

^ ^ 2yay{ß-^2rayr-''^"'~^ "WccyJ {ß-\-2yccyf~"'

Wird darin a = y = 1 und ß = genommen , so kommt

ri(i+^)

CO

^ «^(1+

*) Vergl. Schlömilch. Beiträge zur Theorie der bestt. Integrale
S. 88—91.

A. Meyer, Expose öleraentaire do la thoorie des integrales definies.

BruxoUes et Leipzig 1851. Page :i23.
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Das Integral aber stellt ein Euler'sches der ersten Gat-

tung vor-, es ist nämlich mit dem Integrale

ü

(l_|_a,)/*+-i-

gleichbedeutend, wie sich sofort durch Vertauscliung von x'^

mit X erkennen lässt.*) Einem bekannten Theoreme zufolge

muss daher die Beziehung Statt finden

CO .r+,^_^ jn/n+u4-l\ J^(t^
r(H-i) / _^ !_ '^^ZV+il ^ \ -2 J J- \ 2 J

und demnach ist jetzt

Ersetzt man in dieser bemerkenswerthen Gleichung die

ganze Zahl n nach und nach durch die andern m— 1, m—2
und nimmt statt ^ überall m—^, so erhält man die speciel-

leren Beziehungen:

1«
(2-^) i^-fi) (6-fi) . . . {2m-2~ii) n ^ pr^_ \

sin ftw . r{fi) ^ ^^

,
m(7n— 1) ^/ 1N , (m-\-l)?}i(7n— l)(m—2)^-1/- r>\ i+—^-A^-f^-i)+ 2.4 —'r(?n'-^-2) + ...

und

1*.
il-u){3-fi)i5-^)...{2m-3- ti) ^ r(?n—u)

r{(i) sin [i7t \ rJ

^(!!}z:ll^-Jlrim-tc-\)

+

"'^"'-i)t;'-^'^'"
=g-'r(»i-ft-2)+...

Augenscheinlich erfordern nur die linken Seiten derselben

eine nähere Erläuterung. Nehmen wir daher zunächst die

Gleichung 1"., so zeigt sich, dass durch die Substitutionen

m— ft statt /x, n=m— 1 die hnke Seite der Gleichung 1. vor-

erst diese Formel annimmt:

2'«—//—

1

f'r(-i).r(¥)
*) Vergl. § 60.

19
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Beachtet man aber, dass der frühern Bedingung ^ > 7i zu-

folge das neue ^ offenbar zwischen und 1 sich befinden

muss-, so kann für T^0~^''^ ^^^^ gleichgeltende Ausdruck

-—-— gesetzt werden. Und da nun andererseits

rat) - ':

•••e--i)/v-i)-(-i)"-';p^p-^

folglich

r("-?)r(';') = ('--sr"7||)7^|Ti)^.

= /i— ''V"^'"
'^

r(-i)(-)*-^"
2

sin a 71

ist: so wird ersichtlich

-y^l { 2)1 {^. J
- —TM sin ^n '

eine Beziehung, die nur in der Schreibweise von der obigen

Form sich unterscheidet.

Für die Gleichung V\ hingegen hat man, wenn ^ auch

hier als echter Bruch betrachtet wird, diese Ileductionen

:

?re-^orc-y

{l—(i){S—(i)...{2m—:i—ß)7t

r{(i).2-f'sinun.V7c H^) •
ein ^^r

Die Gleichung 1. lässt sich übrigens in einer kurzen

symbolischen Form darstellen, wenn man einer früher erör-
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terten Schreibweise sich erinnert.*) Dieser zufolge nimmt
]iämlich die Gleichung 10. der vorangehenden Nummer zu-

nächst die Gestalt

je X ux— ^^^^C
^r(r-l-l) r(n-r+l) ^2«-r+l

au. Und hieraus folfft wie oben

yi^^^Mifl.
^+« dx

2j {2^r^y-^- r(r+l) r{n r+1) J
^

^

_ y^f 1
Y^-^

r(2n-r-f 1) r((i-n±r) 1

^^ \2^V^) r(r+l) r(7-r"-f 1) • (2K^+>)
^*-"+^'

Indem man aber mit dieser Beziehung die vorhin angezeigten

Umformungen vornimmt, erhält man schliesslich die Form

2^ r^/l-fa+A / y^t-A _V L r(2«-r-f 1) TOi^-n+r)

y^-'- \^ M \2; ^2"-'- r(/-+l) r(n-r+i) '

3. Integralbestimmungen mittelst Differentiation und nach-

heriger Integration.

§. 101.

Vorerinneruiigcn.

Nachdem wir in den vorhergehenden Paragraphen durch

das Cauchy'sche Integrationsverfahren neue Belege für die

ausserordentliche Tragweite des Theoremes von der Umkeh-

rung der Integrationsordnung bei Doppelintegralen mit con-

stanten Grenzen gewonnen haben; liegt es uns nun noch ob,

an einer Reihe von Beispielen jene ebenfalls nicht gering

zu achtenden Folgerungen in helleres Licht, als dies früher

*) Gl. 3«. §. 75.
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geschehen, zu stellen, welche wir aus der Differentiation eines

Integrales nach einem Parameter ziehen können, wenn wir

diese mit einer nachfolgenden Integration in Beziehung setzen.

Die Methoden, welche aus einer derartigen Combination bei-

der Operationen für die Theorie der bestimmten Integrale

erwachsen, theilen sich in Bezug auf die genannte Differen-

tiation naturgemäss in zwei Hauptgruppen. Entweder näm-

lich führt dieselbe bei einem zu entwickelnden Integrale auf

ein unmittelbar bekanntes oder doch leicht zu ermittelndes

Integral, oder sie ermöglicht die Bildung von Differential-

gleichungen. Gelingt daher in beiden Fällen die nachfolgende

Inteerration , so ist dadurch der Werth des zu bestimmenden

Integrales aufgezeigt.

Dass übrigens die nothwendigen Bedingungen des Leib-

nitz'schen Satzes erfüllt sein müssen, bedarf keiner weitern

Erörterung.*)

Nach diesen Andeutungen über den Geist der hier auf-

tretenden Methoden wenden wir uns zu ihrer nähern Erläu-

terung durch Beispiele und beginnen mit der zuerst genannten

Gruppe.

§. 102.

Rcdiiction eines iiiibcliaiinten Integrales auf ein bekanntes durcli

Differentiation nach einem Parameter.

h

Heisst das Integral J f{x^ a) dx, dessen Werth wir be-
<t

stimmen wollen, kurz ^i, und nehmen wir an, dass die Gren-

*) Wir haben dieses, sowie das Theorem von der Umkehrung der

Integrationsordnung bei Doppelintegraien freilich nur für den Fall ste-

tiger Functionen und endlicher Integrationsgrenzen bewiesen und als-

dann später beide Lehrsätze ohne Weiteres auch in solchen Fällen zur

Anwendung gebracht, in denen eine Modification jener ursprünglichen

Annahme eintrat. Wir waren indess hierzu berechtigt, weil die nun
noch hinzuzufügende Bedingung, dass das zu bildende Integral nicht

ohne Bedeutung sei, nach den vorgeführten Lehren über den Sinn sol-

cher Integrale sich gcwisscrmassen von sell)st verstand. Man vergleiche

übrigens in dieser Hinsicht beispielsweise die Pani^iaphen 43, 45,

71 und 75.
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zen a uiul h unabliüngig von der Constanteu a sind ; so folgt

durch Differentiation nach a\

Indem wir aber den Werth dieses Integrales als bekannt und

zwar = i; (a) voraussetzen , erhalten wir durch Integration

u + const. = J i^ {cc) da,

eine Gleichung also, welche zur Kenntniss von u führt, wenn
das unbestimmte Integral zu den angebbaren gehört. Dies

nun vorausgesetzt, liegt uns folglich nur noch die Bestimmung

der Integrationsconstanten ob. Offenbar geschieht dies sofort

durch Ermittlung eines solchen besondern Werthes von a,

für welchen das ursprüngliche Integral unmittelbar bekannt ist.

Da wir von dieser Methode bei Gelegenheit der auf

Gamniafunctionen zurückführbaren Integrale schon Gebrauch

gemacht haben*), so mögen nur noch einige Beispiele eine

Stelle hir finden. Behufs naheliegender Folgerungen kehren

wir jedoch vorerst auf die damals entwickelten Integrale

1 1

1. J^j=iefa;=lg(p+l)undJ^^rfa;=lg?±i,/»0,?>0 X".

Ü

zurück.

I. Schreiben wir nämlich in dem letzten Integrale p-{-q

anstatt q^ so kommt

S--
' XV dx = kr '^+^+'

lg a; ö jj_^i

Daraus folgt weiter, wenn p mit p -{- r und in dem ersten

der obigen Integrale q mit p vertauscht wird und beide Inte-

grale nach einander mit dem eben benutzten durch Subtrac-

tion verbunden werden:

/^^..-i).. = ig^H-v+i

J 1^ ^
^ " (/^+y+i) (/>+'•+!)

*) Siehe §. 80, Schliiss.
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Wiederholt mau diesen Gedaukengaiig immer von neuem, so

erhält man nach und nach Relationen, aus denen man durch

Gleichsetzung sämmtlicher Binomialfactoren leicht allgemeine

Formeln abstrahiren kann, die sich ohne Mühe mittelst voll-

ständiger Induction zur Gewissheit erheben lassen. Es sind

dies die Gleichungen:

j'^^^'^=S'(-i)>(.:)igi('-)i^+ij

und
1

ß^- ^'' ''^=2' (- !)'
C)

lg
^/' + ("-^) 'J + IJ'

ü
^

welche ihrerseits wieder zu weitern Folgerungen Veranlassung

geben, wie man in Bierens de Haan: ,,Expose de la theorie

des proprietes etc. des integrales definies, pag. 347 etc.^'

nachsehen kann. Aber ein viel allgemeineres, dem in §. 80,

Schluss bewiesenen Satze verwandtes Theorem lässt sich mit

Hülfe der Gleichung 1. entwickeln.

Nehmen wir nämlich an, dass /"(x) eine solche Function

von X bedeute, die für o; = 1 verschwindet, übrigens aber

in nachstehender Weise sich schreiben lasse:

2. f{x) = r/i x"^ + a.y x"^- + «30;«^ + ...

Die Grössen a und a bezeichnen hierbei willkürliche Con-

stanten, von denen die letztern indess sämmtlich positiv sein
1

sollen. Giebt man nun dem Integrale 1 )-- dx die Gestalt

1 1

J ^gX J \gX '

SO entspringt mit Berücksichtigung der Beziehungen 1. und

/*(!) =: a^ -{- (12 -\- . . . = sofort die von Euler gefundene

Gleichung

1 ^._,

s=l

) Vergl. §.61, Formel 7. — Die obige Gleichung findet sich in:

Euler, Inst. cal. int. vol. IV, sup. V. §. 27, p. 276.
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11. Unmittelbar aiib den früher bewiesenen Euler'sehen

Formebi erhellt, class der Werth des Integrales

j
—kx •

e sin a A' j

x

arctang^ heisst. Abgesehen jedoch von dieser Deduction

lässt sich das Integral nach der hier in Frage kommenden

Methode auf folgende Weise bestimmen.

DifFerentiiren wir nämlich die Gleithung

-i
*e

^"'"^

sin cc X ,äx

nach «, so ergiebt sich

Xj^= i c-''"^ cos ax (ix = ...

'

g .

da J k^-j-a^

Mithin wird

J*
k d ci , «1 ,

/Tqr^a = ^^c ^^^''^ I + coiist.

Nun ist für a = auch y = und demnach const. = 0.

Würde man dagegen die Differentiation nach k vorziehen,

so erhielte man

du
dk

sonach

00

— / 6'-''-^ sin ax dx = — ^—^

y = — arc tang—\~ const.

Für «-=0 aber ist ?/ = — , wenn wir der Kürze halber a

positiv voraussetzen, und folglich y z=: — — arc tang -

= arc tang -.
ö k

Will man in derselben Weise die beiden Integrale

I sm ax dx und f cos ax dx
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beluiiideln, in denen A- und Ar, natürlich positiv sein müssen,

so findet man

und

sin ax dx = arc tanff — — arc tanff —
X ^ a ^ cc

00

J ^ cos axdx = ^ lg ^^,.

Die Tntegrationsconstante bestimmt sich dabei am zweck-

mässigsten, wenn man k = k^ setzt, also von /r, bis k integrirt.

Schreibt man endlich in dem letzten Integrale a = 0,

so folgt noch

/' — Ä-.r —kyx /,—^--<^-= igr*)

IIL Ein anderes hier passendes Beispiel liefert das

Integral

/* /.^sin ax sin ßa; ,

•^

/ X X ^

das sogleich zu der Beziehung führt:

= i farc tang"^ — arc tang ^^1
Daraus fliesst weiter

weil

arc tang -^ ö?« = r/ arc tang
J~
—cj

^z:^^^_^,,,2

= rt arctang^^ + h arc tang --- — ^^\^[c''-\-{a-[-by^]-\-couüt.

ist und für cc = auch y den Werth erwirbt. Berücl;-

sichtigt man aber die bekannte Formel

*-, Vergl. §. 80, Schlu&s oder Gl. 1«.

d
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arc tang u + arc tang v = arc tang 7^--,

so folgt leicht

Und hieraus fliesst wieder für a = ß

k 1 /t'^+lo:-'
1fr '

/
g-^-^ / sm«.r \ ^o: = « arc tang ^

Würde endlich der Sinus durch den Cosinus vertreten, so

müsste man, um ein nicht sinnlos werdendes Integral zu

haben, dasselbe in dieser Gestalt schreiben

f* . ^ COS a .^2— CO s ßx"- j

y = / e-'-^ ^2

—

~ dx.

Die Differentiation nach a führt dann sogleich zu der Be-

ziehung

00

P- = - fe-'^sm^ax ^^ _ _ ^rc tang ?^,

ü

aus welcher sich nun wieder in bekannter Weise der Werth
von y, nämlich

y = ^ arc tang
-f
— ec arc tang -^- + ^ lg j^r^r^i

entwickeln lässt. Die ausführliche Betrachtung dieses Inte-

grales wird in dem folgenden Paragraphen geschehen.

§. 103.

Fortsetzung.

Nicht immer ist der im Vorigen innegehaltene Gedanken-

gang so einfacher Natur. Es kann sich sehr wohl ereignen,

dass mehrere nach einander zu vollziehende Differentiationen

nöthig werden, um auf bekannte Integrale zurückzukommen.

Bei der nachfolgenden Integration sind alsdann offenbar eben

so viel Constanten zu bestimmen, als Derivationen voraus-
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gingen. Und zwar geschieht deren Bestimmung am zweck-

mässigsten in der Weise, dass man für jedes unbestimmte

Inteffral einen solchen besondern Werth eines in Betracht

kommenden Parameters aufsucht, für welchen das gleich-

namige bestimmte Integral unmittelber bekannt wird. Die

Auflösung sämmtlicher so gewonnenen Gleichungen liefert

dann die Werthe der verschiedenen Constanten.

Um auch hier das Gesagte durch ein Beispiel zu erläu-

tern, wollen wir das im vorigen Paragraphen schon ange-

deutete Integral

X

/* ,.^ cos ax^ — cos ßx^ , 7 ^ f\
e-^"" -, ^— dx, A- >

einer nähern Betrachtung unterwerfen. Differentiiren wir

dasselbe zunächst nach a, so ergiebt sich

!» = _ ['e~^^'hl^dx,
CCC 1 X ^

u

und hieraus könnte man also mit Rücksicht auf die Formel

r{a-\- 1) sin a'\p

J
ü

a

{k^ + ^2)

sogleich schliessen, dass

dl/ . 2a^ = - arc tang -^

ist. Gegenwärtig sehen wir indess von einer Benutzung der

Euler'schen Relation, sowie von dem im vorigen Paragraphen

Gelehrten gänzlich ab, differentiiren vielmehr unser Integral y
nochmals nach a. Dadurch kommt

^^ = - 2j;-- cos 2«,. ä. = - ^^^^*),
Ü

und folglich wird durch Integration dieser Gleichung nach a

die ßeziehuuff

^J ^2 + 4a2
= - ''^^^ *ang y + const.

) Vergl. die §§. 64; 70, Anraork. 2; 1)7, 2.
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entstehen^ welche sich einfacher so schreibt:

da
= — arc tang ".

,

weil für « == offenbar -^ == ist. Die nochmalige Integra-

tion nach a zeigt nun^ dass

?/=— /arc tang .- ^a=— aarctg -^-\- -lg[A^-4-4«-]+ const.

Weil aber für a == ß das bestimmte Integral y den Werth

Null erwirbt, so muss

const. = ß arc tang
^f
— ^ lg [^^ + 4/3^]

und demnach

J, 2a j r ,.„ cos ao^ä _ cos ß^2
arctg ^ da= je-^- —-, ^—dx

tt u

== ß arc tg
l:
— « arc tg ^ + - lg ^r^^

sein.

Wäre endlich die zweite Differentiation nach k statt nach

a vollzogen, so hätten wir diese Gleichung gehabt:

aSk- J
2 cc

^-^, — , e-^"" sm2ax dx = .. t: .-^
dadk- J A-2 -|- 4«-*

Daraus aber entspringt

K = I Vt^tv,= arc tang
,, + const.

,

d. g., weil für A- =
ll
= -f^^ dx^--{a> 0)

wird,

U. s. w.

d y 1 k 7t ,2a
--^ = arc tang ^^ = — arc tang — •

da *= 2a 2 ^ k
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§. 104.

Umkehruiig des im Obigen befolgten Gedankenganges.

Nur mit einigen Worten wollen wir einer Integrations-

methode hier noch gedenken, die sich als Umkehrung der

vorhin gepflogenen Betrachtungen zu erkennen giebt.

Sei nämlich das zwischen den von a unabhängigen Gren-

zen a und h genommene Integral

h

a

dessen Werth wir bestimmen wollen, eine stetige Function

des Parameters a. Alsdann lässt sich immer die Gleichung

a ah
Jyda = Jda Jf(Xj a) dx

bilden. Da nun bei einem unbestimmten Integrale die untere

Grenze durch die sogenannte Integrationsconstante vertreten

wird, so kann man rechts die Ordnung der Integrationen ver-

tauschen, und folglich erhält man

jyda = Jdx jf{x^ a) da.

Lässt sich mithin nicht nur das unbestimmtelntegraiy/(a:,a)^a,
h

sondern auch das bestimmte Jdx Jf{Xy a) da ermitteln, so

ergiebt sich wieder durch Differentiation

- i dx l fiXy a) da.

Der Hinzufügung einer Constanten bedarf es bei dem unbe-

stimmten Integrale jf{x, a) da natürlich nicht, weil sie ja

durch die nachfolgende Differentiation wieder verschwindet.

1. 8ei z. B. der Werth des Integrales

y = Je-'^x dx

anzugeben. Integrirt man hier unbestimmt nach «, so kommt

« — 1
/ yda =

I
X dx je-"'' da = ~

I
6'-«^ dx

Ü
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und sonach wird

y-d
2. In ganz ähnlicher Weise entspringen aus dem Tii-

teofrale'O

diese Gleichungen:

y = f-^ sin ax dx

/* , /* , sin a sin a — a cos a
1 y da = — I dx cos ax = , y = ^

Dass übrigens auch hier eine wiederholte Anwendung der

genannten Operationen unter Umständen erforderlich werden

kann, versteht sich wohl von selbst. So ist beispielsweise für

das Integral
1

y = fe-""" x^dx
u

eine zweimalige unbestimmte Integration von Nöthen. Man
hat nämlich, wenn man die Hinzufügung der Constanten

unterdrückt, welche ja auch hier wieder aus dem Endresultate

verschwinden müssen,

1 2

\ yda = — \ X e-"^ dx, j yda^ = — ?

folglich

und

ß^'^^l (Sf°)
ae-«+e-«

§. 105.

IntegralbostiiniiHiiigeii mittelst Dilierontialgloicliiiugeu «ler

ersten Ordnung.

Die in den Paragraphen 102. und 103. erwähnten Metho-

den zur Ermittlung unbekannter Integrale beruhen auf der

Annahme, dass die Differentiation schliesslich auf ein bekann-

tes Integral zurückführt. Dieser Voraussetzung aber dürfte
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bloss in verhältnissmässig sehr günstigen und desshalb nicht

sehr zahlreichen Fällen entsprochen werden. Weit öfter wird

voraussichtlich der Fall eintreten, dass ein unbekanntes In-

tegral das Ergebniss der Differentiation bildet. Gelingt es

alsdann aber, durch irgend welche Mittel ein Abhängigkeits-

verhältniss zwischen diesem und dem ursprünglichen Inte-

grale herzustellen, so erhält man offenbar eine oder auch zwei

simultane Differentialgleichungen, deren Integration, sofern

sie möglich ist, nun zu dem Werthe des vorgelegten Inte-

grales führen wird.

Die Ordnung der so erzielten Differentialgleichungen ist

entweder die erste, oder eine höhere, und zwar entscheidet

hierüber die Anzahl der Derivationen, welche behufs Er-

langung einer Relation zwischen dem ursprünglichen Integrale

und den Abgeleiteten desselben zu vollziehen sind.

Obwohl wir schon früher, bei dem Beweise der Euler

-

sehen Formeln nämlich, mit dem Wesen der hier nöthig wer-

denden Operationen Bekanntschaft gemacht, ist es doch äusserst

wünschenswerth, die Natur dieser Methoden noch eingehender

zu beleuchten und namentlich auch solche Fälle vorzuführen,

in denen bloss eine Differentialgleichung zu behandeln ist.

Selbstverständlich werden wir nun zunächst solche Bei-

spiele auswählen, welche nur die Bildung einer Differential-

gleichung der ersten Ordnung verlangen.

I. In §. 99. haben wir gesehen, dass ^ j/ti e~~^^ den

Werth des Integrales / e~'^''~% dXj « > vorstellt, und zwar

haben wir uns dabei auf die Kenntniss des Laplace'schen
00

Integrals /
^^ ^_ ^^ dx gestützt. Unmittelbar aber können wir

zu dem genannten Resultate gelangen , wenn wir die Ermitt-

lung des Integrales von der Behandlung einer Differential-

gleichung der ersten Ordnung abhängig zu machen suchen*).

*) Memoire sur les integrales ddfinies par Poisson in: Journal de

lecole polytechnique cah. 16, p. 237 etc.

Vorgl. auch ij. 44.
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/ e-^^sm2ax(— 2a:)</a:= / -^^-^ sin 2axdx
ü

= ^-^'sin2aa; — 2« j e-'^''cos2axdx=—2a 1 e-'^^cos2axdx,

folglich

1^ = - 2a2/.

Integrirt man aber diese Differentialgleichung, so kommt

lg ?/ = — «^ 4~ const.

,

und dies giebt sofort die andere Gleichung

y = e-^" .q. ^

Weil nun für a = y = q = iV^ ist, so hat man wie

früher

00

/^-^' cos 2 ax dx = ^j/tc e-"\

in. Ersetzt man dagegen den Cosinus durch den Sinus,

so wird man auf eine neue Transscendente geführt. Denn aus

00

y = J
ß""^' sin 2ccx dx

(»

entspringt

00 00

^ = / e-^' cos 2ax . 2xdx = — ^-•^' cos 2ccx

ü

00

— 2a
I

e-"^^ sin 2 axdXj

d. h.

1^ = 1 - 2«y.

Multipliciren wir aber diese Differentialgleichung mit e'^\ so

ergiebt sich leicht

die''" y)

und folglich ist
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CO

Nun geht für a = auch fe-''' sin 2ax dx in über, und

demnach muss für a = das Integral Je""' da verschwinden.

Mit andern Worten aber heisst dies

y = e-'^'fev" dcp.

IV. Eine fernere Anwendung der hier befolgten Methode
OO

gestattet das Laplace'sche Integral i p-qj-i d x. Denn nen-

nen wir den Werth desselben vorläufig y , so kommt sogleich

OO

dy Cx sin ^x ^

u

Der Factor ^ ^
aber ist mit dem Integrale / e"~-^~cos kzdz

gleichbedeutend, mithin wird

00 00 00

ttI: = — l dz 0,0% kz le~'^- sin d-xdx^— / dzco^ kz.-^^-.—
r,

oder, wenn wir kz mit d^x vertauschen,

Wiederum also entspringt die einfache Differentialgleichung

^ = — ky, deren Integral y = e~*^ q nun sofort zu der be-

kannten Beziehung

reo

J ''

cos d' Xlax = ^ e-f"^
-\-x^ 2k

führt.

20 =
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§. 106.

Iiitegralbestiinmuiigen durch Differeiitialgleichuii^eii höherer

Ordnung'.

I. Die Kenntniss der Integrale

GO 00

/*C08 d" x , j /*a7 sin -O-a; ,

ü

können wir uns auch dadurch erwerben, dass wir zuvörderst

den Werth des Integrales

'-J
' sin &x dx
A'2 -\- X^ ~^

bestimmen, was in folgender Weise geschehen kann.

Differentiiren wir y zweimal in Bezug auf O", so gewin-

nen wir die beiden Gleichungen

00

dy /"cos-O-a? , c^y /'a: sin -ö-ar ,^ —J A:2_j_^2 «^? ^^~~ ~ J ^fcH^^ '

in denen wir natürlich die Integrale als vorläufig noch unbe-

kannte Grössen betrachten. Indem wir aber dem letztern In-

tegrale die Gestalt

00

Ü U

geben und der Kürze halber O- > voraussetzen, gewinnen

wir sogleich die Differentialgleichung

d^y j 2 ^
g^ = *V - Y-

Wird dieselbe durch 2 dy multiplicirt und darauf integrirt,

so ergiebt sich die neue Beziehung

(liY = >^'2/^ — ^y + const.

Diese vereinfacht sich indess, wenn man schon jetzt die

Constante bestimmt, also bedenkt, dass für d' = offenbar

ö^ = 2-T, y = und folglich const. mit (ki,) gleichbedeu-

tend ist. Denn nun crliiilt mau mit Berücksichtiofunf? des
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ümstandes , dass für 0'=0 die obige Gleichung eine identische

werden muss,

Daraus aber fliesst wieder die andere Relation

I^V — ^i = (i~''^ ' (['

Und bestimmt man jetzt die Constante q in der bekannten

Weise, so folgt schliesslich

oo

y ~ 'ik^ ^^ ^ ^ ~~j F + x^ X j'

IL In der soeben gewonnenen Gleichung wollen wir für

den Augenblick die Constante k complex, nämlich = re^^

voraussetzen. Alsdann erhalten wir offenbar folgende Be-

ziehung

sin Q'x dx n

J ^2e^«^_|_^2 X
ü

= :r-i7 e-2ai

.2 Ja i
\ ^2 X 2 r^

(l_,-r.«'-.0

die ihrerseits wieder verschiedene besondere Fälle in sich be-

greift^ wie wir sogleich zeigen werden, nachdem wir uns von

der Zulässigkeit der hier befolgten Induction überzeugt haben.

Dies aber bedarf nur weniger Worte.

In der That, differentiirt man auch hier zweimal nach 0-,

so muss ersichtlich die Gleichung

^— r'i^2a.^_r'e-^y-\, d. h. ^^(^j - ^^^c-^^^^r^c^^-^^^^
da

zum Vorschein kommen. Und hieraus fliesst nun leicht weiter,

dass

i V

sein wird, weil bekanntlich

das Integral der Differentialgleichung

*) Man vergleiche hierbei die in der Ausführung der Rechnung etwas

abweichende Behandlung dieses Integrales von Serret in Liouville's

Journal de math., p. 22. T. VIII.
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vorstellt. Da nun der Sinus sin ^x numerisch den Werth 1

CO

nicht überschreiten, also das Integral /
, 'gl-Z % ^ °^^* ^

u

nicht unbegrenzt wachsen kann, so wird die Constante c noth-

wendig mit Null zusammenfallen müssen. Die Constante c,

hingegen bestimmt sich durch die Bemerkung, dass für '9'=0

auch ?/ = und somit c^ = — ^^
ß-^«*' ist. Es findet also

wirklich die Gleichung

CO

statt.

Vertauschen wir in derselben a mit — cc, und combiniren

wir alsdann das gewonnene Resultat mit dem ursprünglichen,

so entstehen die Relationen

9 r ^^^ ^^ ^=JL \\ g-r,'»cos « sin(2«-fr^ sin«) -!

^'
/ r4+ 2r«C082a.a?2+ a?* a; 2r*

[_
sin 2a

J

und

3- /]^S1^^^ t=|-{-2«----"'-cos(2„+rW)]

Ganz dieselbe Behandlung der Gleichungen

A ^ — /'_C08«;x_ . B
*• d»-J r'e^-'+cc' ''~-ir

liefert femer die Beziehungen

cos ^x dx n _j.^j,^jg^ sin (a+ r-ö-sina)

r*+2r«a;«cos2a-f-^* ^r»
^

sin 2ä

r

7t

2^'

ai />

—

rS^e

oc

00

rr
/

*
j; sin %x . da;

e/
''^H"2r*a;*C08 2a-(-a;*

J^ g-r,'»coa«8in(r^8inft)

2r'- Bin 2 a



— 311 —
Und hieraus entspringen wieder durch eine zweimah'ge

Differentiation nach d', welche augenscheinlich hier vollzogen

werden darf, die andern Formeln
c

x^ coe d-x dx 7t -.r&cosa^^^^'^— r-ö-sina)

r'-\-2r^x^c08 2oc-\-x^ 2r sin 2a

und
oo

Q r x^ sin d-x . dx ti _^^^^^^8m{2ci— r-O-sina)

/ r*+ -'^^^'^cos2a:+cc« "2^ sin 2a

Wir haben die verschiedenen Relationen gleich in ihrer

einfachsten Gestalt hingestellt, weil die auszuführenden Rech-

nungen ausser einer gewissen Weitläufigkeit nicht die ge-

ringste Mühe verursachen. Man erinnere sich bei ihnen

namentlich nur der bekannten Formeln

iv
I

— iv ^ Jv — IV

^_IL_! = COS V und f t = sin v.
2 2t

Speciellere Formen lassen sich aus den vorhergehenden

Gleichungen dadurch erzielen, dass man den Bogen a = 0,

oder == - voraussetzt. Dagegen würden bei der Annahme

a = ^ oder allgemeiner a = ^—-?

—

~, wo n eine ganze Zahl

ausdrückt, die meisten der vorstehenden Integrale unzweifel-

haft sinnlos werden*).

Die neuen Gleichungen, welche unter den angedeuteten

*) Aus den Gleichungen ^., 4. und 5. kann man, wie es wohl ge-

schieht, leicht die Integralformen herleiten:

oo 00

/sin d'x dx n ,^ ^v /'cos ^x , ^ • ö.

oo

X sin d'x j "^
CL.—- dx = — — cos r-O"

Da aber für x = r eine unendliche Discontinuität eintritt, so scheinen

mir bei näherer Untersuchung die Integrale ohne Bedeutung zu sein.

Siehe auch §. 109. Cauchy giebt das erstere dieser drei Integrale im
Journal de l'ecole polyt., cah. 19, p. 578; die beiden letztern in Gergon-

ne's Annalen Bd. 17, S. 106.
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Voraussetzungen zum Vorschein kommen, sind übrigens die

nachstehenden.

Aus den Formehl 2. , 6., 7., 8., 9. entspringt zuvörderst

für a = 0, wenn man die in der unbestimmten Form ^ er-

scheinenden Ausdrücke in bekannter Weise entwickelt, das

folgende System

2r'-'

smd-x dx n V -, _,.^2 + '"'^l .

/•cos ^x , n <,\-]-r^.^. l\^^^^_
) (a?2-f-r2)2 "^~2r3

^
2 ^' J {x^+r^)''

"^ ~"

"o

CO 00

/ (a;2+r2)^"^—2r^ 2 ' / (^2+r^)2^'^—2/

Für a = - hingegen hat man diese Beziehungen:

11. {

J

'''^äx= ^e-^y^cos(r»j/2);

Ol

flO

=~ e~'-»^ [cos (r^/2)—sin(rV^)].

Endlich haben wir noch mit einigen Worten der beiden
früher erwähnten Formeln

*) Vergl. §. 75.
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und

+ '/' .^..Oa,^W ^e -2&X

13. / 7-^V£fr-2Cos2^.r^a;=,^-^-^^^

zu gedenken, in denen bekanntlich A und ^ die Ausdrücke

bedeuten*).

Schreibt man nämlich q'^ = r^ cos 2« und r' = //* + ^*5

also

rcosa=j/?5!+Z+_£', rsina=//?V±^-^, r2sin2«=5;

so erhält man aus den Gleichungen 6. und 8. sofort die andern

*0

und

Mit Berücksichtigung der Beziehung

5
qH S

aber fliesst hieraus weiter, dass

pTtAl-!^^ ^^ = V^- ^'-^'^
[^ eos 2^^ - ^sin2^#l

ü

sein muss.

III. Bezeichnet a eine positive Constante und n eine

ganze Zahl, so besteht unsern frühern Betrachtungen zufolge

die Gleichung

Siehe §. 09.
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f _ r=»—l

14.
f'coaccx_dx^ ?r e " ^T r{2n — r — 1) /g ym-s.

ü

Wir können dieselbe auch dadurch beweisen, dass wir zuerst

die Bestimmung des Integrales

CO

^ _ /*8in a X d X n

von der Integration einer linearen Differentialgleichung der

2n*^n Ordnung abhängig machen. In folgender Weise aber

ist dies möglich.

Durch eine wiederholte Anwendung des Leibnitz'schen

Satzes von der Differentiation eines Integrales nach einem

Parameter a ergeben sich nämlich aus 15. nach und nach die

Beziehungen

:

16. <^

dy /"cos ax dx ^ d^y rx sin ccx ,

00 00

d^y Cx"^ cos ax ^ ^ d^y Cx"^ sin ax ,

^"^^
"~ J (1 + ^T ^' ^"* ~J (1 + oc'^T

^'

1^ _ rxj^s_ax
^ 3^ _ r^isin a_x^

und daher wird

17. V — {''\ ^^ 4- /'"^ ^ _ /^"\ ^ 4-

00

I a^y / sin ax , 7t ^
dx — — = ü.

i

Bildet man nun die charakteristische Gleichung

[{r) = 1 _ I^^U' + Q r^ - . . . ± r2" = (1 - r^)" = 0,

so zeigt sich^ dass jede ihrer Wurzeln + 1 eine ;2 fache ist

und dass somit die Ausdrücke

*) Zu vergleichen sind hier die Abhandlungen von Catalan und Serret

in Liouville's Journal T. V. et Vlll.
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particuläre Integrale der DiflFerentialgleichung 17. liefern wer-

den. Erwägt man aber, dass y nicht unbestimmt mit a wach-

sen kann, so wird offenbar nur die Wurzel r == ~ \ zur

Bildung der besondern Integrale hier benutzt werden können.

Unser Integral 15. muss demnach diese Form besitzen:

18

wenn wir — der leichtern Rechnung halber — den willkür-

lichen Constanten A^y A^j ... noch die angezeigten Ooeffi-

cienten beifügen. Sind folglich die willkürlichen Constanten

bestimmt worden, so wird augenscheinlich die Ermittlung des

— dx nur noch eine weitere Behandlung

der Gleichung

19.
da

+ (^2-^3)^1 + .-. + K-2-^4..0S! + fell«""']

erfordern.

Zur Bestimmung der willkürlichen Constanten A^, A^, ...

aber werden wir in sehr einfacher Weise gelangen, indem

wir die in 18. ausgedrückte Beziehung {n— l)mal nach a

deriviren und darauf in jeder der erzielten Gleichungen a mit

Null zusammenfallen lassen.

Da nun allgemein

di

d. h.

Ü52= (- .,.-.[.-- IfJ,

(-.y'-^-Oi-r+Os-iS"]
d!' (e~"P)

da'

ist, so folgt sogleich für a ==

[0] = (-,,[..-(;).,+(:)..-^..+.,]
a=:0
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Uiul wird hierin s allmählich =0, 1, . . . n — 1 gewählt, so

findet man leicht, dass allgemein

- ^.-''.+C,)fö).+(Ofö),+-+(|f).
sein wird. Die den verschiedenen DifFerentialquotienten von y

angehängte Null soll dabei den Werth der Abgeleiteten für

« = ausdrücken.

Nun erkennt man aber aus 16. auf den ersten Blick, dass

für ein gerades m (
—~ 1=0, für ein ungerades ?n hingegen

statt finden wird, je nachdem nämlich //?=+ !, — 1 (mod. 4)

ist. Führt man also diese Werthe in Gleichung 20. ein , so hat

man wegen i/q
= — ^ die nachstehende Relation

21. A,+l= [(;)
r(4)ix«-i) -Q r(|) r(«-f) ,

Behufs der nachfolgenden 'Betrachtungen werden wir indess

statt derselben zweckmässiger ein in trigonometrischer Form
dargestelltes Integral benutzen. Schreiben wir nämlich

OD

^ in das fol-

2

gende Jsin O-'''-^ cos d-^»-'"-^ dd' über, und sonach wird

22. .4,+ 1=J^ cos *^'—
[(;) «i„ ^co« *>-

— (''\ sin d'-^ cos '^''-•' + {''\ sin d'''* cos d"'-^ ""•••]

/

TT

2

= / cos ^2«-.-i «J.^j!|: ^^,
sin -9^
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Daraus aber fliesst weiter, dass die Differenz

mit
7t

n ri2n—s)S— Tcos -,*^2«-.-l cos (S — l) ^ dd^ == - -^- ^, , ,, ^,

: ü

l gleichbedeutend ist. Der Coefficient ^„_i dagegen bestimmt

sich mit Rücksicht auf die in §. 78. gefundene Liouville'sche

Gleichung

y sin a 1}) cos i})^~^ , n

J sin ip 2

durch die nebenstehenden Relationen

:

n 7t

^ ^„_i A- - = I cos 'O'"
—^^—^^— d^ = I cosO'"-^ -.—.-.-^

sin -ö"
Ui-i + Z7 = 1 COS 'O'"

—-^—^^— dd' = I COSO'
z 1 sin -ir f

Ü

7t_ 7t

2 y

+ ^ /cos ^^''-2 COS ?i^dd^ ~ ^ rcos^«-2cos(n-2)^^^*)=!^+0— ^^.

Mit Benutzung dieser Werthe nimmt daher Gleichung 19.

diese Form jetzt an:

CO

/'cos (XX -. _n__ ß-^ r r(2n— 1) ,
r(2n—

1

— 1) 2 o; . r(2»—1—2)(2a)'^
,

/ (1+^2)" ^~2^«-ir(70 LÄ^'+i-i) "* r(n+i-2) i ' r(7i+i_3) 1:2 "i"'"

w—

2

r[2n-l-(«—2)](2a)"-^ , r[2
' r[«+i—(n— 1)] 7?—2! ' r

d. h.

^-l-(n-l)](2af-n
r[n+l— 7j] n—W J'

(' POS OCX ^r_ e-« Vi r(2/z-r-l) ,^ .,.

J (1+^2)«
^^ — 2'^«-^ m Zj r{n-r) r(r+l) ^^«^^

'

*) Man beachte hierbei die in §. 78. bewiesene Formel

j cos r-cos,^e?*=
J; ^^/.+,^'''yy+^,y

/->'>•
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Vergleicht man noch die Formeln 21. und 22., so hat

man für 6' < n — 1 eine Darstellung des Integrales

cos -^^"-^-1 ^?^ dd'

durch Gammafunctionen, und hieraus könnte man wieder eine

ähnliche Beziehung für das Integral

/cos ^2«-5-l g^^ (5—1) d- cotg d- dd'

ableiten. Mehr Interesse bietet jedoch eine andere, von

Catalan gefundene Relation zwischen Gammafunctionen.*)

Beachtet man nämlich die bekannte Eigenschaft der

Binomialcoefficienten

n =
(;) + („:.)."(;)-(•:')= -(A).

so folgt einerseits

und hierin heisst das letzte Glied + y^/'^\jn/';z_^y

oder + / (^)/ (^

—

-^}> je nachdem 5 gerade oder un-

gerade ist.

Andererseits hingegen findet diese Beziehung Statt:

(..+1) -(..,. + |) = _,-^^g==^,
und daher wird nun

(230 ,-.;^.'^g^Wa)r(«-i)-(;)ra)r(.-|)

+ (;)
r(|) r(«-t) - . .

.

In dieser Formel bedeuten also, um es nochmals zu

wiederholen, n und 5 absolute ganze Zahlen, von denen
5 < n— 1 sein muss.

*) Liouvillu. Journal de math^matiques etc. T. V. p. 108 etc.
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Rücksichtlich des Historischen diene folgende Bemerkung.

Die Bestimmung des Integrales / ^21^^ ^^ mittelst

u

einer Differentialgleichung der 2^'''" Ordnung ist zuerst von

Catalan ausgeführt worden, nachdem schon Poisson die Werth-

ermittelung des allgemeineren Integrales

cos ccx dx
2nf

in welchem das Polynom A -{- Bx"^ -\- Cx^ -f- . .
. -|- a;^« keine

reellen Wurzeln besitzen darf, von der Integration einer sol-

chen Differentialgleichung abhängig gemacht hatte.*) Beide

Mathematiker aber wurden hierbei auf die absurde Gleichung
00

y* cos ax dx = geführt. Diese Schwierigkeit vermied Serret,
Kl

indem er zur Herstellung der Differentialgleichung das Inte-

— benutzte und für den Fall n=\ die
(l_|_a;2)" X 2

gral /

äusserst einfache Rechnung wirklich ausführte.**) Für den

allgemeinen Fall dagegen scheint nur ein mit dem unserigen

ähnlicher Gedankengang als zweckmässig sich zu erweisen,

was z. B. von Catalan's Darstellung gilt. Man beachte bei

dem Studium des Catalan'schen Aufsatzes nur den Umstand,
dass die dortigen Coefficienten A^^ A^j A^ . . . eine von der

unserigen abweichende Bedeutung besitzen, nämlich mit un-

serer Differenz As+i — As zusammenfallen.

§. 107.

Anwendung simultaner Differentialgleichungen.
00

Die Integrale /*.—^^^^J£^i dx = \ Vn e-^^^-cosi ^2.
J sin ix'^) sin l

Im Hinblick auf die früher bewiesene Euler'sche Gleichung

*) Journal de l'dcole polytechnique, cah. IG, page 222 et Nouveau
Bulletin de la Societö philomatique nro 50.

**) Liouville. Journal de math. T. VIII pages 21 et 22.
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e- (^+^') ^ x"-^ dx= ^^""^

{k^^iy

bemerkten wir in §. 105, dass unter Umständen die Bestim-

mung eines vorgelegten Integrales Von der Integration zweier

simultanen Differentialgleichungen abhängig gemacht werden

könne. Tritt ein derartiger Fall ein, so bildet natürlich das

gegebene Integral eine Combination zweier verschiedenen

Integrale. Und zwar werden diese in einer solchen Abhängig-

keit zu einander stehen müssen, dass durch eine zweckmässige

Behandlung der Integrale eben jene gleichzeitigen Differen-

tialgleichungen erscheinen.

Ausser den schon erörterten Integralen

00

l-O-o; . dx
sm

gehören auch die folgenden, für die Theorie der Wärme sehr

wichtigen Integrale

CO oo

u==
I

e-'^'' cos (—A dx, V =
I

e-""'' sin \—A dx

hier her. Offenbar sind dieselben echte Brüche, weil die

Functionen sin und cos nur zwischen — 1 und -(- 1 sich

bewegen können. Stellen wir nun die beiden Integrale in

der einen Form

e-^ - ^^
' dx

uns vor, so dürfen wir der Vermuthung Raum geben, dass

die schon öfter bewiesene Formel*)

e-^'- ~.dx = ^ yit e- 2a

unmittelbar zur schnellen Darstellung der genannten Inte-

grale wird dienen können. Und in der That, ersetzen wir

a^ durch ah', also a durch « // = ^ [+ 1 +
?J j/2; so kommt

*; Vergl. die §§. 2:5, 44, lu», 105.
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d'

d. h.

UJ

2. je '^' cos /^2^ ^a- = j/;r f.-
aVJ ^.^^ ^ j/2

und

3. / ^ -^^ sin ^".2^ dx = ±^~^ e-« ^^"sin « j/2,

Denn dii a stillschweigend nls positive Constante angesehen

ist, so kann der reelle Exponent von c nur — « ^2 heissen.

Nicht so unmittelbar einleuchtend aber ist die andere Frage,

welches von den beiden Vorzeichen das Sinusintegral führen

muss. Jedoch entscheidet sich dieselbe leicht, wenn man
beachtet, dass durch eine zweimalige Differentiation des

('osinusintegrales nach a das Sinusintegral sich ergiebt*), die

zweite Derivirte von e'*^^^ cos aj/2 aber, also

Dl [e-"^ cos aj/2] = 4 6'-«^^ sin « /2

mit dem Pluszeichen behaftet ist. Mithin kann in Gleichung 3.

mir das obere Zeichen gelten. Abgesehen hiervon wird in-

dess auch die gleichfolgende strenge Begründung der Rela-

tionen 2. und 3. uns Gewissheit verschaö'en. Einer solchen

Rechtfertigung aber bedarf es noch, weil die zur Induction

benutzte Formel nur für reelle Werthe von a bewiesen wurde.

Man hat

cfj so d'

du i* ,... • /a'\2cidx /* a-:^ • r .,\2(x^ (tau x{^

0. = -J "' ' «'"
(„.^^) ^^ = ~j '' '"'^•''^ -.^ «^

^

OD d^

== — 2 I 6' '^ sin (.t''^) dx]

Mkyi:i;, lasliiiimtc IntograU
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Differentiiren wir Gleichung 1. nach a, so gewinnen wir

die Beziehung

r» — X^

da da da J ^^

und hieraus folgt durch Einführung der neuen Veränder-

liehen Xj =
X

da
e ""' dx^.

ü

Wird aber nochmals nach « derivirt, so entspringt

U

d. h.

der da^ occ^

Durch Trennung des Reellen und Imaginären entstehen

folglich jetzt die beiden Differentialgleichungen

1. K-i = 4t; und ^—^ = 4w.

Um ihre Integralgleichungen zu entdecken, setzen wir auf

Grund der Beziehungen 2. und 3.

IL w = jö e^" und v = q e^",

wo/?, q^ X noch näher zu bestimmende Constanten ausdrücken.

Bezeichnen nun wirklich die in II. genannten Grössen

die Integrale der Differentialgleichungen L, so müssen ihnen

zufolge offenbar die Beziehungen gelten:

p A' e^« — 4 </ e^« = und q P e^" + A p 6^^« = 0.

Daraus aber fliesst

^ = i A2 und i^ = - i A2,

und demnach besitzt A den Werth

A = /±4/- l,

d. h. A stellt die Wurzeln der biquadratischen Gleichung

//* = — lü vor.
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Schreiben wir nun der bessern Uebersiclit halber A in

folgender Form

und bedenken wir noch, dass - : - die Beziehung q = ^p i

giebt-, so können wir jetzt unsern Gleichungen IL die Gestalt

geben. Diese Ausdrücke sind offenbar vierdeutig; je zwei

besondere, derselben Zeichencombination entsprechende Func-

tionen ti und V genügen somit den Differentialgleichungen I.

Dies gilt selbst dann noch, wenn wir jede der besonderen

Functionen mit einer speciellen Constanten p multipliciren,

die in den einander entsprechenden Functionen den näm-

lichen Werth besitzt. Das Integral jeder der Differential-

gleichungen setzt sich hiernach aus vier Theilen zusammen
— und um dies in Kürze sichtbar zu machen, wollen wir

die Functionen ii und v in der nebenstehenden Form dar-

stellen

Bedenkt man nun, dass u und v zu den echten Brüchen ge-

hören, so kann das Zeichen + für e nicht Statt finden; so-

nach können u und v nur die folgende Gestalt besitzen

Von diesen Ausdrücken behandeln wir zunächst den zweiten.

Off'enbar muss die eine der in demselben enthaltenen besondern

Constanten mit + i , die andere mit — i multiplicirt sein,

damit für a = v den Werth Null erwirbt. Nur unent-

schieden bleibt vorläufig, welche der Constanten jy, p^ mit -|- i

durch Multiplication zu verbinden ist. Indess beantwortet

sich diese Frage leicht, wenn wir die Exponentialgrössen in

die goniometrische Form umsetzen , die Gleichung w-^ = 4 y

berücksichtigen und schliesslich das Reelle vom Imaginären

sondern. Alsdann nämlich hat man nach und nach:

= 6'-«^^
[{P+P[) cos a j/2— i (p—Pi) sin a}/2\,

21*
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= 6'-« ^'^ [+ {p+Px) siu « / 2 + ?•

(i^-/?,) cos « /2J,

4: 4? (/;-/>i)cos«/2 . 6^«^2-_,7>2^-«/^'^[_/(^_^^j)sin«/2]

= 42(/>—/>i) cos « //2 .e~^^^

.

Daher kann in der letzten Formel links nur das Pluszeichen

gelten, und folglich muss ^, mit — ? multiplicirt sein.

Die zweite unserer obigen Gleichungen besitzt mithin

folgende Gestalt

v = pie-^ '^^(i+O _ ip^ 6'-« ^'^(i-*)

.

Erwägt man nun, dass für « = auch v in Null übergeht,

u hingegen mit \ f/it zusammenfallt, so gewinnt man die

Beziehungen

P -\rPi = ^l/^ ^^^ P — Pi=0,

p = l-l/7t=p^.

Und sonach wird schliesslich

CO *

n =
I

e-"""' cos /'"^^ dx =
J
^Tt e~ « ^'^ cos a ]/2

Ü

= / e-^" sin r^J dx = ^^^ r " '^ sin « //2.

und

§. 108.

Beinerkuiigeu zu deui Vorigen und den Euler'sclien (jileichuiig-oii

in §. C3.

1. In dem Vorhergehenden haben wir die Ermittlunsr der

^2 = 4 V. ^
-

2

Integrale der beiden Differentialsjleichunj^en
^' " = 4 ?\ ^^,= 4 w

aus Dirichlet's Vorlesungen über partielle Dilferentialglei-

chungen entlehnt.*) Einfacher gelangt man indess zum

*) Die vollständige Wiedergabe des Dirichlet'sclien Gedankenganges
CO

/
^ COM l CL'^ \

in der Behandlung der Integrale I c~^' . \ .A (Li findet man in den

J sui i^ ;
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Ziele durch sofortige Integration der oben gewonneneu

Gleichung

1. f|~ 4/5 = 0.

Denn bildet man die charakteristische Gleichung

/(r) = r2 — 4/=-0,

so heissen die beiden Wurzeln derselben r = 2 ]/i und

r = — 2 /// ; mithin nmss zufolge der bekannten Theorie

linearer Differentialgleichungen ohne zweites Glied das all-

gemeine Integral der Differentialgleichung 1. durch den

Ausdruck

vorgestellt werden. Beachtet man nun, dass

e ^" dx

mit a nicht unbegrenzt wachsen kann; so folgt sogleich,

dass die willkürliche Constante <?, den Werth Null besitzen

muss. Nun ist aber für a = s == ^ j/jt und daher auch

c.y = ^ yit. Das Integral i e '^' dx ist sonach gleich-

ü

bedeutend mit dem Ausdrucke

dessen weitere Behandlung oben gezeigt wurde.

2. Bei Gelegenheit dieser Betrachtung wollen wir noch

einige Worte den Euler'sehen Formeln

:H c Q. j T'io) cos
( , ,

. Q^

^x dx = ^—- \a ii^^jl;= arc tg y-
" sin (

f^sin

widmen, deren strenge Begründung wir bekanntlich früher

in der Dirichlet'schen Weise gegeben haben. Wir fanden

nämlich damals die Differentialgleichung

d s a i

rf^
"^ ~ ¥\^i ^^

von HattendorfF herausgegebenen Vorlesungen Riemann's über partielle

Differentialgleichungen, Seite 134—136.
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wo

s == u — vi = 1 6'-(^+^'> x^-'^ dx

war.

Auch diese Differentialgleichung gestattet eine unmittel-

bare Integration; denn schreibt man dieselbe in der Form

ds . d%-

S Ä-j-Vt'

SO ergiebt sich augenblicklich

lg 5 = lg {ii— vi) = — a\g {k-\-xti) + const.

Nun ist für O- =

und demnach

const. = lg(^'^.A"') = lgr(«).

Wir erhalten also jetzt die Gleichung

2. lg 5= -a\^{k+^i) + \gr{a).

Beachtet man aber, dass für positive Werthe von u

lg {{u-vi)) == i lg (M^+ t;^) — i arc tang ^ + lg ((!));

dagegen für ein negatives ti

lg {{u—vi)) = i lg (w-+ t;-) — 2 arc tang ^ -[- / ;r + lg ((1))

und wegen des positiven k

lg ((*+ *0) == k lg (*'+ *') + i '»-c tang I + lg ((!))

ist, wo die doppelte Klammer in lg ((1)) etc. nach Cauchy

bekanntlich die Vieldeutigkeit der Logarithmen anzeigt*) ; so

folgen nun aus Gleichung 2. durch Sonderung des Reellen

und Imaginären die frühern Relationen:

i lg («'+!-') = - 1 lg {k^+»') + lg r(«),

also

und

*) Cauchy. Algebraische AnalysisjEinleitj]^., Kap. 9.—.Ig((l))=4:2r7i/,

wo r beliebig und ganzzahlig.



d. g.

327

arctang - = a arc tang 7 , u > 0,

arctang ~ = a arc tang ~r — jt, w < 0,

— = tang a xlf = tang {a^ — 7t).

Augenscheinlich sind bei diesem Verfahren die einfachsten

Logarithmen der Rechnung zu Grunde gelegt, was auch ge-

schehen darf, solange die Grössen a arc tg -r und a arc tg j—Tt

das für arc tang — und arc tang -r vorgeschriebene Intervall

( — !"; + ?) ^^^^^ überschreiten. Tritt aber das Gegentheil

ein, so wird man zur Vermeidung von Ungereimtheiten dem
Logarithmus von s = u — vi ein Vielfaches von iti hinzu-

fügen müssen und die darin enthaltene ganze Zahl r den

vorkommenden Umständen gemäss bestimmen*); den Loga-

rithmus von k -\- d-i dagegen wird man immer in der ein-

fachsten Gestalt

lg (k + ^i) = i lg {k^ + ^2) + i arc tang ^
sich vorstellen dürfen.

3. Nicht ganz ohne Interesse dürfte noch die Bemerkung

seinin, dass die beiden Integrale 1 e—-^' -^^ dx durch eine
J sin

,

^'

nach a zwischen den Grenzen und a ausgeführte Integra-

tion der früher in §. 99. bewiesenen Formeln

*) Die beiden oben erwähnten Formen für lg ((.s)) können in die eine

lg {{u—vi)) = i lg (w^+y2) - i arctg ^ + M 7t i

zusammengefasst werden, wo für M entweder + 2r, oder + (2r + 1)

zn wählen ist, je nachdem man m > 0, oder u <^0 hat.

Zugleich ersieht man hieraus, dass zur Herleitung der Beziehung

— = tang a ip die nähere Angabe von M nicht einmal erforderlich ist

und dass die Bestimmung der obigen Integrationsconstanten immer in

der angedeuteten Weise geschehen kann. Jedes Multiplum von n i

bezeichne man nur immer durch M.
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l'r
•''

sin (.r'O dx = { ^2jr 6- « ^'--^
|eo8 « /2 + sin « /2] '

und

/V^' cos {x"') dx = [ y27i
6'-« ^2 [cos « /2 — sin a f2]

%

gefunden werden können und dass folglich umgekehrt diese

aus jenen durch Differentiation hervorgehen müssen.

In der That, setzt man zunächst ~2 = X\-j so bekommt

man leicht die Beziehungen

a^\ a fix

I
c '^ sin [x') dx = j e-"^' sin / "2

)

'0

00 a' 00

I
e

'^"
cos {per) dx = j e-"^' cos ( '^ J

^
-.

Und daher wird einerseits

(tu ü

00 CO

(»

und

^'rf« /V-'-cospy;; ,/,, =
i

/*t' • Sil. p) rf...

00
Anderseits aber findet man durch theilweise Integration so-

fort die GleichunL^'u

'^« ^^ cos a 1/2 da = e— ^^ Binr.K2 -cos^aK^
, _1_/

a

J ^
2K2 ^2^2
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Mithill hat mau jetzt die auffeiischeiiilich •liiit den frühem

n
H

J

zusammeiifalleiiden Beziehungen

CO

und

4. JSäherliegend als vorhin ist jedoch die Ableitung der

Integrale 2. und 3. aus den Formeln 11., §. lOG., II.

00

/ ^i^i ^^ = 2 ^ ^'^

«

y^>
'

ü

00

TT-^— </^ = - 6'- « ^ ^ COS Kl/ 2.

Berücksichtigt man z. B. bloss die erste dieser Gleichungen,

was offenbar genügt, weil ja die andere durch zweimalige

Differentiation nach a aus jener entspringt; so ergiebt sich

mit Benutzunf]^ der sofort durch die Euler'sche Formel

sin &x . x''~^ dx = —- sin a ip

zu rechtfertigenden Gleichung

00

1 /• , .

zunächst die Beziehung

QO '00 OD

I ^iTi "'^' ^^ 17^ I
^ ^^^^ ^cix dx

I
6'--^'*- sin z d:

1 / a? sin2aa^

(t

00 OO

= r^ j sin z dz I
e--^' x sin 2«a? f/o:.

Nun folgt aus der Relation
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- _ ^
^-'•^' cos 2 ax d X = ^y ^ e

durch Derivation nach a

1 e~^-^^ X sin 2ax dx = ^y - e ""
- ~.

Ü

Mithin wird jetzt

00 00 CO a^

-^ 1 sin z dz
I

e-^-^' X sin 2aa; dx =^ j e ^ ^^ rfz,

d. g., wenn ^ =z x gesetzt wird,

f''"wi''=f''^''''(:^'^'

Go a

a

2

1)

also ist

00

C e-«' sin ('-') rfa; = i j/^ «- « ^^ sin (« /2).

§. 109.

ao

4. Das Integral f e''^ ^^ r/.r.

— «

Die meisten von den in §. 106. vorgeführten Integralen

bilden offenbar specielle Fälle der von — cx> bis + cx) inte-

grirten rationalen Brüche von der Form jflj in welchen

die beiden zu einander primen Polynome (p{x) und f{x) be-

ziehungsweise vom w'^" und n^^" Grade sein sollen, wenn der

Zähler (p(x) dieser Brüche mit einer der Functionen Sinus

oder Cosinus durch Multiplication verbunden ist, vorausgesetzt

natürlich, dass solche Integralformen überhaupt gebildet wer-

den dürfen. Dies nun ist, wie aus unsem frühern Erörte-

rungen über die Integration der gebrochenen Functionen

zwischen den Grenzen 4: cx) sofort erhellt, im Allgemeinen

immer, aber nur dann möglich, wenn
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erstens die Wurzeln von /'(^;) sämmtlish complex oder

rein imaginär sind und wenn

zweitens der Grad des Polynomes (p(x) kleiner, als der

von f(x) ist.*)

Im Vergleich zu der Integration der nicht mit Sinus

oder Cosinus multiplicirten Brüche y^ aber findet jetzt der

Unterschied Statt, dass nicht wie bei diesen der Zähler (p (x)

einen mindestens um zwei Einheiten niedrigeren Grad be-

sitzen muss, als der Nenner f(x). Denn schreiben wir wieder

wie damals ^7^= x""-'' t(x), so entstehen jetzt die Integral-

CO

formen / x"'-" '(l;{x)^^^ id^xl dx^ wo -O- constant, und folg-

CO

lieh ist

J . % •

I x"^-^t{x)
"''' [&xdx= R I x"^-"

"'" {^x . dx.
J cosf J cosL
p p

Von den Integralen 1 x"'~"
^^"

[d-x dx aber wissen wir, dass

^ cos (

*) Bezeichnet x= ci eine solche einfache Wurzel von/'(a;)= 0, für

welche entweder der Cosinus, oder Sinus ebenfalls verschwindet, so

/cos ^x ,wird das entsprechende Integral nicht sinnlos. Z.B. / dx ist

,y x^ — r^
— 00

nicht ohne Bedeutung, wenn d" einem beliebigen ungeraden Vielfachen

von —- gleich ist. Man hat unter dieser Voraussetzung in der That
2r

cos ,—- 7t X \ (fx

x' - r* r
_sm^?^Li^ = (_ir+^^.

(Siehe §. 106. II. Anmerkg. 1). Ebenso gehört

j
'sin-O-o? dx n r^ — »s»i

x^ -f- r' X r^

hier her. Formen dieser Art wollen wir indcss von unserer Betrach-

tung ausschliessen.
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sie mit wachseiiclem p iiiul fj der Grenze Null sich iiäliern,

süt'eru ;w — w < 0, iilso m <, n ist. Zu bemerken ist übri-

gens hierbei, dass behufs Anwendung des Maximum-Minimum-

Satzes die Grössen p und fj in der Weise des §. QQ. zu

wählen sind.

Im Gegensatz zu unserer ehemaligen Betrachtung der

Brüche %,~ wollen wir ietzt noch annehmen, dass eine Wur-
f{x)

-^

zel a von /'{x) auch wiederholt vorkommen kann, dass also

bei der Zerlecfunff von ?f^ in Partialbrüche Nenner von der

Form {x—a)" erscheinen dürfen. Stellen wir nun die beiden

Intejrrale / ^7-^ cos ex dx und / f,^ sin ex dx, in denen e

— CO — CO

statt der Constanten d' gewählt ist, in der einen schon von
00

Caucliy*) gebrauchten Gestalt I y^ 6'^-^' ^.r uns vor; so re-

ducirt sich die Untersuchung derselben auf die Integration

\x-ay

4 p''^"'

eines Ausdruckes von der Form — dx oder einfacher

. Wir gewinnen also das Integral / ——, wenn
(x— er)" J {x—(i—viy

— cc

cc = ^ -\- vi gesetzt wird, wo ^ auch den Werth Null be-

sitzen darf. Durch die Substitution x — f*
= x' aber geht

das vorhergehende Integral in das folgende über:

/
^e^f^dx

{x-viY

an dessen Statt wir einfach das Integral

dx

f (x—vi)'

setzen dürfen, weil wesentlich nur die Form des resultirenden

Integrales Interesse für uns hat. Diese letztere Darstellungs-

*) Journal de l'ucolc polyt., cuh. 1'.», p. 578.
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Lufgabe aber

here Gleichung

weise unserer Aufgabe aber erinnert uns lebhaft an die i'rü-

«
^c»i^^ 0,c<0

r(«)

ni it deren Hülfe wir bekanntlich zuerst die Kenntniss der
OC CO,1,1 T X 1 f* COS c& d& /'a^sincO j^^

Laplace sehen Integrale I ,
, g

- , I f^Q^i "^ uns er-

warben. Es liegt daher der Gedanke sehr nahe, die er-

wähnte Beziehung auch jetzt zu vorwerthen. Und in der

That, beachten Avir, dass • (a;~z//)" == (—0" (^^+^'0"; so folgt

soö'leich die Relation

CO oo

{v-\-xi)

"

Bezeichnet mithin v eine positive Grösse, so ist hierdurch
00

/• cxi j

die Transformation des Integrales / r als beendigt an-

J {oc—vi)

— CO

zusehen und folglich die Anwendung des obigen Satzes sofort

gestattet. Für ein negatives v hingegen ist das Integral

flO

cxi

f -^-

— oo

— '^ nochmals umzuformen, nämlich in der Gestalt
{v-\-xif

/^cxi . ^ ' /* ,,—ca

^_^--=. (-1)" / ^'-
v+xi)"

darzustellen.

Aus der vorliegenden Untersuchung ergiebt sich nun
CO

otfenbar der Satz, dass ein Integral von der Form / ^•^' -/ , ^^^

str'ts auf die Zahlen jr und c zurückgeführt werden kann.

Beispiele hierzu liefern die in §. 106. betrachteten Inte-

grah'. Um aber einige Fälle wenigstens vorzuführen, wollen

wir die dort enivvickeltcji Integrale
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rcos»^^^ r».H^ und /'^^^^^^^^«-^'^^sinVä,
/ (a;»4-''

)

2r8 2 J x*-j^l 2 '^
'

ü

WO d" positiv sein soll, nochmals in Betracht ziehen.

Augenblicklich ergiebt sich nun, wenn wir zuvörderst

(las erstere Integral erörtern, dass x = ^ri die Wurzeln

des Polynonies /'{x) darstellen. Die Theilintegrale , welche

wir mithin jetzt zu betrachten haben, sind offenbar die

folgenden

/V^rf^
und A^"'^^

J (x+ri)^ J a^+ rt
*

OO — ÖD

Nun zeigt aber die vorhergehende Entwicklung, dass wegen

der Beziehungen

^ 'J (

—

T-\-xif J \r-\-xxf ^J r-\-xi

nur die beiden Integrale

Ce^""' dx re^'^'dx o .«^ a.

J (o;—n) J {r-\-xtf

und

/ = i I —r-— = 2 7t e-'^
J x—ri J r-\-xi

für unsere Untersuchung Bedeutung haben. Bei der Zer-

legung des Bruches -r^^-^ in Partialbrüche brauchen wir

daher auch bloss die beiden Glieder

A_ 1^ 1 _ , A^ i_ 1

(x—n')* 4r* (a;—n)2 x—ri Ar^ x— ri

zu berücksichtigen. Dies aber führt uns auf den Ausdruck

Pe^-'d^x _ _ JL r e^"* dx i_ /V"' dx

J (a-2+r2)« 4r2 J (x—ri)^ ^ r'J x-ri

4 r*

und demnach ist wie früher

= j^ <^" » -^ e-'»=^ e-» (1+r*),
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00

ao

yT* sin 2 '1^ ^—orr~ ^^•

Die Wurzeln des Polynomes f(pc) = x"^ -\- \ werden hier

bekanntlich durch die Ausdrücke

,
iL 4 '

I TT , . . TT

a = -Y_e = i COS — + 2 sin -

vorgestellt, und demnach heissen die Coefficienten der Theil-

brüche

^2 — 4 ; ^3 — 4 ; ^4 — 4 •

Daraus folgt

I .^.»4_i^ "^— 4/ 7r..7r^4/ 7r,..7t
/

' ./ a;—COS-—isin— ./ o;—cos—4-isin —
•./' s-' 4. 4- 4- 4-

00 X ^ 30 ^ ^

OO OD

^ a;+cos-—esm- ^ a;+cos-+i

dx
. n
am—

4

Nun ist

00 OO 00

n . . n / ..« / . n , .

o;—cos—

—

i sin — ^ X — ism— ^ 2>\u—-\-xi
— 00 * — 00 * 00 ^

00

00

also das erste Glied im vorhergehenden Ausdrucke

dx

^1 / ;r—^ = 2
,/ X—cos jBin—
_^ 4 4

ü g»y2i ß-^vi



- 33G —

und
OD

^/ a;+cos——isinj
CO

*

die beiden andern Integrale dagegen sind der Null gleich.

Daher wird schliesslich

00

^^^^ _ |c-'^''^[^^'^''^^— 6'-^'^'^]=7r/(?-''^^^^sin^^2

— CO

und

/ —T -y^- ==2 1 —4—
, T ^^^= ^ ^ Sin ^ y 2.

J x'* -\- 1 J X* -\-l
'^

— CO ü

§. HO.

5. Das Diriclilet'sclie Integral

fi
d& 1

J. 7C_^_f^ 1^

Im vierten Bande des Crelle'schen Journals für reine und

angewandte Mathematik hat Dirichlet die Wissenschaft mit

einem Integrale bereichert, das eine Fülle von einzelnen

Resultaten in sich begreift, wie sie nur wenigen Integralen

zukommt. Mit der Bildung dieses Integrales wollen wir uns

jetzt beschäftigen, beschränken aber dabei im Einklang mit

den bisherigen Betrachtungen die Werthe gewisser Constanten

vorerst auf das Gebiet der reellen Grössen.

Bezeichnen / und c positive Constanten, so gelten be-

kanntlich die Beziehungen

00 00

P+»i <l»= 7 " ""^ J P+»^ ^^ = *^'

aus deren Combi uation sofort die neue Gleichung

CO

c9i
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entspringt. Sie besitzt, wie man sieht, die Eigenthümiiclikeit,

dass die positive Grosse c einerseits im reellen, andererseits

hingegen im imaginären Exponenten erscheint. Und gerade

diese besondere Eigenschaft unserer Relation ist von ausser-

ordenthcher Tragweite. Denn multipliciren wir die früher

bewiesene Eiüer'sche Gleichung

CO

—c^e j o.

mit
72 njöiT; ^^^ integriren wir hierauf zwischen den Grenzen

— CO und -|- oo, so bekommen wir das Integral

^ 'J (p+»=)(*+^.r J j p+»> ^

— 00 ü — 00

aus dem nun vermöere der in 1. ausgedrückten Beziehung

j Z2_|_^2
---

l

und folglich nach einigen leichten Reductionen die Formel

CO

/3. / —

^

-^—
:
-=

. ^
{p-\-^''){k-\-%if ^ (Ä + O'

lliesst. Diese aber zeigt den nämlichen Charakter wie Glei-

chung 1., und daher können wir augenscheinlich den vorhin

angewendeten Process von neuem vollziehen. Sind demnach k^

und r/j wie oben k und a positive Grössen, so entspringt aus 2.

r(«)/
f,-c»i 1 1

/2_^^2 (yfc_|.^,y' (Ä, 4-'^t]
— CO

00

= / e-^"" x"-^ dx I
—

,

—CO

*) In dcrsolben ist — um es hier nochmals mit Nachdruck bervor-
a

zuheben — bekannthoh {k -f f&i)-" = (Ä^-f-^«) ^ e"'*^, wo

i^ = are tang — zwischen + — und — — sich befindet. (Vergl. §.G2,71).

Meyer, bestimmte Integrale. 22
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uiul dies giebt wegen

/
^-ic+.)9i^^

TT _„.^,, 1

— X

also

QO 00 00

—00

die Beziehung

fr'" . ^i_ . __!__ rf^=",; /.^ 1

— X

Wie man aber in diesei* Weise weiter gehen kann, leuchtet

unmittelbar ein. Bezeichnen somit ausser c auch /, A-, / ,, . .

.

;

(tjü^, . . . positive Constanten: so besteht die Gleichung

I« 1 i^-i-üTo
' • •

• • •
ä'^

— X

1
"Jt p~lc= :ll e

Sie bleibt selbst dann noch in Kraft, wenn die Con-

stanten ly kj . . . '^ cty a^ , . . solche complexen Werthe erhalten,

deren reelle Theile positiv sind. Denn unter dieser Voraus-

setzung ergiebt sich zunächst aus den Betrachtungen des

§. 100., dass Gleichung 1. fortbesteht. Und ein Blick auf die

Beziehung

r{a -f ßi) =/^-^- x^+ß^-^ dx

00

=Je-^ a:«-» [cos {ß lg x) + i sin (/3 lg x)'] dx'^')

lehrt, dass für « > das Argument a der Function r{(i)

durch die complexe Grosse a -\- ßi ersetzt werden darf. Mit-

hin ist bloss der Nachweis von der Richtigkeit der Gleichung 2.

unter der über die Natur der Constanten a gemachten An-

nahme noch zu hefern. Dies aber erfordert nur eine Wieder-

*) Vergleiche Cauchy. Algebraische Analysis. S. 220.
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liolung des frühem für ein reelles a befolgten Gedankenganges.

Schreibt man nun anstatt der beliebigen Grösse '9' '9', + x,

wo ^^ und % irgend welche reellen Grössen bedeuten; so wird?

wenn man in k -\- i^i = k -{- ni -\- d'^i einfach k statt k-^-xi

setzt, wieder die Beziehung gelten

/ e-(k+&j)a: ^a-1 f2x = ^^""^

{k + ^,0"

Von den zahllosen Folgerungen, welche die Gleichung I.

gestattet, hat Dirichlet selbst eine sehr fruchtbare angezeigt.

Man gelangt zu ihr durch folgende Betrachtung.

Sei h entweder eine positive Zahl > 1 , oder eine com-

})lexe Grösse, deren reeller Theil die positive Eins überschreitet;

alsdann wird immer der reelle Bestandtheil von

lg {h + yi)-~ i lg {h'^ + y~) + i arc tang

positiv sein. Denn setzt man h = ??i -f- w/, wo also ??i > 1

sein soll , so wird

und in diesem Ausdrucke kann ?)i' -f- {n+ ij)'^ niemals kleiner,

als die positive Zahl m"^ ^ 1 werden*). — In dem Integrale 2.

kann man daher die complexe Grösse A-j-O"? durch lg (A -f ^0
ersetzen. In diesem Falle aber besitzt Gleichung 2. die Gestalt

f
d. h.

4 r^^j!^ — r(/>)

*) Die vorkommenden Logarithmen complexer Grössen u-\-vi sind

hier zur Vermeidimg von Zweideutigkeiten immer in der Gestalt

Ig (7) -\- iip, wo ip = arc tang — zwischen — — und -f- „ liegt und r

der Modul der comphixen Grösse u -\- vi ist, zu nehmen. Unter dieser

Annahme stellt also eine Grösse von der Form {u -\- v if* den Ausdruck

vor.
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wenn h statt a geschrieben wird, wo natürlich h entweder

positiv, oder — für den Fall eines complexen Werthes von

h — der reelle Theil desselben > ist.

Indem man nun die letztere Beziehung durch den Aus-

druck

in welchem die Grössen c, l, k, . . . ;
a , a^, . . . Constanten

der oben genannten Art bedeuten, multiplicirt und hierauf

von y = — (X) bis?/ = 4-oo integrirt^ erhält man die Re-

lation

r T*-' dx r /
'-^ —

'
' ^'^-i

J ' ij '^ + y' (i' + yi)" (K + yif (Ä + ytrJ
ü —00

=m r^"'- -J 1- "-^

J l' + y' (.k + yi)" {k, + yt)'" [lg (Ä + ».•)]*

— oc

Und berücksichtigt man, was wegen des positiven x ge-

schehen kann, jetzt die Gleichung I. , so folgt, dass

<

/
e-'y 1 1 1
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oo

j~^^ 1^ 1 dy

/«+ V^ (k + j/i)"
'

{k, -\-]/ir
* "

[lg (Ä 4- I/i)Y

.-Ic 1 1

i "" [ig(Ä + /)]* (ä: + /r (A:, 4- /r

Auf diese Relation gestützt aber lässt sich wieder eine andere,

in der die zwei Factoren r und r vor-
_[lg(/^ + //OJ*

_
[lg(Äi+2/0f'

kommen , dadurch aus Gleichung 4. ableiten , dass man in ihr

statt h und h respective h^ und h^ schreibt, dieselbe mit dem
Ausdrucke unter dem Integralzeichen in der zuletzt gewon-

nenen Gleichung multiplicirt und hierauf wieder von ?/= — oo

bis ?/ = + oo integrirt. So nämlich gewinnt man zunächst

die Beziehung

e^'yl _\_ 1^ _ _V 1

/^+2/2 (A:+yO"
'

(A^i+Z/O"'
*

*

' \h-\-yir [lg(Ä+yO]* ^
— 00

( «y l^+y^ ^k+yir
'

{k,-\-yir"' [lg(Ä+y(Mh+yi)r [\g{h,-\-yi)f

dy

1 l

[ig(Ä+o]" {k^ir (^1+0

1! f^^^äx
vif'"j (^1 + /)"'

d. cf. nach einer leichten Reduction

j f^-^^
L(Ä:+.y«r ' (Ä^^+z/O"'

' '

J [lg(Ä+yO]* ^^{hJryi)t
^^

^-e- ' '

{k+ir {k.-i-ir . .
. Mh+i)r [igCÄ.+of'

Und vollzieht man diesen Process immer von neuem, so erhält

man die Dirichlet'sche Formel

CO

IL Tilü! r 1 __ 1 1 r 1 i_ 1

.

J f+U' lik+yir
' {k,+yir

'

' J L[lg(Ä+yi)]^ [lg(Ä,4-Z/0]*'
* *

'J
'^

ne-^' 1 1

(Ä+/r (^i+/r . .
.

[ig(Ä4-/y]" [ig^/'i+or
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in der also c positiv ist und /; öj, «,...;&, ^i
•-.

; Ä> /?,..• •,

k, h\ . . . entweder positiv reelle, oder solche complexeii Coii-

stanten bezeichnen, deren reelh.^ Theile zu den positiven

Grössen gehören und für die Reihe /i, Ä,, . . . grösser, als die

Einheit sind.

Als ein sehr specieller Fall der Formel I. möge das In-

tegral

/
cos (c-a- -f 2ntft) ^ o, _^ ^ f Jl

angeführt werden; dasselbe folgt leicht aus Gleichung 3., wenn

man l=k und a der ganzen Zahl 2n gleichsetzt.

§. 111.

0. Ableitung einiger allgemeinen Intcgralformcn mittelst

Integration der Reihe f{x) = Za^^ x'.

ü

Zur Ergänzung der bisjetzt vorgetragenen Lehren lassen

wir in diesem und den Paragraphen 112. und 113. noch einige

Theoreme folgen, die an sich interessant sind und in manchen

Fällen nicht ohne Nutzen beim Aufsuchen des Werthes vor-

gelegter Integralformen sein werden. Wir beginnen zu dem

ßehufe mit folgender Betrachtung.

I. Sei f{x) eine solche Function von x^ für welche immer

die Gleichung

1. f{x) == ^l^^ + ^^\^ + ^^'1^' + ^^.>,^^ + • • •

Statt findet, mag die Reihe endlich sein, oder mag sie zu den

unendlichen convergirenden Reihen gehören. Die Coefficienten

(l^^ j a^j . . . werden dabei als reelle Grössen angesehen.

Setzen wir in 1. die Variabele x = rc^', so wird

2. f{rc^') == «„ -\- ff ^r cos d' -{- a^r- cos 2'9- + . . .

+ i{(i\r sin %^ -\- a.^r' sin 20- + • • •)

Multipliciren wir nun diese Gleichung beziehungsweise mit

h'i JL \y'.
"^^'^

y;-2_Li^2? ^^ die Constante /f positiv sein soll, und

inieL;riit'ii wir hierauf zwischen den Grenzen — oo und + oc;

so entspringen mit Rücksicht auf die Laplace'schen Integrale
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CO 00

— ^ — ao

sowie mit Beachtung der evidenten Beziehungen

/•'S- cos cQ- d& ^ /*sin c% dd- ..

J ^2-1-^2 —'S J Ä:2 4-^2 ~"'^

— oo — oo

und der Gleichung 1. die Relationen

J k^ + 9^ —^J k^ + »<'
av—^f(te ),

— (O ^ — oo

flO n ^

y'd-fire^') dd- . SJ „ /V sin ^i-O- ,Q. - r^r k\ /-/am

-"f+V^ = ^ 2j cinr»j -j^,.j-^d^^i7t[f{re-'^)-f{i))],

— GO ^ »

Andererseits aber ist, wenn wir die Summen der Reihen

2Janr'' COS nd^ und 2Jrt„r" sin w-O' bezüglich durch die reellen
1

Functionen ^(r, d') und ^(r, d) von r und -O* bezeichnen,

Und daher wird nunmehr

— 00 •— 00

oder einfacher

Schreibt man in der letzten Beziehung A- = 0, so ergiebt sich

und folglich ist auch

QO

.0

Sei beispielsweise i\x) = lg (1 + x)\ alsdann lässt sich,



— 344 —

solange r' < 1 ; der Logarithmus von l + ^^ in eine conver-

girende Reihe entwickeln, und demnach gelten, weil hier

jg (l -f r^'^') = lg (1 + r cos 0- + ri sin ^)

= i lg [1 + 2r cos .J + r^] + i arc tang ^^^^^^

ist, die Beziehungen

und

/
o

/

^ arc tang ^'" ^
^ . d^

1 + ^ cos ^ — "" U (] 4- rr-h

, r sin -O-

arc tang
1 4- r cos -9- , <, TT

I
1 4" ''

Aus der erstem dieser Formeln lässt sich leicht der Fall r > 1

entwickeln. Denn schreibt man in der genanten Gleichung

jetzt - statt r, so kommt nach einer einfachen Reduction

/
•ail+^f^-- * + '') ä» = 'Llg(r + .-), r > 1.

II. Multipliciren wir die Reihen (p{r, 0") und ^(r, d-)

beziehlich durch cos p d- und sin pd-j wo p irgend eine der

Zahlen 1, 2, 3, ... w bedeutet, und integriren wir alsdann

zwischen den Grenzen d- = und 0- = jr ; so folgt mit Be-

achtung der in §. 92. erwähnten Beziehungen

1 cosp^costid^ d^ = 0,^ und / sin /jO^sin w-O .^O'= 0, |-,

je nachdem n und p verschieden, oder gleich sind,

cos p^ d^ = ^ cip /•/'

j
nre^') + fire-^' ) co« «,^ d.^ = "^



— 345 —

und
n

J 2

Wie man sieht, ist dies eigentlich nur eine Erweiterung

der früher in §. 95. gegebenen Lehren über die Coefficienten-

bestimraung in den Sinus- und Cosinusreihen für den Fall,

dass diese bloss aus einer endlichen Anzahl von Gliedern be-

stehen.

Als Beispiel wollen wir wieder die Function lg (1+^) nehmen.

Vermöge der ersten Formel erhalten wir alsdann für r^ < 1

und /; > die Beziehung
n

/'lg (l+ 2r cos ^+ r2) cos;?^ öf#= TcrPitp = TtrP f±^ -V
ü

je nachdem nämlich p ungerade, oder gerade ist. Auch für

p = bleibt die Formel in Kraft, weil in diesem Falle a^

mit Null zusammenfällt.

Wird r > 1, so setze man wieder - statt r; dadurch

kommt

lg(l + 2rcos^+ r2)cosi?^rtf# = h'', ''f' ^^l\,

III. Die in §. 78. entwickelte und selbst für p = noch

gültig bleibende Gleichung 8^.

CO

/
COS p^ dd" n

, L ^^^ —
, ib = arc tan ff

-

Y) (A-'-f'^2)2 (/2^^2)

mimmt für / = — , k = 1 die Gestalt

00

/cos Jöl/> rf-Ö- n / q \v

an. Und hieraus folgt, wenn man ^ == tang ^ setzt,

2 J

J
cos pi/> cos i/>y~2 d/t^ /*üOs '\^P co s p'x^ rfi/> jr_ / q \P

1 + ^2 tang i/>2
^ J cos^+ (72 sin i/;2 Vq Vy +1/

*) Vergleiche §. 4, 3.
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Beachtet man aber, dass 2 cos ipp cos p4f mit

(cos ^ e'^'y + (cos t e-'i^'Y

identisch ist, so hat man sofort die Beziehung

J cos ip"^ -{- q^ ^mtp"^ ^ Q \q -\- 1/
u

Nun seien in Gleichung 1. für x nach und nach die Werthe

X = cos ^e^' und X= cos rpe-'*^' gesetzt; alsdann ergiebt sich,

wenn man die beiden hieraus entstehenden Reihen durch Ad-

dition verbindet, darauf das Resultat mit , 1—,—

^

„
' cos iff' -f- q^ Sin i\}^

nuütiplicirt und endlich zwischen den Grenzen und ^ in-

tegrirt,

J cos ^^ + q^ sin r ^ ""
9
^"" \q-\-lJ

~~
q ' \qM ) '

"

also für /y = 1

/[/"(cos iljeV'*) + /(cos ^^-V^O 1 djp = 7r/'(J).

Setzt man beispielsweise mit Serret •^% von dem diese

Formeln zuerst bewiesen sind,

/\x) = e^'"^ und 2^ = ^, (/w = const.),

so kommt
rt

«« cos — . . u.
2w( cos — • . Q

2 z,'''">ina' I
2 —tntsmir

2"
cos- +92sin-

Y^^cos^^
J cos|V,.sin|^ ^

JO-

*) Liouville Journal. T. 8, p. 489 etc. Sur quelques formules rela-

tives ü, la thdorie des integrales Eulerieuncs.
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(1. h.

71

/ cos
^ -f ^2 gin
li - i

und , wenn q = \y

n
J'f.mcoB9 (.Qg (;^ si^i ^) ^^ ^ ;j:i:)^

§. 112.

7. Llouville'sches Theorem.

Bezeichnet a eine positive Oonstante und / ( - + —
)

eine solche, übrigens beliebige Function von x, dass die beiden

Integrale

einen Sinn behalten : so besteht nach Liouville die bemerkens-

werthe Gleichung

P = (j log «**).

Mit der grössten Leichtigke t lässt sich die Wahrheit derselben

durch das in §. 23., IL beobachtete Verfahren nachweisen.

In der That, sei - 4- - = y, so wird für x = und o: = cx)

die neue Veränderliche y = oc. Es findet daher zwischen

diesen beiden Grenzwerthen von y ein Minimum = 2 Statt.

Nun ist

und daher hat man

*) Vergleiche §. 95., Gl. 5.

**) Liouville Journal. Aug. 1869; ]\ 300 301. Extrait (Funo lettre

adressee a M. Besgue par Liouville.
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2

«

J L^ -F/-4J «y+£j/^_^
2

oder durch Vereinfachung

P= 2 logaj%)^^
2

= 21og«y7(,)^

und

2

mithin ist, wie zu zeigen verlangt wird, P= Qloga.

Einfacher als vorhin führt jedoch die Anwendung der

Substitution log .x= w + lg «, d. i. x = ae'' zum Beweise des

Liouville'schen Theoremes. Auf diesem Wege erhält man
nämlich sofort

oo CO

^=./>(! + I.) l°g^t- =//•('" + - ")" '*«

'• — 00
,

00

+ log a
I fie" + e-") dif,

d. h., weil /"(^c'" -{- e~").u eine ungerade Function von u ist

-^00

und demnach //(t'" + e~") u du verschwindet,
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/' =j'r
(y, + f) log o; ^ ^ log aj'ne" + e-') du

ü — 00

^^p (« + ^)
'^

^f^^"" +
''"^ ''"

— cc

Dieser letztere Gedankengang ist aber noch mit dem an-

dern Vortheil verknüpft, sogleich ersichtlich zu machen, dass

auch

//•(f - 1.)
i"« - f= 1°="

«
J /-(f - ^) f

sein muss, wenn f(— — — ) zu den geraden Functionen von

X gehört.

Bezeichnet dagegen f(- — ^J eine ungerade Function

von X, so muss für das Stattfinden der Liouville'schen Rela-

tion / mit einer andern ungeraden Function g) von .r, also

für den einfachsten Fall mit — + — durch Multiplication ver-

bunden sein. Alsdann besteht wieder die Gleichung

Ü ü

natürlich immer unter der stillschweigenden Voraussetzung,

dass die Integrale nicht sinnlos werden.

Führt man in die vorstehenden Integrale statt x die neue

1^

Veränderliche y = x" ein, so zeigt sich sofort, dass

*()

und, wenn f eine gerade Function ausdrückt, auch

d X
X

sein wird.
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Beispiel. Der in §. 99. bewiesenen Gleichung 9. zufolge

besteht die Beziehung

d. g. für ^ = — \

COS ^y dy

VW?^

Nun ist aber nach §. 75.

J ^ J Kl+ «^2/^ J

demnach im gegenwärtigen Falle

GO .
CO

/
COS 2y dy ^^ n .2» C _JZj^ /7

1

hin gilt weiter die Relation

* /^W ^^l\ CO

§. 113.

8. Caucliy'sclie Formel*).

Sei 2 = rc^\ und /(z) bezeichne eine solche Function

von z, welche nebst ihrer üerivirten /^(2) für jeden unter

einer gewissen Grenze R befindlichen Werth des Moduls ;

• 11(1 lieh und continuirlich bleibt — und die ausserdem bei

eonstant bleibendem Modul für % = a und ^ = « + 2;r die-

selben Werthe erwirbt.

Da f{z) eine Function von r, % ausdrückt, so können wir

ilire parti(!lieii Diii'erentialquotienten nach r und -9^ bihlen.

) Vergl. die Werke vonMoigno, iSturm und 8errct über Infinitesi-

malrechnung.
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Offenbar werden dieselben durcli folgende Gleichungen vor-

gestellt

1/1
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und für a = — 27r entspringt leicht

2n

P. /{0)=^Jnre-»<)d».

Nimmt man ferner an, dass f{z) = F{x + re^') ist, wo x

eine von z unabhängige veränderliche Grösse bezeichnet, so

wird für z = /(O) in F{x) übergehen, und man erhält nun

die Gleichungen

11.

F{x)=^^J F{x + rr''')d^,

a

2n

Fix) =
2^
j F{x + re^O ^'^•

8ie beweisen, dass jede beliebige Function F{x) einer reellen

oder imaginären Veränderlichen x durch ein bestimmtes In--

tegral ersetzt werden kann, wenn die Function F{x-\-re^^) und

ihre Derivirte für alle diejenigen Werthe von re^', deren Modul

kleiner, als eine gewisse Grenze R ist, endlich und stetig

bleiben und wenn die Werthe der Function F{x -f- re^') für

die Argumente -9" und ^-\-27t dieselben sind.

Um die grosse Brauchbarkeit dieser Formeln durch einige

Beispiele zu erläutern, wollen wir f{z) der Reihe nach mit

-~—, e"- y lg (1

—

z) identificiren.

1. Die Function f(z) = — -, sowie ihre Derivirte

/'(e) = TT^—r^ werden für z==\ unendlich, was aber nur bei

einem der Einheit gleichen Modul eintreten kann; siebleiben

hingegen endlich und stetig, wenn der Modul r von z kleiner

als 1 ist. Setzen wir also r < 1, so wird vermöge der Be-

ziehungen P. und I*.:

2«J 1-rc^' '27r J f

mithin entstehen durch Addition und Subtraction dieser beiden

Integrale die Gleichungen
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2Tt 27t

r 1 — r cos % jc, o 1 /* sin -ö- dd-
I — fi^^^^Tt und / ;, ^ o. r 9
f 1 — 2r cos -ö- + r2 f 1 — 2 r cos -ö- + 7-2

• ü

Von ihnen ist die letzte selbstverständlich 5 denn bewegt

sich der Bogen ^ von bis 27tj so ervi^irbt die Function

~ s— ,

—

„ im ersten und vierten und ebenso im zweiten
1 — 2 r cos -O- + ?'2

und dritten Quadranten numerisch dieselben Werthe, und

folglich setzt sich das Integral aus paarweis einander auf-

hebenden Elementen zusammen.

Zur Kenntniss dieser Gleichungen kann man übrigens

auch in folgender Weise gelangen. Erwägt man nämlich^

dass für r < 1 die Function -—
-_ mit der convergirenden

Reihe

1 + ^ + z2 + -"^ + -^
-f- in inf.

identisch ist, so folgt für z = re^' durch Integration der-

selben zwischen den Grenzen d' = und d- = 27t

27t 27t 27t

r^^—— r ^-re-^' .c._ r l-rC08>9- ,^

ü .
*ü '0

27t CO 27t

und demnach entspringen durch Trennung des Reellen und

Imaginären die obigen Gleichungen.

2. Wird /(z) mit e""", wo a constant, identificirt, so

sind /(z) und /"{z) für jeden Modul endlich und stetig; folg-

lich ergiebt sich

27r 27t

1 = i- / e'"''^' dd" == — I
c^cr cos &+ ariün 9 ^^

27rJ 27tJ '

Ü

also, wenn man ar = m schreibt und das "Reelle vom Imagi-

nären sondert,

27t -'71

2% =fe'"'^^^^ cos {m sin d-) dd', = /
^'"cos,'^ sin {m sin ^) dd^.

'0

Auch hier ist wieder die letztere Gleichung evident. Und stellt

man endlieh noch die erstere in der folgenden Form dar

Mkyku, liestLmmto lutegralo. 23
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2jc ^Ku,cob.9 cos {m siu ^) dd' + J^^^'cos^ c^s {m sin ^) dd^

1111(1 beachtet, dass durch die Substitution & =^ ji ~ ^•^ vlas

zweite Integral in das erste übergeht, so entsteht die Poissson'-

sche Formel

n
j^m cos 9 COS {??i sin ^) dd- = 7t.

3. Wählen wir jetzt für die Function /(z) den Logarith-

mus von 1 — Zy so wird für z = 1 , also auch r = 1 , nicht

nur f{z)y sondern auch f {z) = — jir unendlich. Dieser

Fall aber kann niemals eintreten , wenn der Modul r < 1 ist.

Setzen wir daher r < 1 voraus , so bleibt nur noch die Frage

zu beantworten, ob lg (1

—

z) zu den periodischen Functionen

von ^ gehört. Zu dem Behufe sei

1 — z = 1 — r cos ^ — ri sin % = q (cos i -\- i sin /)

;

alsdann werden die Grössen q und i definirt durch die

Gleichungen

Q cos / == 1 — r cos '9', Q sin / = — r sin %-

j

d. h.

1 — r cos -9-

r==j/l — 2r cos -ö" + ''S cos /

^1 — 2r C0S'9'4-r2

• ^ r sin & *x
sin t = — ,, -zz^~ *).

Fl — 2r cos # -f r2 ^

Ileisst nun für d^ = a der entsprechende Bogen t ß^ so

werden, wenn ^ von « bis a -\- 27t. continuirlich sich bewegt,

cos/ und sin/ stetig sein müssen, und folglich schreitet der

Bogen / selbst in unendlich kleinen Intervallen fort. Ist über-

dies r < 1, so wird der Cosinus von / beständig positiv sein,

also, wenn man den veränderlichen Bogen / von oiiieni festen

Punkte eines Kreises an misst, der Endpunkt von / immer

entweder im ersten, oder vierten Quadranten dieser Kreislinie

sich befinden müssen. Mun erwerben cos / und sin / für %^==a

und % = a -\-27t wieder ihren Anfangswerth , folglich muss

/ wieder = ß sein, wenn -ö" den Wertli u -\- 27t annimmt.

*) Der Bogen / ist natürlich der kleinste Hogen, weleln r dies

Gleichungen befriedigt.
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Alle Bedingungen für die Anwendung der Formel I«.

werden daher bei Voraussetzung der Gleichung /(2^)= lg (l

—

z)

erfüllt. Mithin ist

2fi 2n

=~ jlg (1 — re^^) dd' = ~ /lg j/l— 2rcoi'^+ r^ dd'

2n ^

r sin &
arc tang — a d^,^ i — r cos 9 '

a. g.

2n 'Irt

r\g{l—2rcosd--\-r'^)d^=0 und rarctangj^^^6?'ö-=0,r<l

VI. Kapitel.

Anwendung bestimmter Integrale in der Reihenlehre.

§. 114.

Voreriniieruiig'eii.

Die Theorie der Fourier'schen Reihen veranschaulicht in

einem vorzüglichen Grade den ausserordentlichen Nutzen,

welchen die Lehre von den unendlichen Reihen unter Um-
ständen aus der Theorie der bestimmten Integrale zu ziehen

vermag. Denn gerade mittelst der in den Paragraphen 8ö.

und 87. dargestellten Theoreme Dirichlet's ist es zuerst diesem

genialen Forscher gelungen, die Convergenz der trigonome-

trischen Reihen ausser allen Zweifel zu setzen und zugleich

ihre Summe anzugeben. Einen ebenso wichtigen Dienst hat

dann später Dirichlet der Theorie der Kugelfunctionen erzeigt,

indem er es wieder war, welcher durch eine mit seinem in

der Lehre von den Fourier'schen Reihen befolgten Gedanken-*n"

gange nahe verwandte Methode zuerst die Convergenz der

unendlichen Reihe

y/=cc n -in

^ V(2// + 1) fd^' sin ^' fPJX^', (p') dcp'

2a*
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mit aller wissenschaftlichen Strenge nachwies*). In dieser

Reihe bedeutet n eine ganze Zahl und P» den Coefficienten

von a", welcher aus der Entwicklung des Radicals

K[l — 2« (cos d- cos -O-' -f- sin & sin d-' cos («jp' ~ (p) -\- cc^j

nach Potenzen von a hervorgeht. Ihre Summe ferner ist der

Function /'(d-, (p) gleich für alle Werthe von # und cp, welche

zwischen den Grenzen -O* = und d- = tt, (p == und (p= 27r

sich befinden; die Function/' selbst ist völlig willkürlich; nur

die einzige Bedingung hat sie zu erfüllen, innerhalb der an-

gezeigten Grenzen von ^ und cp niemals unendlich zu werden.

Dieses schöne und für die mathematische Physik äusserst

wichtige Resultat werden wir später in der Dirichlet'schen

Weise darstellen. Gegenwärtig wollen wir uns mit Betrach-

tungen von ganz elementarer Natur beschäftigen , nämlich im

Vorbeigehen an einige für die Reihenlehre interessanten Fol-

gerungen erinnern ; welche aus gewissen im Frühern ent-

wickelten Formeln mit Leichtigkeit sich ziehen lassen. Vorher

aber wollen wir die Bemerkung nicht unterdrücken , dass auch

die Theorie der sogenannten Potenz- und Facultätenreihen

einen bedeutenden Grad von Eleganz und Strenge gewinnt,

wenn man bei ihrem Studium die durch die Theorie der be-

stimmten Integrale gebotenen Hülfsmittel nicht verschmäht.

Man vergleiche nur in dieser Hinsicht die beiden Abhand-
lungen Schlömilch's : ,,Ueber die Potenzreihen und deren

Reste"**) und ,,Ueber Facultätenreihen"***).

*) Dirichlet. Sur les s^ries dont le terme general depend de deux
anglea, et qui servent a exprimer des fonctions arbitraires entre des

limites donnees. Grelle. Journal. Bd. 17. S. 35— 5G.

*) Zeitschritt für Mathematik und Physik. Jahrg. I. S. 129.

***) Ebendaselbst. Jahrg. IV. S. 390.

'
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1. Summationen verschiedener Reihen mittelst bestimmter
Integrale.

§. 115.

I. Mctlioclo, gegründet auf die Darstellung des allgemeinen trliedes

u^^ einer Reihe unter der Form ",, = ";,yy„(^) <ix.

a

Unter den Methoden ^ welche von den Mathematikern zur

Auffindung des Werthes einer vorgelegten endlichen oder un-

endlichen Reihe erdacht worden sind, behauptet die folgende

einen der hervorragendsten Plätze.

Sei nämlich

6- = l/j + W^ + W-j + . . . + Un + .
'.

.

eine solche endliche oder unendliche convergirende Reihe,

deren allgemeines Glied Un in zwei Factoren Vn und Wn zer-

legt werden kann, von denen der eine iVn durch ein bestimmtes

Integral w^ = Jfn ix) dx darstellbar ist. Unter dieser Voraus-
a

Setzung nimmt dieselbe offenbar die Form
V

.<» =fdx [V^ /\{X) + V^foix) +.-.+ Vnf,,{x) +...]
(X

an. Lässt sich nun die Summe (p{x) der Reihe Z v„ f„{x)

angeben, so wird augenscheinlich

s = j (p{x) dx.
a

1. Zur nähern Erläuterung dieser Methode wollen wir

zunächst die Summe der Reihe

Zj a-\-bn
«=0 '

in welcher «, /3, a und h positive Grössen bedeuten sollen,

anzugeben versuchen.

Nach einer in §. 25. gemachten Bemerkung ist der Bruch

^
1

-
,

- mit dem Integrale /?/''+^'"~^ ^y gleichbedeutend. Die

Reihe 6- lässt sich demnach aucli so schreiben:
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1

u

aber

S == ix^'^r^li Jy^+bn-l dy = ^^^«
J (fy

ya-l ^J (;t'i^ Z/^')'

2'(.r-^ /)" = 1 + <'' '/ + i'^'' V"? + • =
j _-^J 1, ,

folglich

1
"•

< / ti l'\ «4-1

xPif

Dieser Ausdruck vereinfacht sich offenbar für n = oo,

wenn x < 1*); denn nun wird die jetzt convergirende Reihe

Man kann diesem Integrale leicht eine andere Gestalt geben,

indem man statt der Veränderlichen y eine neue Varial)ele

z(^ == xß i/ einführt. vSo nämlich ergiebt sich ohne Mühe

eine Form, die man unmittelbar dadurch gewinnen kann,

dass man die geometrische Reihe ^ (?/*)" = ^ , ? < 1

zuvih'derst mit z dz multiplicirt, darauf zwischen den

(grenzen ^ = nnd z = x integrirt und schliesslich dem er-

zielten Resultate den Factor x beifügt.

2. Ein dem so eben erc^rterten ganz analoges Verfahren

*) Eigentluli braucht nur ar^ <C 1 zu sein, woraus lo\'j;i, tiass man
dem ß aucli iicjalivo Werthc beilegen kann; für « sind au<Tonschoinli<li

negative W. itli' immer zulässig.
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lilsst sieh augenscheinlich auch bei den Reihen in Anwendung

bringen, deren alleremeines Glied die Gestalt —°
{n-\-nh) {a-\-n-\-\.h)

besitzt. Denn man hat

1

also

Setzt man hier beispielsweise x =\ , so erhält man

-sTT 1 == 1 r - * 1 = _—^±L__
X, \nA-nh\ \aJ^(nA-\MÄ h \ a a-\-{n-^\)h\ fl[a+(n+l)^l

'

demnach für n = oo, für welchen Fall die obige Reihe noch

convergirt,

V 1 = i
ü

Der si)ecielle Fall :t' = l lässt sich üln'igens auf die ein-

fachste Weise durch die Summation der einzelnen Glieder

J, \_a-{-/>n a-{-in-{-l)by ^^ — ^ 7
^ /^

:

. . ,n,

und für ein über jede Grenze hinaus wachsendes n durch

nachfolgenden Uebergang vom Endlichen zum Unendlichen

erledigen.

3. Besteht der Nenner des allgemeinen Gliedes aus drei

Facturen a -\- nb, a -\- {ji -\- \)b und a -\- {n -\- 2)b y so hat

man offenbar diese Beziehungen:

[« + 6«] [« + (n +!)/>! |« + (;, + 2)/>l

= '^H r___J - J: 1
2^ V{a-\-nb) {a-\-n-\-\.b) (a+ii+Ü) (a-f-irf2.6)J'



_ V ____^"'^ V -^-^
"~ ^^ 2 6[a+n b] [«+(n+l)6] ^^ 26 [a+^.6] [«H-(nH-2)6]

l_(,/^/)«+i
dy.

Ist folglich wieder x < 1*), so wird für ji = 00

Zj^ [«+&«] [«+(n+l)6J [«+(n+2)Ä] 2 6^J ^_J ^h

Und ist a; = 1 , so gilt diese Gleichung

OD 1

2jy^nh\ [«+(n+l)6] [«+(«+2)^»] ^ 2^;^J
^"~' ^^""^'^ ^^'

d. g. mit Benutzung der in §. 60. bewiesenen Formel

/..,,_,,i-.,_..r0r(f)

00

1

[«+(n+l)/>] [fl-|.(7i-f2) />] 2«6 («+ />)•

Auch diese Beziehung hätte man in der einfachsten Weise

durch blosse Vereinigung der gleichnamigen Glieder in den

beiden Reihen

n w

mit nachfolgendem Uebergang zum Unendlichen erzielen

können. Denn man findet auf diesem Wege sofort die

Gleichung

) Vergl. die Anmerkung S. 358.
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^ [a+nb] [a-\-{n+l)b] [a+(n+2)6]

=1 r_i L___l.
2b [fl {a+ b) (a+ n&) (a+ w+l.&)J

Will mau dies letztere Resultat aus dem obigen Integrale

-/- 1 —f^i^ J ^"+l

ableiteu, so hat man zu beachten, dass ausser der Gleichung

2^yr-^ (1-/) dy = -^^^\p-^^2

ö

noch die Relation

1

, r . ri+-+')

26[a+(«+l)ft][<.+ («+ 2)4]

gilt.

Wie man endlich in dieser Weise weiter gehen kann,

ist unmittelbar einleuchtend. Wir verlassen daher diesen

Gegenstand, wenden uns vielmehr zur Summation der allge-

meineren Reihe

An X'

{a-\-nb) {a-\-nb-\-\) .. .[^a-\-nb-\-p—\Y

die wir natürlich convergent voraussetzen und in der p eine

absolute ganze Zahl, An eine beliebige, 1) und a dagegen

positive Constanten bezeichnen sollen.

Das alljremeine Glied u„ dieser Reihe ist ersichtlich in

folgender Form darstellbar:

"" = ^"
-"ifej V'"+""-

(1 - yy-^ ä,j^Ä. X"
j^l^^l^

•

Mithin wird
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^

CO

Heisst folglich (p{x) die Summe der einfacheren Reihe Z a^ x",

so wird

00 1

Wie Külp in seiner Differential- und Integralrechnung

(S. 319—322) bemerkt, verdankt man Schlömilch die Sum-,

mirung dieser Reihe.

Setzt man behufs eines besondern Falles q){x) = {1-\-xYj

so ist ^n =1 "
I

= ccn uud folglicli für a;^ < 1

Wie man sieht, kann hier durch Entwicklung des Binoms

(1— yy~^ das vorstehende Integral wegen der Natur des p
immer auf eine endliche Reihe von Integralen der Form

i

I
y'" {\-\-xi/Y clx zurückgeführt werden.

Bekanntlich convergirt die binomische Reihe auch nocli

für .T= l, sofern nur « > — 1 5 für x = — 1 dagegen muss

« > sein.

Wählt man h = 1 und a = — (ß-]-p)y so ist

1

/
demnach für X' < 1

1 r(fl

Und nimmt man ;r == — 1, « > (>, so entspringt

*) Vergl. §. 80, Gl. 7".
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"^ _^n^
JiLl^{a-\-ri) («+ n+l) ... («+ w+/>-l)

_ r(^) r{p-\-ct) 1 r(«)

"' r(p) r(a+a+p)""(p— 1)!
* (a+a) •.•(«+«+P-2) («+«+P-l)

5. Als eine letzte Anwendung \ler im Vorhergehenden

erörterten Summationsmethode wählen wir noch die Aufgabe,

den Werth s der Reihe

^ — cos w (jp = cos g) + ^ cos 2 qp 4" i cos 3 9 + . .
.

,

1

welche bekanntlich immer convergirt, so lange 9? keinem ge-"

raden Vielfachen der Zahl it gleich ist*), anzugeben.

Beachtet man hier die Beziehung

00

so entspringt sogleich

^^21^= pdx[c-'i^os(p+e-''^''Cos2fp+...+e--"^'cosn(p+..:

Nun ist aber nach der in §. 95. unter 1. angeführten Formel

1

folglich

NT^ ,_. e " cos qp— e

jiLj, 1-2 e '"^ COS (p + e~^''

"VT coB ncp
y ^_ ^.

cos qp — e~'*

Und weil ferner

^y l-2e-^cos(pH-e-^^ '^ ^^y 1 — 2 e-"^ cos g) -f e"^'"

= k te [1 —2 6'-'^ COS <jp + 6'-'-^''] + const.,

also

/ /»V"""—
i

--...
''•^- = - lg (2 ^iM T)

1 - '1 c "^ COS qp + e

*) Vergl. z. B. Stern's Analysis §. 119, S. 227.
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ist, so hat man schliesslich

§. 116.

ParsevaPs Methode.*)

Aus der Theorie der Fourier'schen Reihen ist bekannt,

dass jede endlichbleibende Function f{x) innerhalb des Inter-

valles (0, 7t) durch eine nach Cosinus der Vielfachen von x
fortschreitende Reihe sich darstellen lässt, wenn die Coef-

ficienten der Gleichung

n

an = —
I f{^) cos nx dx

gemäss bestimmt werden. Mit Rücksicht hierauf kann man
sofort eine Relation begründen, die unter dem Namen der

Parsevarschen Formel bekannt und die Quelle einer Summa-
tionsmethode unendlicher Reihen ist.

Sei nämlich

f(x) = i «'o + ^1 cos x-\-a., cos 2 cT + . . . + rt„ cos w o; + . .

.

und

9? (o:) = ^ Z?Q -|- Z^j cos o;+ Z^2 cos 2 o; + . . . + /^,i cos nx -{- .,.\

alsdann folgt durch Multiplication der Function f\x) mit

--g}{x)dx oder umgekehrt und nachherige Integration zwischen

den Grenzen o; = und x = 7t die Beziehung
7t

%

Lässt sich demnach das allgemeine Glied Un einer Reihe E u,,

in zwei Factoren a„ und h„ zerlegen, von denen jeder durch
7t

ein bestimmtes Integral von der Form - / ^^'^^cos nxdx
^J <p(x)\

darstellbar ist, nimmt also die Reihe die Gestalt

*) Vergl. Catiilan. Tratte elementaire des series. Paris 1860.
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S = U lln = 0^0*0 + ^1 ^1 + '''•i ^2 + • • • + ^« ^n + - -

an, so besteht für die Summe s derselben die Gleichung

n

Sei beispielsweise folgende unendliche Reihe

*' 12 • 1.3
"•" 32 •

5/7 i~ 5? •

9 11 "T 72 •

13.15 "T

deren allgemeines Glied offenbar die Form

1 1
U71 =

(2«+l)2 (4n+l) (4n+3)

besitzt, zu summiren.

Nach §. 83. ; 3. ist der Factor ein = /^;:t 1^2 durch das

bestimmte Integral- l (— -.^
j
cos (2;i+l) x dx ausdrück-

bar^ und ebenso leicht findet sich, dass

7t

Ü

ist. Beachtet man nun ferner, dass die Darstellungen der

Functionen f{x)=^— j x und (p{x)=— -7 sin ^o; durch eine

Cosinusreihe in dieser Gestalt erscheinen:

T ~~ y ">
I2 ' 32 ' 5« I" • •

•

und

n • X . . cos X , COS 2x , COS 3 a; ,-
4

^'»
2 = - ^ + TTT +^3T^ +-5?r + • •

•'

dass also in der Reihe 5. mit Ausnahme des nullten alle

Glieder von geradem Range verschwinden; so wird offenbar

n Tt

2 i*Ttr . ,c , TT- 'T /* • a? , »2
* =

«J 16
-^^ ^"'

2
''* -8=8/^ ^'" 2

''•'^ -T-
Ü

Aber

j X sin ', </.r = — 2x cos '^^ + 4 sin ^ .r1 = 4,
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mithin

§. in.

Siiiiiiiiutioii einiger reciprokeii Poteiizreihoii mittelst der Formel

1 - J- / -

Die wichtige Formel
CO

Xa)J
I. — = 7^7^ / e-'"-' x"-^ dx

besitzt die interessante Eigenschaft, dass sich mittelst ihrer

ohne Mühe alle die niedlichen Sätze über reciproke Potenz-

reihen beweisen lassen, welche Stern in seiner algebraischen

Analysis auf elementarem Wege abgeleitet hat. Um diese

Eigenthümlichkeit der genannten Relation nicht ganz mit

Stillschweigen zu behandeln, wollen wir die Richtigkeit eini-

ger jener Sätze und zwar der nachstehenden in der ange-

deuteten Weise darthun.*)

Schliesst man' die Einheit nicht nur als Basis , sondern

auch als Exponent von der Betrachtung aus; so ist die

Summe der

1. reciproken Potenzen aller ganzen Zahlen =1,
2. reciproken Poteuzen aller geraden Zahlen = log 2,

3. reciproken ungeraden Potenzen allerZahlen4w+3=f—^ "

;

4. reciproken geraden Potenzen aller Zahlen 4;i-f-3 = l log 2,

5. reciproken geraden Potenzen aller Zahlen 4?i-\-2 :=^.^*)

1. Nehmen wir in der Formel I. für s zunächst alle

ganzen Zahlen 2, 3, 4, . . ., so wird

•) Man sehe auch Grunert's Archiv. Thl. 41, S 22()--2.'il.

**) Stern a. a. O. Note X. S. 44G—447.
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Und setzt mau nun für a ebenfalls die Reihe « = 2, 3; . . .

,

so entspringt

•*)

Man kann diesen Satz leicht verallgemeinern, indem man

statt .s- die positiven gauzen Zahlen p-\-\j P+ 2, /i+ 3, ...,

wo /> > 0, wählt.*-*') Denn so gewinnt man vorerst die

Beziehung

mitliin

2. JSlun setze man in I. für alle geraden Zahlen. Da-

durch kommt

dx
>

folglich für = 2,3,4, .. .

X 00

u

3. Wenn wir jetzt in I. anstatt s alle Zahlen von der

Form 4;/-|-3 substituiren, so erhalten wir zunächst die ße-

zi (»Innig

U K)

und demnach wird

*) Dieser S;d/- ist von Jacob Steiner. Vergl. Crello. Journal. P.d. i;{.

S. ;i6I.

**) Stern a. a. O. H. \U.
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r=x w=ao r» sc

l-=zl «=ü ^
CO oo

^
r dx r e^ dx

2 ~ <?a;

Aber

if^Sl = '^/f^^- = * ^^ ^^-*""^ + "°'''*-

und

Ce-dx , r^!(l-^l'!d±i:£!!)^_-_i fjldx_, /%-d

= — ^ arc tang e^ — _ . arc tang {i e^) + const.,

d. g. wegen arc tang vi=^. log ^^ :

A^ = - i arc tang e- + i log J^ + const.

'2^

Daher

= ^ arc tang C" + -J-
lg ~~

h const.
e

und somit schliesslich

00 cc

1 C—^ r e^ dx Tt^ log 2

4. Schreibt man hingegen in der ersten der Formeln 3.

statt a allmählich rt = 2, 4, 6 . . . und vereinigt alsdann die

einzelnen Resultate, so gewinnt man diese Gleichung:

00 CO

'^"^ i_ /Vrf^ £!=il!=i /'.£l!-^

ü
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5. Die VoraussetzuDg 6^ = 2, G, 10, . . . 4w+ 2, . . . end-

lich liefert verinöge der Formel I. vorerst die Relation

und hieraus fliesst für « = 2^4,6,...

2-+1

CO

=
("i

avc taug (^'l =|.

§. 118.

Weitere Anwendungen der Ganimafunctionen in der Reihenlelire.

In §. 80. haben wir auf Grund des Theoremes P. ge-

zeigt, dass die wichtige Gauss'sche Function F (or, /3, y, a)

für den Fall x = 1 und y > « + /3 immer durch Gamma-
functionen darstellbar ist. Ausser dieser existiren aber noch

manche andere Reihen , welche ebenfalls eine Reduction auf

Gammafunctionen und unter gewissen Umständen mittelst

dieser wieder eine Zurückführung auf einfachere Formen ge-

statten. Wir wollen daher gegenwärtig noch einige Augen-

blicke bei diesem Gegenstande verweilen und in dieser Hin-

sicht zunächst folgende Beziehung entwickeln.*)

I. Sei nämlich

1. JqX^^ -{-A^x"-\1—x)+A.,x"-%} —xy+...+A,{l~a^"==(p{x\

wobei Aqj ^j , . . . beliebige Constanten und ?iy n — 1 , ...

ganze Zahlen bedeuten sollen. Wird die Reihe 1. durch
^a—n-i ^i — xy-^ dx multiplicirt und darauf zwischen den

Grenzen x = und a; = 1 integrirt; so entspringt unter der

Annahme « — n>0, /3>() sofort die Gleichung

*) Vergl. Limbourg. Theorie de la foiiction Gamma, page 120 etc.

Mi;vKi:, bostimiiito Intocrrale. 24
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^ ^ Pia) riß) ,. r(a-i)r(p+i) . ^ r(a--2)r.^+2)

V

Nun ist, weil n eine ganze Zahl ausdrückt,

r{ß + n) = ß(ß+l)(iß + 2)...(ß + n-l) r(«;

mithin erhält man aus 2. die andere Relation

^- A)i-^l«_lt(«_l)(-«_2)^2-^•••i-(«_l)(«_2)(«-3)...(a-7^) "

1

Setzt man beispielsweise in der Reihe 1. alle Coefficien-

ten von gerader Rangstelle = 4-1, alle A mit ungeradem

Index hingegen = — 1 ; so ergiebt sich für die Summe 9? {x)

der geometrischen Reihe x" ^i ^^) der Ausdruck

(p(x) = .^"+1 + (— ])" (i-xy-^\

und folglich entspringt vermöge der Gleichung 3. die Beziehung

a-l •" (a-l)(a—2) '

•••"f^ ^ (a-l)(a— 2).. . (a— n)

1 1^

r jx^o—xy-' dx+{—iy lx"-''-''a-xy-''dx]

== JL- _Lr_1>i« ^±^ r(u-n) rjß+ n+ l)

a^ß-ry ^) r{cc)r{ß) r(«-;i+ß+«+i)

== «__!./ i> ß{ß+ i){ß-i-2)..,{ß-\-n)

a+ß"^^ ^ (a-i){a-2)...ia-n){a-i-ß)-

Ein ferneres Beispiel zu den jetzigen Betrachtungen lie-

fert die Annahme, dass die A in der Reihe 1. mit den Binomial-

coefficienten der fi^""" Potenz zusammenfallen. Alsdann wird

augenscheinlich die Reihe 1. die Entwicklung des Productes

bilden und (p[x) = 1 sein. Mithin gilt jetzt die CUeichuug

r^a) riß)
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1 + ^1 «ZTi+ ^2 (^^=:i)(a_2) -t- • • • -t- ^« (a-l)(«-2) . . . (a- r.)

_ r{a+ ß) r(a-n) riß)— r(a)r(ß)r(a+^-n) '

(1. g. wieder mit Benutzung der obigen Formel für r{a—)t),

sowie der ähnlichen Relation

^"T^ ^^(a-l)(a-2j...(r.-r) (a-1) {a-2) . . . (a-n)
»=1

Behufs einer letzten Anwendung der Gleichung 3. wollen

wir die Reihe 1. mit der folgenden identificiren

(i-xY

Unter dieser Annahme wird offenbar

demnach

1-1. -JL X-L.l-.n -M+II-I-
I

^n ß{ß+ \) ...{ß-\-n-A)

^•"^•a-l "^ I 22 '^"^ a—l.a-2^ '"^ 2n[a—l){a—2)...{a n)

Setzen wir nun hierin wieder ß= n-\-\^ so wird das Integral

1

in r ri:"-"-^ (1 — x^Y dx übergehen, also nach §. 60. mit

r(^)r("+o
4- • ^=^i-rA \ gleichbedeutend werden. Aber

"^-rc?)=-^"-*F---?r("?')' 71«+^) = " •'

und somit wird schliesslich

^ «r P(P+1)... «3+^-1)^(a+») (a+;»-l) (a4-;t-2)... (a-f-l) a
" X/ 2'" (a—l)(a—2)...(a—r) (a+n) («-{-«—2) (a+M—4) . . . («—«)

*1 .

24
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IL Die in §. 77. gepflogeueu Betrachtungen haben uns

gelehrt, dass es unter Umständen sehr zweckmässig ist, wenn

man die Bedeutung der Gammafunction bloss als bestimmtes

Integral fallen lässt und statt dessen unter ihr eine Grösse

versteht, für welche die Relation a r{a) = r{a-}-l) überall

in Kraft bleibt, was bekanntlich vermöge der Gauss'schen

Definitionsgleichung der Function Gamma immer angeht.

Von dieser Bemerkung wollen wir auch jetzt Gebrauch

machen, um einen sehr allgemeinen Ausdruck für v^T—rTrw^rT-x

zu erzielen, mit dessen Hülfe sich ohne Mühe gewisse Reihen

summiren lassen.

Bezeichnen nämlich a und ß irgend welche positiven

oder negativen Grössen, so hat man kraft der vorhin er-

wähnten Voraussetzung immer die identische Gleichung

r{a + 1) riß + 1) r{a + i) r(.ß + 1)
M« -f- p;

= -'"(« + ß) [r(a) riß 4- i) + TToT+T)Tx^J-

Die Brüche rechts besitzen hier ersichtlich folgendes Merk-

mal; das Argument ci-}-ß ihres gemeinsamen Zählers r{a-\-ß)

ist um eine Einheit niedriger, als das iirgument des Zählers

im ursprünglichen Ausdrucke, und die Argumente ihrer eben-

falls aus zwei Gammafunctionen bestehenden Nenner ergänzen

einander zu a -\- ß -\- 1, dem Argument des Zählers links.

Jedes einzelne Glied der rechten Seite vorstehender Gleichung

aber gestattet wieder dieselbe Behandlung wie der ursprüng-

liche Ausdruck, mithin hat man auch folgende Beziehung

r(«+i)r(ß-fi) -^
^''^'' lr{a-i, r(ß+i)

+ 2 ^^
[- L_ T^ r{a) nß) ^ r(a+i)r(j3-i)J-

Da nun von jedem dieser neuen Glieder in Bezug auf die

vorhergehenden ganz ähnhche Bemerkungen wie vorhin gel-

ten, demnach die Recursionsformel 1. eine abermalige An-
Wendung findet, und da überhaupt dieser Process beliebig oft

wiederholt werden kann ; so schliesst man leicht, dass bei einer

«maligen Wiederholung des angezeigten Verfahrens schliess-

lich die Gleichung
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rt«+i) m+i) — '"(«+ ^ ^+ ^) |_r(«-«+i) r(ß+i)

I
" 1 1

^(^^—'^)
!t L 1

~l" 1 r(a-n+2) riß)
• 1.2 r(a-n+ 3) r(^— 1) ^ * '

J

r=:0

erscheinen wird, eine Beziehung, welche ohne die geringste

Mühe durch vollständige Induction zur Gewissheit sich er-

heben lässt. Daraus aber fliesst weiter, wenn man die Glei-

chung durch —-^ I o^"~T^vr- multiplicirt und die Rela-° r[a-j-ß- n-\-l) ^

tionen

^
' ^ a (a — 1) (« — 2) . . . (a — n-f 1) '

rf«4-«-n4-n = r(«+ p +_i)
.

rr«_ ,+n = ^Ti^+l) .

r(«-«+i) = , ^I>-!^+!:+y
^

' ^ (a — n4-l)(« — n-\-2)...{a — n-f-r)

berücksichtigt, dass

1 , jl ß
I

"(n-i) ß(^-i)
,

__r(«H-ß+i)r((y-n+ i)

"^
1 a—w+l'T' 1 . 2 (a-n+l)(a—nH-2)"^"* r{cc-\-l)r(a-\-ß-?i-\-l)

. (a— n-fl) (a— n+ 2)... (a— 1) a

oder einfacher geschrieben

ist.

Vertauscht man in der letzten Gleichung einerseits ß
mit — ßj anderseits a mit — «, so hat man diesen Fällen

entsprechend

1

9^ V\— 1V>;
ß(ß-l)...(^-r+l) _y-^«+n-^-r

i^ 1
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Die gleichzeitige Substitution von — cc statt « und — ß
anstatt ß in Gleichung 2. dagegen giebt die Relation

1

Und schreibt man hierin a — w an Stelle von a, so kommt

^ ' («-l)(«-2)...(«-r) 11 a-r *

1

Indem man ferner in den Gleichungen 2*. und 2^. die be-

liebige Grösse ß mit der ganzen Zahl n identificirt; erhält

man die Beziehungen

'VV— ly — jn .{^n—\.) . . .{n-r-\-\)'f ^ j-jr o;—

r

^^ ^ r !"(a-f-n— 1) (a+ n— 2) ...(a+ n— r) [ ± a-{-7i— i'

1

und

'^ 1 n^n^— l)...[n«— (r— l)g] _ j-f a-\-n — r

^r\ (a— 1) (a— 2)...(a— r) ~ l/ «

mithin gilt auch diese Gleichung

X'^/ ^ ^ r! (a+ ?«— 1) . . . («-|-n — r)

r
1

,. 1 [n(;^-l)...(n-r-f 1)]-^

^ r! (a— 1) (a— 2) ...(«— r) *

2. Einige Theoreme über den Zusammenhang gewisser Beihen.

§. 119.

Zusammculiaiig der Kcihcii f{a) = >^ (—1)" ^^ (2^+1)'^

und AI-«) = V (-ir ^^

—

^, (2;^+l)'-"

Die in §. 68. entwickelte Euler'sche Gleichung

/ a—i sin -^.T ^o: ==^ sin ^, 1 > « > 0; 'f^ > 0,
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sowie das in §. 89. bewiesene Dirichlet'sche Theorem IT. hat

Schlömilch zum Beweise einer von ihm schon 1849 gefun-

denen interessanten Beziehung zwischen den überhaupt für

jedes positive a ^ convergirenden Reihen

/'(a) = y (— 1)"
—

^ — und/'(l—r/)=y(— 1)« --—, 1 > ''/ >

benutzt, die wir jetzt entwickehi wollen.*)

Schreibt man nämlich in dem" obigen Integrale statt d'

nach und nach alle ungeraden Zahlen von 1 bis 4w+l, so

entspringt durch Vereinigung sämmtlicher Resultate die

Gleichung

= J x""-^ dx [mix— sin 3 a;+ sin 5a; — • • • + sin(4;i + l) x\,

d. g. mit Benutzung der bekannten Formel

V^ / i\r • /o I i\ 8in2(2n-j-^(-1)' sm(2.+ l)a;= ^\J^

r{a) sin ^ y (-1)^ —i— = /

flO XI

2y 2cos^ -^y '^^^

2 COSic

XI

I

*-

Beachtet man nun, dass die Gründe, auf denen das oben er-

wähnte Dirichlet'sche Theorem beruht, unverändert fortbe-

stehen, wenn die dortige Constante a über jede Grenze hinaus

zunimmt und dass hierdurch bloss der Unterschied zwischen

a = 1% und a (=) In verschwindet: so sieht man sofort, dass

auch für « = co jener Lehrsatz Dirichlet's noch gültig bleibt,

sofern nur die entstehende Reihe den convergenten angehört.

*) Zeitschrift für Mathematik u. Physik. Jahrgg. 3. S. 130 — 131.

**) Vergl. §. 81, Anmerkung *).

***) Siehe §. 5, 4; §. 14.
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Dies ist hier der Fall, deiiii bei uiieiidlicli werdendem n geht

das Integral r'i"i--;'±i^ sin 4^ a;«-i dx über in
, T 1 1 /'sin (2/j4-1) a; ^- .7; _ ^

las Integral / --^^^^ sin - x'-'

Man hat daher den Satz Schlömilch's:

{^^^ f{ä) r{d) sin ^'^^ =/(l-rt), 1 > r/ > 0.

Wie Schlömilch bemerkt hat, lässt sich das so eben be-

b *

nutzte Verfahren überhaupt bei jedem Integrale //"(o;) sin 0-0:^0?,

dessen Werth ^(-O*) bekannt ist, zur Anwendung bringen,

vorausgesetzt natürlich, dass beim Unendlichwerden der einen

oder der andern Integrationsgrenze die entstehende Reihe

nicht divergirt. Man hat alsdann sofort

i/;(l) - i/;(3) + xp{b) - ^{1) + in inf,

2b

T . /^sin(2?i+l) a: . x y./a'\ ^= hm i /
—^

. ' sm IT /( TT I
^^-

Den Grenzwerth des Integrales aber wird man unmittelbar

wieder vermöge des Dirichlet'schen Satzes entdecken; für ein

von Null verschiedenes a ist freilich vorerst eine Zerfällung

des Integrales in zwei andere von bis 2 a und von bis 2 ^

erforderlich.

Lassen wir z. B. nach Schlömilch's Vorgange das Inte-

gral ^(-O-) mit dem folgenden

9\2

4«
^ r ^'"^ = Cx e-«'-' sin ^x dx'')

zusammenfallen, so entspringt

') Vergl. §. 108, 4.



— 377 -

_ / 1 y _ r 'M' — T- V

00

4«'

00 a- .r^

lim4.isin^e
2 sinx

= ^ Te " _ 3 e * + 5 e ' * ^ - . . .1

oder einfacher geschrieben

/ \ 3 ^^ - r^"+^v

(r„)2^(-i)"(2«+i)^ ^"
^ ^

=/(fy5(-i)"(2«+i)'-' ^'
•

Das Product der Exponenten von

\2a' 1 ^ 2 /
6' = q und ^ = r,

d. h. das Product der Logarithmen von q und r ist augen-

scheinlich dem Quadrate von — gleich. Mit Rücksicht hierauf

lässt sich demnach der vorstehende Satz auch in folgender

Fassung aussprechen.

Wenn die echten Brüche q und r der Art gewählt sind,

dass

lgry.lgr=(^-|-j

ist, so findet die Beziehung Statt:

Diese Relation ähnelt sehr einer andern, die Cauchy gegeben

hat und deren Richtigkeit von Abel mittelst elliptischer Func-

tionen nachgewiesen ist.*) Besitzen nämlich die echten

Brüche q und r die Eigenschaft, dass

• *) Note 8ur quelques formules elliptiques in: Oeuvres compl.,

tome I., p. 299—308 oder Grelle. Journal. Bd. 4, S. 85.
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lg q . lg r = Tc'

ist, so gilt die Gleichung*)

Man gelangt — wie ich jetzt zu zeigen versuchen will — zu

diesem Satze sehr einfach, wenn man erwägt, dass der von

Schlömilch zur Herleitung seiner im Obigen mitgetheilten

Relationen befolgte Gedankengang ebenfalls bei dem Integrale

^{ji) =f/'{x) cos 71 X dx
tl

Anwendung findet. Setzt man nämlich für n zunächst alle

ganzen Zahlen von 1 bis n , so ergiebt sich sofort , dass

r sin (2 ;i+ 1)1

^ L ^^^1

= - ^Jnx)äx + Ja2x) 2ILi^^±i^ dx
a a

und demnach bei einer unendlichen convergirenden Reihe
b_

^f(n)=-ij/-ix)dx+\imja2xr^±^^dx
* a ^

2

ist.

Nimmt man hier beispielsweise das Laplace'sche Integral**)

ij/ - e ^^ = j e-P^' cos nx dx,

so erhält man augenblicklich

1

= - * /i
+

"1
+ '^5 ^'"""'-

1

*; Abel ii. a. 0. p. 308.
*

**) Siehe §. 97., 1.



— 379

4p _Nun ist, wüiiii man c = q und c-*/'" = r setzt,

lg q . lg r = n'j

mithin nach einer einfachen Reduction

1 1

w. z. b. w.

§. 120.

Dirichlet's Theorem über den Zusammenhang der Reihen

^^ Cs cos sa, ^ Cs cos —y'^ und ^^ Cg sin ——-*).

S=ü 5=1

Nach den in §. 69. angestellten Betrachtungen sind be-

kanntlich die beiden Integrale

I COS (x^) cos 2v X dx = V Z\ cos v- -\- sin v^
,

— 00

00

I
sin (o;'') cos 2 v x dx = y W cos v^ — siif i»'^

flO

Folgerungen der Gleichung

CO

Je<-'- dx = /l (1 + i),

die ihrerseits wieder aus der Euler'schen Formel

ooJTia)^-,A+„> a;-' dx = (^^^^^

hervorging. Jeuer Gleichung, d. h. der beiden Integrale
CO 00

y cos (xP) dx, y sin (o:^) dx werden wir uns jetzt bedienen zur

Ableitung eines äusserst eleganten, die Summation gewisser

goniometrischen Reihen betreffenden Dirichlet'schen Theo-

*)P. G. Lejeune-Dirichlet. Sur l'usage des integrales ddfinies dans

la soramation des sdrics finies ou infinies. Grelle. Journal. Bd. 17,

S. 57-67.
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remes. Den numerischen Werth ^]/'27t der genannten Inte-

grale werden wir jedoch nicht als bekannt voraussetzen, weil

er als ganz beiläufiges Resultat unserer Untersuchungen er-

scheinen wird. Wir nennen vielmehr

1. Jco^ ipc^) dx = üy J sin (x-) dx = by
— oo — oo

schreiben also

Je''''' dx = a + hl.
— oo

Operiren wir nun mit dieser Qleichung in der frühern Weise,

so ergiebt sich, dass

und

ist.

y cos (o;-) cos 2i/.r 6?a; = rt cos (v'^) + * sin (v^)
— ao

CO

y sin (o;-) cos 2va; ^o; = J cos (v^) — a sin (i/-)

In diesen Gleichungen wollen wir x mit ^ a y --- und

V mit s y — vertauschen, wo a eine neue Veränderliche und

71 und s positive Constanten bezeichnen sollen, die wir behufs

der folgenden Untersuchung überdies als ganze Zahlen voraus-

setzen weirden. Durch Ausführung der genannten Operation

gewinnen wir ersichtlich die folgenden Beziehungen

2A

oo

I cos I g— I COS sa da = 2 1/ —\a cos -^+ ^ sin —
— oo

sm ( g— j COS 5« </« =2 1/ — u> COS — a sm

Nun sei

3. i^(a)=6^„+c,cos«-|-c.>cos2ß-f---+^5COS5«+...=2b,sCos5«

eine endliche oder unendliche Cosinusreihe, die aber für den

letzten Fall als convergent vorausgesetzt wird und alsdann

eine continuirliche Function F{a) darstellen soll. Werden
jetzt die vorhergehenden Gleichungen 2. durch die constanten
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Coefficienten r„, r, , c, . . . der Reihe 3. multiplicirt und darauf

addirt, so entspringen mit Rücksicht auf 3. die Beziehungen

-oo

und
Od

— CO

die wir abkürzend in folgender Weise schreiben wollen

oo

/cos(|^')n«)<?« = 2 /?5 [«« + *//],
— oo

ßin{'^)FMäa^2f^[öG-aH}

Um die Werthe dieser Integrale zu ermitteln, werden wir

die Integrationen zunächst von — (4/t- -\- l)7t bis (4A- + 1)^

erstrecken, wo k irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet.

Jedes dieser beiden neuen Integrale denken wir uns hierauf

wieder in 4k -\- 1 andere zwischen den Grenzen {2 h — l);r

und {2h -{- l)7t zerlegt, in denen für h nach und nach alle

ganzen Zahlen von — 2 k bis -{- 2 k zu setzen sind. Die Trans-

formation dieser Theilintegrale in zweckmässige Formen und

ihre nachherige Vereinigung wird uns dann Ausdrücke liefern,

die für ein über jede Grenze hinaus wachsendes k zu den

Werthen der vorgelegten Integrale 4. führen.

Da nun für a = 2h7C -{- ß wegen F(2h7t -\- ß) == F(ß)

/•cos (%') /'W äa = /'cos '"^.-J--^J- F^p),ß

und

j'sin ('-;) F(«) ./« =Jsin 'l-^-^^-±M ,•(/,) ,ß
(2/*-))« —TT

ist, so wird
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(4A-f-l)/r 2A- +Tt

j'eos
(^^) Fia) ,a = V/cos '^^^^^l Fiß) äß

und

(4^+1)^ 2A- +?t

/•sin ('^') ^(«) ^« = y^/sin ^^-i>' ^(^) ./..

Aber
2/,,- 2k

^Ä ^A • 1

=
^_ [-

"^-"^ + cos '^n^] + cos |£

2/2A"

COS -^ + 2 >'cos ^ Q—-^ cos --^,

1

2Ä

und eine ganz ähnliche Behandlunof der Summe >^sin -ÖL_i?i

zeigt, dass sie mit der folgenden

m -*^^ + 2 >'sin ^'^ T^ cos -^

2A:

1

übereinstimmt.

Nun ist

^^^
8«

71 ß^ , /Wß2 „;j\= cos^, Oder ^ cos (^-^+-j
und

. n(ß^-\-4.h^7C^) . ;?ß2 , . /wß2 , 7ijr\
Sin ^^ ' = Sin ^, oder = sm ( -/ + -^ ]

je nachdem nämlich h zu den geraden, oder ungeraden Zahlen

gehört; denn hat man h = 2?-^ so bezeichnet fi^ eine Zahl

von der Form 4fi, und ist Ä = 2r + 1, so besitzt Ä^ die

Form 4^ + 1*

Sondert man daher in den vorstehenden Summen die

Glieder, welche einem geraden Ä entsprechen , von denen, in

welclien h mit einer ungeraden Zahl zusanimenfällt: so er-

hält man
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2A-

n|2

8;

n{ß^-i-2h^n^) ^^^ hnß
COS ^ -{- 2 ^cos -^- : cos

Stt

nß^= COS f^ [1 + 2 cos nß + 2cos2nß + .., + 2 cos nkß]

+ -(? + !!)[

und

2- cos "J + 2 cos 3^"? +...+ 2cosH^' «^1

2k

sm - + 2 Vinß2

8«
sm —^—

">
cos --'

sin^ [1 + 2 cos n/3 + . . . + 2 cos 7ikß]
Stc

+ «•» (t+I^) [2cos:^P+2cos«-;J+...+2cos?^'»/j].

Nach §. 81. aber gelten die Relationen

1 + 2 cos w/3 + . . . + 2 cos nkß =
sin (2^ + 1)

71 ß

: «ßsm

2 (cos '^ + 3nß , , (2Ä— 1)
cos -2^ + ... + COS ^^ ^nßl

mithin wird

sin
i^k-\-l)nß {2k+i)nß

4 2

. nß . nß '

Sin —i- sin —5-

+Ä

-{Ak+\)n

+ 7t

+y cos(T + 8.j|~;-^^-
"ß 8in&M_y^'

nß
F{ß)dß,

(1. li., weil die Function F{ß) und die aus den Sinus und Co-

sinus gebildeten Ausdrücke durch Vertauschung von ß mit

— ß unverändert bleil)Pii
,
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(4/.-}-l)n n

sin(4A:+l)'-;

- (4/.H-i)7r

n

2
ü

inul ebenso

8in(4A:+l)"^

— (U'-fl);?

-

Die Integrale rechts aber lassen sich leicht in andere, für

die Anwendung des in §. 89. erörterten üirichlet'schen Theo-

remes II. geeignete Formen umsetzen. Denn schreibt man in

den ersten dieser Integrale y anstatt \ uß und iii den zweiten

\ )( ji = y ^ SO entspringt

nn
(Ak+l)7t 4

y«^c"«' AV \.7 ^ /*sin(4A:+l)y Fun
,
Sy«! ., /'4y\ ,

cos -- /' (a) dcc== ' I —W-' - -^'cos --+ ''

\.l' [ \(1y
8 TT ^ ^

71

J

sin y [_
2 ^ « ttJ yn J

'^

-(4/.4-l);rr

nn

i. (^^^^ [cos/- - cos ("- + t^ 1
'•• ^'\ "rn

^y
Sin y |_

2^?7r \^ 2 ' 2//3ry
J \"/

und

(4A+l)7r 4~

-(•lA-f])/r

+ \
/*'"' '" + '"' Tsin /- - siM f- + y"-- \ 1 /.• p''-) Oy.nj Hin y ^ 2«7r

\^
J ^ luTtJ j

\n
J

^
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Nennen wir nun g und ^, die grossten bezüglich in -

und - enthaltenen ganzen Zahlen; so ist für ein über jede

Grenze hinaus wachsendes k einerseits

4

5t

wenn n nicht durcli 4 aufgeht, dagegen

nll

lim piMi±±iLy cos
Y-^- +m f{'i\ dy

J Sin y L ^'^ ] \ " /
ü.

wenn w e^ (mod. 4) , Beziehungen , welche wir kurz durch

2- «'«^ T ^(0) + '^ 2; •="' (t + ^j ^ (-.7-

j

andeuten wollen, und ebenso ist in abkürzender Schreibweise

tin

lim f'^^l+M [cos ,i - cos C^; + /-^ 1 F^) äy

= ~[cosO-cos^]nO)+.2'[-f:— (?+fe")]^(v)
•

Andererseits aber gelten ganz ähnliche Ausdrücke für das

Sinusintegral, indem hier nur der Cosinus durch den Sinus

zu ersetzen ist. Durcli Multiplication dieser verschiedenen

Ausdrücke beziehun<?sweise mit - ' ^V ^ uiid — — 1/ ^-^ n "1 r "271 n 2 r 2n

entspringen demnach nunmehr die Gleichungen

Mkyku
, beslimmte Integrale. .^f-^- - ' - — —

^

25
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««+*^=^5 (l+ eos-^) /'(O) +4/.^2'^os(^+.•^V")^(-

und

Ein Blick auf diese Beziehungen aber genügt, um das

folgende schöne Theorem Dirichlet's aussprechen zu können.

Setzt man die Summe der endlichen oder unendlichen

Cosinusreihe

F[a) = c^^ -f" ^1 cos « + ^2 c^s 2 a -\- . . .

als bekannt voraus , so lassen sich mittelst der continuirlichen

Function F{a) immer die Summen G und H der beiden Reihen

und

G = c,^ c, cos (P . '•^;) + c, cos (2^ ?^) + . . .

y/=c, sin (p.-^) + .,sin(2^-^^^)+...

bestimmen.

§. 121.

//—

1

rt-i

Die Gauss'scheii Siiinmeii ^cos ^ und ^ sin als spc-

1 1

clelle FUlle des Dirichlet'scheii Theoremes darg:estellt. Wertli-

ermittlung der Integrale u und h.

Das Dirichlet'sche Tlieorem enthält als besondere Fälle

jene berühmten Gleichungen, welche Gauss zuerst in seinen

Disquisitiones arithmeticae, art. 356. aufgestellt und die er

dann später in allgemeiner Weise zum Gegenstande einer be-

sondern Abhandlung gemacht hat.

Bezeichnen nämlich /> = 4;w -|- 1 und 7 = 4w -f- 3 ab-

solute Primzahlen, so folgt aus der Lehre von der Kreisthei-

lung, dass
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1 s=q~l

sm
S=() 5=0

u = ^cos -^ und V == ^^si]

ist; wo u und v durch die beiden Gleichungen

?/2 =p und t)"^ = q

definirt werden. Nur unentschieden bleibt dabei, welches der

Vorzeichen + von j/p und ]/q hier in Betracht kommt.

Wählt man specielle Werthe für p und q, so zeigt sich, dass

immer das Pluszeichen gilt, aber die Schwierigkeit, in der

Kreistheilung einen allgemeinen Beweis dafür zu geben, ver-

anlasste Gauss zur Abfassung der berühmten Abhandlung:

Summatio quarundam serierum singularium *) , in welcher die

oben berührte Frage nach dem Vorzeichen der Wurzelgrössen

ihre vollständige Erledigung fand. Gestützt auf seine im Vor-

hergehenden mitgetheilten Betrachtungen hat dann später

Dirichlet einen neuen Beweis jener Gauss'schen Gleichungen

geliefert**), und diesem ist endlich wieder im Crelle'schen

Journale***) von Dirichlet ein sehr vereinfachter und von ihm

in seinen Vorlesungen über Zahlentheorie benutzter Beweis

hinzugefügt t).

Setzen wir die Reihe F{a) als endliche voraus, und neh-

men wir überdies noch an, dass sämmtliche Coefficienten c

auf die Einheit reducirt werden; so ist

gijj(2/i-i)|

iT («)= 1-|- cos «+ cos 2 «+...+ cos (??—l)«=^-j-^
^

8in|

und die Function f(—-\ wird augenscheinlich den Werth

Null besitzen für eine durch n nicht theilbare ganze Zahl /.

In den obigen Gleichungen fallen daher die mit fI-^-\ und

*) Siehe Gauss Werke lid. 2., S. 11 iL

**) a. a. 0. S. 57—67. Sur l'usage etc.

***) Recherches sur- diverses applicatious de l'Analyse infinit(»siniale

ii la Theorie des Nombres. Journal Bd. 21. S. 131 if.

f) Man findet die Reproduction des Dirichlet'sclien Vortrages in den

von Dedekind herausgegebenen Vorlesungen Dirichlot's über Zahlen-

theoric. Suppl. T. S. 318 ff.

25*
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f(^-^\ multiplicirten Glieder fort, uud ausserdem ist F(P)=?i.

Mithin entstehen jetzt die Beziehungen

«C + .//=/^(l + cos^).»=/"^(l+cos'f),

und hieraus fliesst für n = l wegen G = ly H =0:

Für ein beliebiges endliches n ist daher .

6' 4- /^ == / n K 4- cos "g"j und G — H = ]/n . sin ^,

d. g.

C=iK«[l+cos"|'+sin"^],//=ij/n[l+cosf-sinf].

Nun lässt sich jede ganze Zahl in einer der Formen 4ft,

4fA+ 1, 4fi + 2, 4^ + ^^ darstellen; setzt man also in den

letztern Gleichungen für n diese Formen, so folgt

"^
ü

^cos?^ = ^«, 2'^inH^ = 0, « = 4^+1;
Ü

M—

1

W—

1

2^cos^-^ = 0, 2^sin^ = 0, .=4^ + 2

^cos "^ = 0, J^sin^ == /., . = 4^+3.

§. 122.

Das ReclprocitUtsgesetz in der Theorie der qnadrAtigclien Reste.

Die vorhin bewiesenen Gauss'schen Summen gewinnen

dadurch ein ganz besonderes Interesse, dass sie — wie Gauss

in der oben erwähnten Abhandlung gezeigt hat — mit grosser

Leichtigkeit zu dem Beweise des berühmten und für die Theorie
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der Zahlen äusserst wichtigen Legendre'schen Reciprocitäts-

gesetzes in der Theorie der quadratischen Reste führen. Mit

der von Dirichlet im Crelle'schen Journale^) gegebenen Dar-

stellung dieses vierten Gauss'schen Beweises jenes Fundamen-

talgesetzes wollen wir uns jetzt beschäftigen; wir fürohteH

nichtydass man ung i»d4»k^ -werde. Des bessern Verständnisses

halber schicken wir jedoch zuvörderst folgende Bemerkungen

voraus.

Bezeichnet p eine absolute ungerade Primzahl, so muss

jede durch p nicht aufgehende ganze Zahl x bei der Division

mit p einen der Reste 1,2, 3, ...,;; — 1 liefern. Dividirt

man nun die zweiten Potenzen dieser Zahlen durch p , so zeigt

sich, dass die Quadrate zweier Zahlen r und p — r, deren

Summe p ist, denselben Rest geben. Den Benennungen der

Zahlentheorie zufolge sind daher r^ und (p — r)- in Bezug auf

den Modul ji; congruent, eine Beziehung, welche man in

der Form
r^ ^- {p — ry (mod. p)

schreibt und die der Gleichung

r^ — {p — ry = einem Multiplum von p = Mp
äquivalent ist.

Offenbar fliesst nun aus dem Gesagten sogleich weiter,

dass der Rest jeder Zahl x' mit einem der Reste aus der Reihe

P 2^ 3^ ... ('^~T~] zusammenfallen muss. Diese Reste,

welche wir durch öf, , r/j, . . . , «;,-i andeuten wollen, müssen

ferner sämmtlich verschieden oder incongruent sein; denn

wären z. B. die Reste o,- und «., zweier Zahlen r^ und s^ aus

der Reihe 1'^, 2% 3% . . .
, (-^y gleich, so müsste

r^ = s^ (mod. /;),

folglich r- — S' = (r -f- s)(r — s) durch p theilbar sein. Nun

kann aber, weil r -{- s höchstens = —-
f-

^^ = P — 2

und ebenfalls r — s < p ist, keiner dieser Factoren durch p
aufgehen, mithin ist die Congruenz r^ ee s- (mod. p) unmöglich.

*) Bd. 17. S. 65 tf. — Vergl. ferner die Vorlesungen Dirichlets über

Zalilcntlieoric von Dedekind. Suppl. 1.
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Die Reihe 1, 2, . . .
y p — 1 enthält ersichtlich ausser

den Resten a^j a^y . . . , (tp-i auch noch die ^^^ Zahlen '&„

b.^j ... , bp-\. Elat man nun irgend eine durch p nicht theil-

hare ganze Zahl q^ so muss sie entweder mit einem der a,

oder mit einem der h nach dem Modul /; congruent sein, d. h.

sie genügt entweder der Congruenz

x^ ^=1 q (mod. p)

,

oder es ist nicht der Fall. Findet das Erstere Statt, so wird

q ein quadratischer Rest von p genannt; im letztern Falle

hingegen heisst q quadratischer Nichtrest von p.

In Betreff beider Arten von Resten fuhren wir die fol-

genden Sätze an. — Bezeichnen q und ^^ quadratische Reste,

d. h. also werden die Congruenzen

x^ ^ q (mod. p) und x^^ ^ q^^ (mod. p)

befriedigt, so besteht auch die Congruenz

{xx^y ^ qq^ (mod./?).

Das Product zweier quadratischen Reste ist dem-
nach wieder ein quadratischer Rest.

Wird die Reihe 1, 2, . . .
, p — 1 mit einer zu p rela-

tiven Primzahl q multiplicirt; so müssen, abgesehen von der

Ordnung, die Producte Iq, 2q, . . .
, {p — l)q in Bezug auf

p wieder die Reste 1, 2, . . .
, p — 1 hervorbringen, indem

irgend zwei dieser Producte rq und sq nur dann nach dem
Modul p congruent sein können, wenn r und s zusammen-

fallen. Ist folglich q ein quadratischer Rest, so sind nach

dem vorhin bewiesenen Satze die ^^-^^ Zahlen ß^ quadratische

Reste, und daher müssen die ^—^ Zahlen bq quadratische

Nichtreste sein. Mithin ist das Product aus einem qua-
dratischen Reste in einen quadratischen Nichtrest
ebenfalls ein Nichtrest.

Wenden wir nun diese Wahrheiten auf die Reihe Vq,

'^^^^}••('
., 17 ^^^) so muss sie, je nachdem q ein quadra-

tischer Rest oder Nichtrest ist, mit der Reihe der «, oder der

b die nändiche Bedeutung besitzen.
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Nach diesen vorgängigen Bemerkungen können wir nun-

mehr zu dem uns gesteckten Ziele schreiten.

Da p eine ungerade Zahl vorstellt, so hat man die beiden

Gleichungen

p-i p-i

wenn p von der Form 4ft + 1 ist, und

p-i p-i

für ein p von der Form 4|Lt -f- 3.

Multipliciren wir also die Sinusreihe durch ?, addiren hierauf

das Resultat zu der Cosinusreihe, und beachten wir, dass

i
" ==-[- 1 , oder =-|- i ist, je nachdem man /?^^= 1 (mod. 4),

oder y? ^ 3 (mod. 4) hat; so erhalten wir statt der obigen

Beziehungen die ehie Gleichung

2r'hti 2{p~r)'^jtf

Bedenken wir aber , dass e ^ = e ^ ist , so können wir

2 2s-7tt

in der Gestalt 1+2 ^e p schreiben; mithin ist

1

odör noch einfacher

1

weil die Vielfachen von 27ti in den verschiedenen Exponenten

der Zahle unberücksichtigt bleiben können, also auch statt dei*
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Quadrate der s die ihueii nach dem Modul p congruenten

Zahlen a gesetzt werden dürfen.

Ebenso wie vorhin ergiebt sich ferner, dass

p-i
2 Is'qiti

Nun stimmt dem Obigen zufolge die Reihe Vq^ 2'^q, ... \^\ Q

entweder mit der Reihe «, oder der h übereiu, je nachdem q

quadratischer Rest oder Nichtrest in Bezug auf p ist. Daher

hat man diesen Fällen entsprechend

2 2ni 2 2ni
o o

/>= 1 4_ 2 V/^" V
, oder P= 1 + 2 ^e ' v

,

1 1

Weil aber die geometrische Reihe ^6' '' = — 1 die Summe
1

der beideip Reihen

p-i
2 2ni , p l ^ 271^

VV/-^V und ^/^
1 1

darstellt, so wird

2 , 2 7ri 2 2 Tri

1 + 2 V/>1^ = - 1 - 2 V/'^.+ 22'<^'>ir = _l-22'<^"

Die beiden Werthe von P kann man daher, wenn d die

positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem q quadra-

tischer Rest oder Nichtrest von p ist, durch die neue Gleichung

2 2^1 /p-iy

/>= d (1 + 2 V/^' ;') = d //?.?> 2
^

1

ausdrücken.

Bedeutet nun q ebenfalls eine ungerade Primzahl, so folgt

unmittelbar aus der Gleichung für /^ durch blosse Vertauschung

von p mit q die ähnliche Beziehung
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in der also e = + l, oder = ~ 1 ,
je naclidem p quadrati-

scher Rest oder Nichtrest von q ist. Durch Multiphcation

dieser Reihe mit der vorhergehenden und -durch Hinzufüguug

iqptSTti

des Factors 1 == e'^^ ergiebt sich mitliin die Gleichung

"^ K7 g
P* = dsypq t y

eine Beziehung, in der die Doppelsumme sofort in eine ein-

fache Summe sich verwandelt, wenn man statt der Grössen

f^s + ip ihre nach dem Modul pq genommenen Reste substi-

tuirt. Diese Reste nämlich müssen sämmtlich verschieden sein,

weil, wenn qs-^tp-=qs +('p (mod. pq) sein, also q{s—s)-]rp{t—t)

durch pq aufgehen soll, wegen der Grenzen (0, /? — 1) von

s und / und (0, ^ — 1) von / und i' nothwendig zu gleicher

Zeit 5 = s', /==/' sein muss. Die Zahlen qs + tp liefern

demnach in Bezug auf den. Modul pq die sämmtlichen Reste

1 2, 3, . . .
, J9^

— 1, i-ind sonach- besteht jetzt die

Gleichung
^ ,

' ,^.

.=^-1 ,,^- e_=_o>(öy

Nach dem Obigen aber ist

pq-i 2*:!^ _ (z^^niy

yje^' =j/pq,i ' ,

mithin gilt die Relation

d. g. wegen
,—1.2
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Sind uuu beide Primzahlen p und q von der Form 4|Lt+ l

oder ist die eine = + 1, die andere r— — 1 (mod. 4), so

müssen d' und e gleiche Vorzeichen besitzen, d. h. die eine

Primzahl p ist quadratischer Rest oder Nichtrest

der audern q^ wenn q zu den quadratischen Resten

oder Nichtresten von p gehört.

Dagegen haben Ö und s verschiedene Vorzeichen , sofern

beide Primzahlen bei der Division durch'4 den Rest 3 (oder — 1)

geben. In diesen! Falle ist daher die eine quadratischer

Rest oder Nichtrest der andern, wenn diese quadra-

tischer Nichtrest oder Rest jener ist.

Der Ausspruch dieser wechselseitigen Beziehungen zwi-

schen zwei absoluten Primzahlen bildet den Inhalt des Reci-

procitätsgesetzes.

3. Entwicklung einer willkürlichen Function nach
Kugelfunctionen.

§. 123.

Entwicklung des Radicals (1 — 2a cos y -f «') ^ uacli steigenden

Potenzen von «.

In §. 114. haben wir die wichtige Untersuchung ange-

deutet, welche Dirichlet über die Reihe

W=0O 7t 27t

angestellt hat. Mit der Darstellung dieser sinnreichen Be-

trachtungen Dirichlet's wollen wir uns jetzt beschäftigen. Zu

dem Behufe aber ist es nöthig, einige vorläufigen, auf den

Coefficienten P„ von a" in der Entwicklung des Radicals

1

yi — 2a (cos d- cos d"' -\- sin^ sin &^ cos {cp' — qpj) -|- «'

bezüglichen Erörterungen vorauszuschicken.

Bezeichnen R und q zwei von einem Pole ausgehende

Radienvectoren , welche mit der Polarachse Ox beziehungs-

weise die Winkel 0-' und 0- einschliessen, und deren Ebenen

(Rx), (qx) mit der Polarebene die Winkel (p' und cp bilden;
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heist ferner y der Winkel zwischen B und q: so entsteht ein

körperliches Dreieck, für welches bekanntlich die Beziehung gilt

1. cos y = cos d^ cos 0"' + sin d- sin #' cos {q)'— <p).

Mittelst derselben können wir daher unserm Radical die

Form ,. -z-zj: Keben. Setzen wir nun voraus, dass
Kl — 2 a C08 y 4- a2

a einen positiven oder negativen echten Bruch ausdrückt, so

kann die Wurzelgrösse [1 — (2 cos y — cc) a]~i stets nach

Potenzen von a entwickelt werden. Denn weil immer einem

bekannten trigonometrischen Satze zufolge a^-\-b'^—2ab cosC=c'^

ist, so muss 1 — 2 a cos y -{- a"^ stets positiv sein, und ausser-

dem ist bei hinlänglich kleinem a numerisch 2a cos y— a'^<il'-*').

Nun besteht aber für z"^ <i l die Gleichung

(^-)-*=^+^^+--+V:r.:i^-'-- + ,

mithin wird

//»nrx

[l-«(2co8y -«)] ^=^i-^i-^ii|?-=l) [« (2 cos y - «)]'".

m—O

Und entwickelt man hierin die . verschiedenen Potenzen von

2« cos y— «2 nach der Binomialformel und vereinigt alle

Glieder, welche den Factor «" enthalten; so gewinnt man
für diesen zu a'' gehörigen Coefficienten den Ausdruck

o n 1.3.5. . .(2« -1) r „ n(n— 1) „ „
2. Pn = -

-rsTs-TT. - [^«« r - .j(^-_i)
cos y"-^

_n(;^-l) (n -2)in-3)_ , _ "l

^1.2.4 (2n-l) ein- 3)
^^^ ^ • •

-J-

Der Coefficient P„ von a" stellt folglich eine ganze Function

des n^*^" Grades von cos y vor, und diese Eigenschaft des

Coefficienten P„ pflegt man in der schriftlichen Darstellung

kurz durch P„ (cos y) anzudeuten.**) Wie man sieht, ge-

hören sämmtliche Exponenten des Argumentes cos y zu den

*) Man beachte, dasi> y zwischen und n liegt. — Für y = 0, w

geht die Wurzel grÖBse in den Quotienten —^— über, ist also wegen
1 + «

der Natur des a in eine convergirende geometrische Reihe entwickelbar.

**) f^„ spielt also bei dieser Dirichlet'schen Bezeichnungsweise die

Rolle eines Functionszeichens.
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geraden, oder ungeraden Zahlen, je nachdem /? e^ 0, oder

— 1 (mod. 2) ist.

Ausser der obigen lassen sich für P,, noch verschiedene

anderen Formen auffinden. Wir begnügen uns jedoch hier

damit, nur noch einige derselben anzuführen, und zwar wäh-

len wir zunächst die beiden Dirichlet'schen Formen, welche

sogleich durch eine einfache Transformation von cos y ejit-

springen.

Schreibt man nämlich 1— 2a cos y+ «2 in der Gestalt

l-2a+ 4«sin|- +«-^= (1— a)'^

[l-2«cosr+aT ^=i^^(-l)

4 a sin ^
1-1 L_A./^ (l-«)2 J

, SO wird,

y
4« sin 7-

1.3.5...(2w— 1)

2"M.2...m L {l— ai^ J

_ ^ „ 1.3.5...C2.- ») (^"""D"~ ^^ ^ 1.2.3...//* (i_a)2'''+i

Nun ist

(2«8in|-y

+

(l~rtf'»+-

(2m-fl)(2m-f2) (2;/i4-3) ^3
1.2.3

' /o • y ^\"'ri I

2m+l
I

(2m+l)(2/«+2) ^.,

1.2

«3 + ...+
(2m+l)(2m4-2)(2;;i+3)...(2m-r)^,.

1 . 2 . 3 . . . r
«"+ ...]:

der Factor (2-in|') und das Glied

(2m+l)(2m4-2)... [^m-[n-m) ]

1.2.3. ..(n—w)

verbinden sich daher, solange m den Werth w nicht über-

schreitet, zu dem Producta 2»'
('^"+ 1) (^°' + 2) (n +^) „„.

' 1 . 2 . 3 . . . (n — m)

Daraus aber fliesst weiter, dass die Glieder, welche in der

.1.3.5...(2;«-l)(^|0_
m! (i_«)2«.+i

v(m «" bilden, in der Form

(_l)»lii-.*..-(2i-i)(?I«+l)(2'^''^)-'(''+'") 2». sin ^
""

oder,
^ ' w! 1.2... (« — ///) 2 '

Summe ^^(-1) denCoefficienten



- 397 -

wenn man den Zähler und Nenner dieses Ausdruckes mit

2.4.6.. .2m==2"' r{m-\-l) multiplicirt, in dieser Gestalt

^ ^^ [r(m+ l)]2r(n—wj+l) 2

erscheinen werden. Setzt man folglich für ?n nach und nach

die Zahlen 0, 1, 2, 3 ... , so kommt

Anstatt der Substitution cos y = 1 — 2 sin |- hätte man

offenbar cos y auch durch den gleichgeltenden Ausdruck

2 cos |- — 1 ersetzen können. Dadurch wäre alsdann

(1 — 2« cos y -\- cc"^) ^ in

u+«;

y
^

4 a cos ^
cr> , .12a cos — I

^ 1.2.. .»i (l_|_o,)2«+l

übergegangen, und demnach würden jetzt die Glieder, aus

deren Vereinigung /*„ entspringt, die Form

f_ IV.-. Hn+^+l) y
^'"

^ ^«^ [r(m+l)J2 r(n—m+ 1) 2

besitzen. Hieraus aber schliesst man weiter, dass

A T. ( s i ^\J^ {n-\-\)n y 2
,
(nH-2)(n+l)n(«—1) y* "1

4. Pn (cos7/)=(- 1)H 1—^V^cos^ -Y-^ ^\7 ^;
^cos|- —1

ist. Wie man indess augenblicklich erkennt, resultirt diese

Beziehung am einfachsten aus der dritten durch Vertauschung

von a mit — a und y mit it — y. — Wir gehen jetzt zu einer

Darstellung von P„ über, in welcher die einzelnen Glieder

nach den Cosinus der Vielfachen von y fortschreiten und aus

der man sofort erkennt, dass /*„ immer zwischen + 1 sich be-

iinden muss- Man erhält diese Form, wenn man 1—2a cosy-j-a^

in die beiden Factoren 1 — « t'^' und 1 — a e~y* zerlegt und

beide nach der Binomialformel entwickelt. Die Ausführung

der Rechnung zeigt alsdann, dass wegen
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(1 - a ^r)- i=y ' • '^ i^-^-l^ «-" e-r<,

also

/< o I o\~l: "tl 1.3...(2m— 1) ... ,,,^(1-2« cos y + «0 =^ —^;;r^^^

—

- « ^^

_ .„, > 1.3.5.„(2k— 1) ,
1.3...(2i!— 3), , o\

, 1.3... (2»—5) 1.3 , .s
I+ 2-

, 4... (2.-4) 2-.^
COS (^ - 4) y + . .

.

—^ 2. 4... 2« 2.4.6...2(n_*) ^^^ ^^ ^*^^

ist, wo 7i' = -|-, oder = ^-^ sein wird, je nachdem n zu den

geraden, oder ungeraden Zahlen gehört. Die Coefficienten

der Cosinus in diesem Ausdrucke sind sämmtlich positiv, sein

absolut grösster Werth findet demnach für y = Statt. Da

nun für diesen Fall die Wurzelgrosse (1 — 2« cos y+ «^) ^ in

_L_ _]+« + «2 + «H ^ ... + «. + .. .

übergeht, also P„ = 1 wird, so kann oJßFenbar P„ niemals

numerisch grösser, als 1 sein.

§. 124.

Darstellung von P,^ durch hestimmte Integrale.

Dem Obigen zufolge besteht die Beziehung

^- 1/.— L -L-i = ''" + ^1 « + ''>"' + + ^"«" + •••
yl— 2 a cos y-f-cr

Wird in dieser Gleichung « durch den Ausdruck eV" ersetzt,

wo ^ einen von y unabhängigen und wie dieser zwischen

und 7t befindHchen Bogen bezeichnet; so verwandelt sich
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die rechte Seite derslben in G + Hi^ wenn man zur Ab-

kürzung

/>, + i>i cos ^ + /^^, cos 2 i/' + . . . + P„ cos r? T/; + . . . = G

und

7^1 sin ^ + P^ sin 2 ^ + . . . + P« sin w ^ + . . . = H
schreibt. Die linke Seite der Gleichung 1. dagegen ist mit

_!^
jdV^' [e- •/" + 6;V" _ 2 cos y]}~ ^' = [2 (cos ^ — cos Y)\~^e

^

identisch, und sonach wird, wenn ^ < 7; also cos i/; — cos ;^ >
ist,

cos^ •
A

Q ^^ 2_ ^ ^^ 8m ^ t/;

K2(cost/;—cosy) ^2 (cosi^—cosy)

für y < ip, mithin für cos ip — cos y < hingegen hat man

., sin^ ip jj cos ^ tp
Cr = -

y- -.= , XZ = .— —

.

f^2(cosy — cosi/>) f^2(co8y— cosi/»)

Nun sahen wir in der Lehre von den Fourier'schen Reihen,

dass beim Statthaben der Reihen für G und H die Coeffi-

cienten P durch die Formeln bestimmt werden

7t n y
1 /* 2 /* 2 /"

P^)== — i Gd^y P„r= ~
j Gcosnf dil}= j G cos nip dij^

+1/
7t

G cos nip df

und
71 y 7t

2 /* 2 /' 2 /* •

P„ = —
1 Gsmnipdtif= —

j Gsm?ij(jd^-\ l G sm tixp dip.

ü (t y

Ersetzt man also in diesen Beziehungen G und /^ durch die

oben ermittelten Ausdrücke, so kommt

2. P =- I
^^^ '^^ cos ^y ^jy

2 / cos m/; sin
.^ i/; ^

^t/ ^2(0081/;— cosy) '^ ^ K'Äcos y— cos i/>) ^

und

'^e/ K2(C08l/>— cosy) '^^Z K2(C08y— cosi^)
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Von diesen beiden Dirichlet'schen Formeln für P„ muss offen-

bar die erstere für n = auf die Hälfte reducirt werden,

und in der zweiten sind für n alle ganzen Zahlen 1, 2, 3, . .

.

zu wählen.

So unverfänglich der vorhin befolgte Gedankengang auf

den ersten Blick auch erscheinen mag, so ist er doch bei

näherer Ansicht nicht frei von Zweifeln. Denn dass für

a = e^' die Wurzelgrösse (1 — 2« cos y-|-«^) ^ mit Aus-

nahme des Falles ip = y^ für welchen das Radical unendlich

wird, noch immer in eine convergirende Reihe sich entwickeln

lässt, ist — wenn auch thatsächlich der Fall — doch eine

ganz unbewiesene Voraussetzung. Die Integralformeln 2.

und 3. bedürfen daher auch noch einer nachträglichen Be-

stätigung ihrer Richtigkeit. Zu dem Zwecke benutzt Dirich-

let folgendes Verfahren; er bildet unendliche nach Potenzen

von a fortschreitende Reihen, in denen die verschiedenen

Coefficienten der « aus den obigen Theilintegralen bestehen.

Von diesen Reihen nun zeigt Dirichlet, dass sie convergiren

und Summen besitzen, die bei der Vereinigung der einander

entsprechenden Reihen unmittelbar zu dem Radical

(1 — 2« cos >^ + «^) ^

sich ergänzen.

Behufs der nähern Erläuterung dieses Ideenganges sei

zunächst

^J y2{coaip—coBY)

alsdann ist ofienbar (>„ numerisch kleiner, als

Y

if
COSil^ dtp

^^ yj^,.

*) Man hat

F2(cosi/>— cosy)

\8in i yJ^A$ät_^ / J«iyjJL==arc sin (^'^
\ ^) + couBt.

^2(C081/, C08y) / ^^ /Hinit/>\
' ^"^" ' y/
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Bezeichnet folglich a einen echten positiven oder negativen

Bruch, so muss die Reihe

i (>0 + (^1 « + ^2 «' + • • • + ^" «" + • • •

convergiren. Ihre Summe S selbst aber findet sich leicht,

wenn man statt der Q die entsprechenden Integrale einführt

;

denn so kommt zuvörderst

d'tp

cos y)

[^-\-cccosi^-\-a'^coä2tl;-\-a^cos?)(p-\-...],

d. ff. mit Beachtung? der Gleichungo

4- •
, „

^ "''
, -^ = 4- + « cos ^ + «2 cos 2z/; + . . .*)

cos !/> -f- a'

o L"::^^* /* cos ^ ip dt
i)

^ J (1— 2a cosi/>+ «^)^2(cosi/>—cosy)

Setzt man nun 5 sin ^ = sin ^ ip, wo s eine neue Variabele

bezeichnet; so entspringt

_X-a^ r ' ^^^ 2 ^^

'f /
1

1— 2 a ( 1— 2 .92 sin i y^)+ «2 J ^2 (T^^ sinj^' • «« — cos y

)

1

1 — «2 /'^rfs 1_

TT J y-YZI'gi
'

(1— a)2 + 4 a sin ^ y« . "v«

Erinnert man sich aber der bekannten Formel

arctang -'-^-z^t=^ + const,,

SO findet sich socfleicli, dass

,/

ds

^ 1 Z:^2 ( 1 — a)2 4- 4 a Ä« sin ^ y«

, äK(1— a)«-f 4asin~4y2
,

,

arc tg —^^ ^ T, ^^ -fconst.,

also

=^0 Vergl. §. Ü5.

Mkykh . Iio^iiimiiti! liite«r;iU\ 20
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~" « * 2
*

(i_a)^(iZ:ä)2-f4a (sin^y)* * ]^r^2 a cos y-f^^

ist.

In ganz ähnlicher Weise würde man nun die Summe

der Reihe

i i^o + ^1 « + ^2 «' + . . • + ^« «^ + • • •

;

WO
7t

r, ^ r cos nt\) sin \ ip
rl„ = — f - ,— -

^J y2 (cos y — cos ip)

V

finden, doch geschieht dies einfacher, indem man in diesem

Integrale tt — '^ statt ^ schreibt und die goniometrische

i^rmel cos (a-^^nii) = (— 1)" cos a berücksichtigt. So iiilm-

lich ergiebt sich sofort

7t

djp

n-y

2 /' COS nipmi^tp ü

"^ J V'^ (cos y — cos

y

2/_^yi / co%7i^ QO& \ip d'ip
/ IV-?- / cos w 1/; cos ^ rfi/j

' " / K2[co7y- cos (w-i/;)]"'^ ''f / ^,-^- ^F=^.
«y_ '^ ^ ^ '

ft/ K2[cosi/;— C0s(3t—y;

und demnach ist Rn «" eine Grösse, welche aus dem Integrale

X

^
-/ r 2 (cos 1/; — COS y)

durch Vertauschung von j' mit n — y und von a mit — «

entspringt. Daraus aber fliesst sogleich weiter, dass

^ 7?o + ^1 « + •.. + ^.^ «" + .. .

die Entwicklung des Radicals

1 — a

J^l—2acosy-|-a*

nach Potenzen von a bildet. Weil nun

Kl— 2a cos y-4-a2 ^ J'T^ 2 a cos y -}-
«'^

Kl-2ac08y+a2 T o "T l l
2

l

ist, so findet in der That für P^ die Gleichung 2. Statt.
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Um jetzt die Richtigkeit der Gleichung 3. nachzuweisen,

untersuchen wir auch hier vorerst die Reihe, deren allge-

meines Glied

2 ci" /* sin n i/> siu ^ ip dil)

cos tp — cos y)

heisst, wo für n bekanntlich alle ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . .

zu setzen sind. Die Summe S^ dieser Reihe wird offenbar

durch den Ausdruck

'2 r sinXip dtp r . . , o • o / i

I ...
^—— a sm ^ + « sin 2ip 4- .

^J ^2(008^- ^
^

'

'

= -v'

- cos y)

nm^iff di{) a sin i/>

y2 (cos i/> — cos y ) 1 — 2 a cos
-V»+ a^

vorgestellt.*) Dieses Integral aber lässt sich mit Berück-

1/,

sichtigung der Beziehung

• , • 1 , .
(1 — a)2 cos „_o^nj^^m ^il> ^ ^ cos

'^ — 1 —

-

1 — 2 a cos ^ + «2 ^ ^^ 2 "^ 1 — 2 a cos i/; -f a«

sofort auf zwei andere Intejjrale zurückführen, deren Werthe

)g(unmittelbar aus dem Obigen abgelesen werden können. Denn
man hat nun für S^ die Form

1 /* cos ^ip dtf} (1—«)g y
^ I y2(cosij}— cosy) ^ J (1—2ai

cos -^dip

^ I p2(cosi^— cosy) '^

J (1—2acosi/)+«^)K2(cos^^^0^y)

1 — a= -1 + 4 Kl—2acosy-fa2

Endlich überzeugt man sich sogleich, dass die Summe der

Reihe, deren allgemeines Glied durch

n

2 a" /'sin n'^ cos ^ ip dip

n J y^ (cos y — cos i/;)

y

ausgedrückt wird, sich wieder durch Einführung der neuen

Veränderlichen i/^, = ;r — ^ in das vorstehende Integral aus

+) Vergl. §. 95, Schluss.

26*
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der vorhin untersuchten ßeihe ableiten lässt. Man erhält

nämlich hier wegen sin (« -j- ;y jt) = (— 1)" sin a

2 a" /* siun^ cos^ i/; ^^^^ _ 1/ ^\ " /* ^m inp %m {ij) (I aj)

~Jt~J K2(cös7—C08i/;j
^ J y^ [cos"^ — cos (jr — y)]'

Y
^

und folglich ist die Summe der entstehenden Reihe mit

- 1 + 1 . „l±^
Yi—2acosy4-o:''

gleichbedeutend. Die Addition beider Reihen aber zeigt nun

wieder, dass

Kl-2aCOSy+ a2
1^ ^^ '^^

ist und dass somit die Gleichung 3. zu den richtigen gehört.

§. 125.

Fortsetzung.

Unentbehrlich und völlig hinreichend für die später fol-

genden Untersuchungen ist nur die Kenntniss der im Vor-

hergehenden abgeleiteten Dirichlet'schen Integrale; ohne Inte-

resse dürfte es indess nicht sein, wenn wir auch jenem Integrale

einige Worte widmen, durch welches Pn zuerst von Laplace

dargestellt wurde. Wir wollen daher dieses Integral jetzt

entwickeln, und zwar werden wir uns mit Heine'^') auf den

8atz stützen, dass für ein positives a und für ein reelles,

oder rein imaginäres b, das im ersten Falle aber kleiner, als

a sein muss, immer die Beziehung gilt

n

1 W' ^^ == ^

TT J a-\-h COS q^ j!/^2Zrp'

wo die Wurzel auf der rechten Seite mit dem Pliiszoichen zu

nehmen ist.

Von der Richtigkeit dieser Gleichung überzeugt man
sich ohne Mühe durch folgende Betrachtung.

In §. 95, 1. haben wir gezeigt, dass für — 1 < r < 1 stets

*) Mau sehe desKon vorzügliches „Ilaiulljiuli dtn- Theorie! drr Kiii.::('l

functioucn", S. U etc.
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TT

i* dcp n

I l — 2r cos (p'+y* 1^^

ist. Diene Relation aber bleibt selbst für ein rein imagi-

näres r, dessen Modul kleiner, als 1 ist; in Kraft. Ent-

wickelt man nämlich

( 1— 2 r cos 95 + r '')~^ = (]—r e' 'f)'^ (i — r c-''P)~^

nach steigenden Potenzen von re'f und re-'^Pj also nach Co-

sinus und Sinus von cp und beachtet, dass bei der Entwick-

lung der Function (1 — 2r cos (p -\- r^)-^ in eine trigono-

metrische Reihe die Sinusglieder nicht in Betracht kommen,
weil sie für ein reelles r mit i multiplicirt, für ein rein ima-

ginäres r dagegen von i befreit sind: so wird bei der Inte-

gration nach q) zwischen den Grenzen und 7t nur das von

(p unabhängige Glied

1

1 + r^ + r^ + . .

zur Bildung des Integrales beitragen.

Wie nun bei einiger Ueberlegung ohne grosse Schwierig-

keit erhellt, wird sich auf das soeben erwähnte Integral die

Form 1. reduciren lassen, wenn man zwei Constanten /;, r

so zu bestimmen vermag, dass der Modul von r < 1 und

p (I -|- r'O = ff, — '2rj) = b

ist. Offenbar kann dieser Forderung immer Genüge geschähen

;

denn da

die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

;••' + 2
;;

; + 1 =

ausdrückt, das Product derselben also der Einheit gleich ist;

so muss natürlich der Modul der einen kleiner, der der an-

dern grösser, als 1 sein. Unsern Voraussetzungen zufolge

aber ist a^— h'- stets positiv, demnach niod. (
"^' "

~
\

j < 1.
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Wählt man mithin für r diese Wurzel, so ergiebt sich

sofort

n

dtp w n

p (1—2r cos qp-K*)
2{a-a—ya^-h^)l \ b J

Va^— h^

Bei der Entwicklung der Function —r-i in eine° a-\-b cos qp

Cosinusreihe c^ + c^ cos qp + . . . stellt — wie unmittelbar

einleuchtet — die Grösse — das Glied C(. vor, und ebenso
yä^—b\ '

augenscheinlich findet das Nämliche bei der Entwicklung der

Function [a-\-h cos ((jp— 9^1)]"^ nach Cosinus der Vielfachen

von 9)— qp, Statt ^ wo (p^ unabhängig von (p ist. Daraus

aber fliesst weiter, dass durch Integration dieses Bruches

nach 9? zwischen den Grenzen und 2it wegen

J c,n cos /w (9— 9?}) dcp = 0, ?n >
ü

die Gleichung entspringt

27t

dcp 2»

/.a-\- b cos gj cos qPi + 6 sin qp sin (p^ y^i jz

'

Und hieraus kann man sogleich wieder die Beziehung

/^ + ^ cos qp -j- C^ sin qp y A^ B^ C^

ableiten, wenn man a = A, b cos cp^ == B und b sin cp^ = C

schreibt, wo also B und C zugleich reell, oder rein imaginär

sind und die Wurzel aus der positiven Grösse Ä^ — i5^ — C-

mit dem Pluszeichen zu nehmen ist.

Mittelst des vorhin entwickelten Hülfssatzes nun ist es

*) Ausser dem Heine'schen Werke über Kugelfunct. möge auch

Jacobi's Abhandl. „Ueber den Werth, welchen das bestimmte Integral

2n
drp

J 1 — A cos qp — /i sm qp

für beliebige imaginäre Werthe von A und B annimmt" in Crelle's

Journal Bd. 32, S. 8 nicht unberücksichtigt bleiben.
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leicht, (las Radical (1

—

2ax-{-a'^) ^ bei reellem x zunächst

durch ein bestimmtes Integral auszudrücken. Beachtet man
nämlich, dass

1— 2a x+ a^ = {l— axY + «^ (l— x"^)

ist, so ergiebt sich, wenn man

a = 1 — a X, b = a Yx^ — 1

setzt und a hinlänglich klein wählt, dass

1 ^ i_ r d(p

cos cp

denn unter der über a gemachten Voraussetzung ist 1—a^c> 0,

und a j/x'— 1 besitzt entweder einen rein imaginären Werth,

oder ist reell und alsdann wegen

a^ — b^ = 1 ^ 2a X -\- a'^ >
kleiner als a, mit welchem Zeichen man auch die Wurzel

j/ X'— 1 nehmen mag.

Entwickelt man nun aber (1 — 2a x -{- a^) ^ und die

Grösse 1 — a x -\- a ]/ x'^—1 cos g? nach steigenden Potenzen

von a, so wird, wie unmittelbar aus dem Vorhergehenden

erhellt, der Coefficient von «^, d. h. Pn{x) dargestellt durch

das bestimmte Integral

71

2. i>, {x) == ^ / {x - cos 9? /P~—T)" d(p,

Substituirt man in demselben statt g> die neue Veränderliche

(p^ = 7t — (pj^o hat man augenscheinlich auch diese Gleichung

7t

71 Pn (x) =
I

{x + COS q) l/x^—iy d(p.

Wird endlich (o: + cos cp /o;^—T)" nach der Binomialformel

entwickelt und ausserdem die aus den Elementen bekannte

Relation

7t

—
I COS Op'' d(p = 0, mzz \ (mod. 2)
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berücksichtigt, so erkennt man auf den ersten Blick, dass die

imgeraden Potenzen von cos qp, also auch l/x'^ — 1 bei der

Integration nach g) zwischen den Grenzen und jt verschwin-

den müssen. Die entstehende Function von x gehört mithin

zu den ganzen Functionen von x. Nun ist aber P„{x) dem

Obigen zufolge ebenfalls eine ganze rationale Function von Xy

mithin gilt die Laplace'sche Gleichung 2. selbst dann noch,

wenn x als imaginäre Grösse auftritt. Denn sind zwei Func-

tionen für alle reellen Werthe des Argumentes x gleich, so

muss auch für alle imaginären Werthe desselben die Gleichheit

in Kraft bleiben.

Mit der grössten Leichtigkeit lässt sich vermöge der

Gleichung 2. die von D.irichlet*) angeführte neue Reihe

3. />, (cos y) = cos
I

^"
Fl — ("^y tang | '+ ^^

Vtang ^
'

beweisen. Zu dem Behufe setze man wieder wie früher das

obige X= cos y und zerfalle cos y -\- i sin y cos (p in die beiden

Factoren cos |^ + 2 sin ^ e'''P und cos ^ + / sin ^ e'"P\ ent-

wickelt man nun die n^*^ Potenz dieser Ausdrücke, so stellt

sich (cos y -\- i sin y cos qp)'* als das Product der beiden Reihen

-r'[i+('0 '• *s ^•'^+(0(' *°
^'"y+---]'

eos^-"[i+(;')ag|c.-'.+ (.«)(.-tg|.->y+...]

dar, und sonach muss der Gleichung 2. zufolge die Beziehung 3.

Statt finden.

Noch einfacher aber lässt sich die folgende, wie Heine
erwähnt, schon von Euler**) gekannte Relation

4. 1\, (cos y) = cos y« fl ——^|pi^ tang y'

,
n . (n — 1) (n — 2) (« — 3) .

,
1+—— 22T4^

—

^''''^y ~ "'\

*) Crelle. Journal Bd. 17, S. 40.

**) Institutiones calculi iutegralis, Ed. III. Pctrop. 1824, Vol. 1.,

Sectio I., Cap. VI., prob. 33, S. 160.
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vermittelst der Laplace'schen Gleichung erzielen. Denu ent-

wickelt man {x + cos (p j/x^ — 1)" = (cos y + / sin y cos qp)"

nach Newton's Lehrsatze, so folgt mit Beachtung der be-

71

kannten Formel- / cosqp^'^y == -^2
4 6

^
r^ ^

^^^^^ "^^^^

je nachdem nämlich r zu den geraden, oder ungeraden Zahlen

gehört, dass

Pn (cos y) = cos y'^ Tl — n. -^ ig y- + Wj ~ | tg ;^' — . . .

P / 1N.- 1 . 3 . . . (27- — 1) , ^ 2r I 1+ (- 1)' n^r - 2.4. ..2r
~

^^' >'"^ + • •

-J

sein muss.

§. 126.

I\^ genügt einer partiellen Differentialgleichung <lcr zweiten

Ordnung,

Zu den wichtigen Eigenschaften der Function P„ gehört

auch die von Laplace entdeckte, dass sie einer partiellen Dif-

ferentialgleichung der zweiten Ordnung Genüge leistet. Um
diese zu erzielen, setzen wir für den Augenblick wieder cos y==x

und der Kürze halber

T= ,7
^

--^ = Z Pn ^ cc\

Durch Derivation nach x und a entspringt alsdann

^'
1

-^^' =\ r^.
dx — ^ {yi-2ux-i-ä^''

'

?!1' = _ s f^inlf^-,,,, = 3 e,2 T-
dx^ '^lyi — 2ax-]-a^y

^

f = _ 1

(-2. -|-2_o0
,

|il'= 3(a; - «) r i- - J3 = 3(a;— «)2 T--«— r.

Nun ist

(l -'^')0+ «'0= «' y' [-
1 + 37^1- 2«^+ «Ol= 2«^r^'

und

2a; |-^—2«|- = 2« 7^3 [a;— a; + «1 = 2 «^ T\
dx da * ' - '
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sonach

oder

Mit Benutzung des Werthes T= Z'P« . a" aber nimmt diese

Beziehung die Form an

2'[(i--')5-^^'^'S+^('^+i)^J«" 0.

Die linke Seite dieser Gleichung ist also wieder eine nach

Potenzen von a fortschreitende Reihe; offenbar kann sie nur

dadurch mit Null zusammenfallen, dass jedes ihrer Glieder

verschwindet. Setzt man demnach den Coeflicienten von a"

der Null gleich, so entspringt die Differentialgleichung

d^P d P
i- (1 - *-'0 j^ - ^'-c gf + {n + 1) n P„ = 0*).

In einer andern Gestalt zeigt sich dieselbe, wenn für a;= cos y
der frühere Ausdruck

cos y = cos '9'' cos -O" + sin %•' sin %• cos {(p — gp)

gewählt und cos y bloss als Function von %' und cp aufgefasst

wird. Dadurch nämlich verwandelt sich die vorstehende Dif-

ferentialgleichung in

Und zwar ergiebt sich diese Form leicht , wenn man beachtet,

dass vermöge der Beziehungen:

X = cos 0"' cos %- + sin '9'' sin 0- cos {(p' — (p) ;

ö^ = — cos.-O-' sin d" 4" sin d'' cos -O* cos {cp' — (p) ;

^^ = — cos O" cos 0- — sin d'' sin d^ cos {cp' — fp) = '— ^
j

K— = sin -O"' sin 0" sin (cp'— qp); o^=— sin '9'' sin -9 cos (q)'—go);

*) Ueber verschiedene Transformationen der hier vorkommenden
Differentialgleichungen ist wieder Heine's Werk über Kugelfunctionen

einzusehen.
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ä-ö- " d^ dx'^ d(p d(p dx ' ^-^2 ^^ ^<9-2"'
V^#y/ ^o;« ^'

^qp2 ^a; gqp« ' \dcpj dx^ sin -9^*

^2P d P
der Ausdruck (1 — a:^) ^' - 2 a; -.-" mit

d' . _ . .

^«
dx

ideutiscli ist.

Hierdurch also ist bewiesen, dass unser P,,^ welches —
wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar einleuchtet 7- eine

ganze rationale Function von cos O-, cos 9) sinO-, sin 9 sin 1)"

vorstellt, eine Lösung der partiellen DifFerentialgleichimg 1".

oder vielmehr von

liefert. Mithin steht P^ zu ihr in einer ähnlichen Beziehung

wie die Functionen sin und cos zu der einfacheren Gleichung

1^ + »'« = 0,

deren allgemeines Integral bekanntlich durch den Ausdruck

s = a cos wO- + ^\ sin n^

repräsentirt wird. Die Analogie lässt sich indess noch weiter

treiben. Denn die Functionen sin wO- und cos w-ö- können,

wenn man will , als ganze Functionen der Grössen sin -0- und

cos d- betrachtet werden ; und beschreibt man mit dem Halb-

messer = 1 aus dem Ursprünge eines rechtwinkligen Coordi-

natensystemes eine Kreislinie , so stellen sin d" und cos 9" die

rechtwinkligen Coordinaten eines Peripheriepunktes in Polar-

coordinaten dar, dessen Radiusvector mit der Abscissenachse

den Winkel -O- einschliesst. Ganz ebenso leicht aber findet

man, wenn man mit dem Halbmesser = 1 aus dem Mittel-

punkte eines orthogonalen Coordinatensystems eine Kugelfläche

construirt, dass cos -O-, sin -9- cos cp, sin -9 sin (p den recht-

winkligen Coordinaten eines Punktes dieser Fläche gleich sind,

sofern d- der Winkel seines Radiusvectors mit der ic-Achse ist,
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und qp den Wiukcd bedeutet, welchen die diireli den Leit-

strahl und die Abscisseuachse bestimmte Ebene mit der xy-

Ebene bildet. Die nach Gauss eingeführte Benennung Kugel-

function für Py,, überhaupt für jede ganze rationale Function

X„ von cos %'
j sin # cos cpj sin -O- sin (p, welche die Differen-

tialgleichung I. befriedigt, ist daher als eine sehr passende

zu betrachten.

Wegen des Indexes n nennt man auch wohl die Kugel-

function X„ eine Kugelfunction n'^'' Ordnung. Die ebenfalls

übliche Bezeichnung Laplace'sche Function endlich ist

Laplace zu Ehren, der mehrere der Haupteigenschaften von

Pn zuerst entdeckt hat, eingeführt.

§. 127.

Einige Sätze über Kugelfuiictioneii*).

Aus der oben gegebenen Definitionsgleichung für Kugel-

functionen entspringen fast ohne Mühe einige Sätze, die wir

des Interesses wegen hier anführen wollen und von denen

namentlich der eine für die nachfolgenden Betrachtungen von

grösster Wichtigkeit ist.

1. Zunächst nämlich ergiebt sich auf den ersten Blick,

dass irgend eine Kugelfunction X^ der n^'^" Ordnung wieder

eine Kugelfunction derselben Ordnung liefert, sofern sie mit

einer beliebigen Constanten c multiplicirt wird. Denn man hat

= n(n + l)(X,c) + ' 3 (sin* ^^') + -^^!^-
2. Ebenso leicht beweist sich ferner der Satz, dass die

Addition und Subtraction zweier Kugelfunctionen derselben

Ordnung wiederum auf eine Kugelfunction der nämlichen

Ordnung führt.

3. Sind die Coefficienten irgend einer Kugelfunction X>,

aus beliebigen von %• und cp unabhängigen Grössen X, ^, v, . .

.

zusammengesetzt, so entspringt durch Integration von An nach

X, ^f V, . . . zwischen beliebigen von -9" und (p unabhängigen

*) Aus Dirichlet's Vorlesung: Ueber die Kräfte, welche im umge-
kehrten Verhältnisse des Quadrates der Entfernung wirken. Winter-

semester 1857—1858 entlehnt.
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Grenzen eine Kiigelfunetiou derselben Ordnung. Seien z. B.

die Coefficienten der Function Xa von A abhängig, und y und q

die Integrationsgrenzen in Bezug auf A; alsdann ist

jXn d l
V

eine Kugelfuuction der n'*'" Ordnung. Denn erstens bleibt das

Integral eine rationale ganze Function von cos ^ ^ sin %^ cos 9,

sin % sin tp und zweitens folgt aus

= «(« + 1) X„ +-4-^1- (sin»^) +^^,
dass

0= « («+ l)/sin*X rfA+j^|[sm* ^']ftt+/si^ ^^dX,
V V V

d. g., weil p und ^ von -O- und 95 nicht abhängen,

0=K'^+1) sin^J X.rfA+^[sin^^J'x.^A]+2^ -'^^^^

.

4. Der für das Folgende wichtigste Satz endlich besteht

darin, dass wenn Xn und 1^ beziehlich Kugelfunctionen der

n*^" und ;w''''" Ordnung bezeichnen, wo n und m verschiedene

ganze Zahlen vorstellen, immer die Gleichung gilt

fdd-fsin d' X„ ]\n d(p = 0.

Von der Wahrheit dieses Laplace'schen Theoremes*) werden

wir uns ohne Mühe durch Innehaltung des folgenden Gedanken-

ganges überzeugen.

Da nämlich X„ und F„, beziehungsweise Kugelfunctionen

der 71^^" und ??i^''" Ordnung ausdrücken sollen, so müssen sie

den Differentialgleichungen

und

*) Memoiren der Pariser Akademie ans dem Jahre 1782, S. lö.J;

siehe Heine Kugelf. S. 2G4. — Mdcauiqne Celeste. Tome II., p. 31, siehe

Dirirhlct in Ci'ollc's JoiiniaU" Cd. 17.
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Genüge leisten. Multiplieiren wir nun die erste derselben durch

V,„d^ d(pj und integriren wir in Bezug auf d' und g) zwischen

den oben erwähnten Grenzen, so kommt

;,(;,+ l)y^x^r^sin'^a'^a9=-J^a^a9'^-g^[sin^^^

Die theilweise Integration aber zeigt jetzt, dass

also, weil Ä» und F>^ ganze Functionen der trigonometrischen

Functionen sin und cos darstellen und demnach stetig sind,

ja selbst continuirliche Differentialquotienten besitzen,

Ferner hat man

J ^-W '^^ = ^- T^ -j -a^ T^ '^^^

sonach

•in 2/t

J 9^ ^ J d(p d(p ^'

weil für irgend ein Vielfaches von 27t die goniometrischen

Functionen sin und cos und demnach auch das Product der

Grössen F,„, -t^ unverändert bleiben. Nun ändert sich augen-

scheinlich jedes dieser neu gewonnenen Integrale nicht, wenn
man die Functionen F„i und Ä„ mit einander vertauscht. Da
aber einer solchen Verwechselung von F^ mit Ä„ eine Mul-

tiplication der zweiten von den obigen Differentialgleichungen

durch Ä,t dd" dq) und nachherige Integration zwischen den

Grenzen 0- = 0, -^ = :n; und (p = 0, (p = 2n entspricht; so

muss auch die Beziehung bestehen

n (w+ 1 ) JJ X„ F„, sin ^di'^dcp =m{:m+ ^ )JJX. Kn sin ^d^dq)^



tl. g. wegen der Ungleichheit der beiden ganzen Zahlen m

ff An y,n ^m%d^d(p = 0.

§. 128.

Beweis der Dirichlet'sclien Formel fdx f Qp{x,y)dy=CdTjCcp{x,y)dx.

V

Die ümkehrung der lutegrationsordnung bei Doppelinte-

gralen stützt sich unsern frühern Betrachtungen zufolge wesent-

lich auf die Voraussetzung constanter Integrationsgrenzen.

Sind also dieselben von den Veränderlichen abhängig, so ist

auch im Allgemeinen die einmal vorgeschriebene Ordnung der

Integrationen nicht mehr nach Belieben abzuändern. Von
grossem Interesse und für das Folgende sehr wichtig ist nun

aber die Bemerkung Dirichlet's , dass eine ümkehrung der

Integrationsordnung immer gestattet ist, wenn das Doppel-

integral eine der Formen besitzt

a x na
Jdxjcp{x, y)dy, fdyj(p(x, y) dx,

y

in denen a eine Constante bezeichnet; denn in einem Falle

dieser Art gilt die Gleichung
n X na

JdxJ(p{x, y) dy =fdyf(p{x, y) dx,
.V

Von ihrer Richtigkeit überzeugt man sich sofort, wenn man
die beiden Integrale räumlich deutet.

Bezeichnen nämlich x^ y j
q){x, y) die rechtwinkligen

Coordinaten eines Punktes irgend einer Oberfläche, so lässt

sich der Inhalt des Raumes, welcher von der Oberfläche, der

a:y-Ebene und von den drei zu dieser winkelrechten Ebenen
x = cij y==0, y = X begrenzt wird, durch jede der obigen

Integralformeu ausdrücken. Denn zerlegt man diesen Raum
parallel mit der xz-WoQue in unendlich dünne Schichten, so

rt

wird der Inhalt irgend einer von Wiwqm diwcch. dy f(p{x,y)dXj
tj

also das ganze Volumen durch das Integral

IC a
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vorgestellt. Zerschneidet man dagegen den körperlichen Raum

in Elementarschichten parallel zur //z- Ebene, so drückt

dxf (pipcjtj) dij den Inhalt irgend eines Elementarschnittes

aus; die Summe aller Schichten wird sonach jetzt durch das

Integral

J dxf(p{x,y) dy
Ü ü

repräsentirt.

Die Zuhülfenahme eines körperlichen Raumes beim Be-

weise der Dirichlet'schen Formel ist jedoch nicht einmal nöthig

;

Fig. 11.

man kann sich vielmehr mit Heine*) auf das Gebiet der Ebene

beschränken und diese in jedem Punkte mit einem Factor

fp[Xyy) behaftet, der bei Voraussetzung einer materiellen

Ebene z. B. die Dichtigkeit in den einzelnen Punkten be-

zeichnen würde, sich vorstellen. Zerfällt man nun das gleich-

schenklige rechtwinklige Dreieck ABC — die Projection des

Oberfiächenstückes FDE auf die ruz/- Ebene — , dessen Eck-

punkte die Coordinaten a; = 0, ?/ = 0; x = a, y = und

*) Kugelfunctionen , S. 2G8. Man vergl. auch die später folgende

DarsteUung der gcometriHcben Bedeutung der Doppeliiitegrale.
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X = a

j y = a besitzen, durch Parallelen zur x- und y-Achse

in unendlich kleine Rechtecke; so wird f cp (x
, y) (Ix irgend

a n

einen Parallelstreifen zur Achse der x, also J dyJ (p(x, y) (Ix
y

den Inbegriff aller im Dreiecke befindlichen Elemente, d. h.

bei Annahme einer materiellen Ebene die Masse des Dreieckes
.r

darstellen. Das Integral / qp (o; ,?/) </// hingegen liefert einen

mit der y-Achse parallelen Streifen und demnach

fdxj (p{x,y)dy

ebenfalls die Masse des Dreieckes.

§. 129=

27t

Suiniiiatioii der Reihe ^^ 2^(-2/?+l) / ^-9-' sin -Ö"' 1 d(p'P„.f{»\cp').

1. Fall. ^ = 0.

Nachdem wir uns in dem Vorhergehenden die für das

Verständniss der jetzt folgenden Untersuchungen nöthigen

Vorkenntnisse erworben haben
,
gehen wir nunmehr zu unserm

eigentlichen Ziele, zur Summation der unendlichen Reihe über,

deren allgemeines Glied X„ die Form
n 2n

Xn = ^ (2;/ + 1) i\^' sin ^' j'dfp' . P„ . f(^^', cp')

u u

besitzt. Die Grösse P„ stellt dabei bekanntlich unsern obigen

Coefficienten von a" in der Entwicklung des Radicals

[1 — 2« (cos & cos d'' -\- sin ^ sin d-' cos {cp' — 9>)) + «^]

nach steigenden Potenzen von cc vor, und /'{d'\ cp') bedeutet

eine zwischen den Grenzen O''= 0, d-'=7t und g)'= 0, (p'=27t

willkürlich gegebene, aber innerhalb derselben niemals un-

endlich werdende Function voji ^' und g)'; die ganze Zahl ?i

endlich beginnt mit ?i = 0,

Da die Grössen d^' und cp' von ^ und cp unabhängig sind,

Mkykk, bestimmte Intogrule. 27
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so drückt offenbar Ä„ eine Kugelfunction z/'"'" Ordnung aus-,

unsere Aufgabe besteht demnach in der Beantwortung der

Frage, ob die unendliche, aus den Kugelfunctionen X^^,Ä^,Ä.2,'...

gebildete Reihe convergirt, und, wenn dies der Fall ist, wel-

chen Werth ihre Summe alsdann besitzt.

Um diese Frage zu entscheiden, werden wir einen ähn-

lichen Gedankengang innehalten, wie w^ir ihn bei der Theorie

der Fourier'schen Reihen in Anwendung brachten, wir denken

uns also zunächst die Reihe als eine endliche, als aus ihren

71 -{- 1 ersten Gliedern bestehend, drücken deren Summe durch

ein bestimmtes Integral aus und sehen nun nach, welchem

Grenzwerthe dieses bei ohne Aufhören wachsendem ?i zustrebt.

Die hierauf bezüglichen Entwicklungen vereinfachen sich in-

dess nicht wenig, wenn wir vorerst auf den besondern Fall

^ = uns beschränken. Denn erstens wird dadurch P^ nur

von cos y == cos O-' abhängig und tritt sonach vor das Integral

nach (p\ was, wie wir sogleich sehen werden, von grossem

Vortheil für die Ausführung der Rechnung ist, und zweitens

lässt sich der allgemeinere Fall mit Leichtigkeit auf den an-

gezeigten zurückführen.

Setzen wir nun der Kürze halber

u

und schreiben wir y statt des Buchstabens O"', so verwandelt

sich Xn in

71 -IJt

~{2n+ \)
I
dy sin y P„{cos y) j d(pY{y, qp'

ü

n

= ""J" / (fy sin yP,,{eos y) F{y),

und für die Summe S der n -\- 1 ersten Glieder unserer Reihe

Ä^^ -)- X^ + .V., + . . . ergiebt sich der Ausdruck

^ = \fdv «i" r J'{r) \P, + 3y>,+5/>, + ... + (2?^+ 1) p,.\.
u

Offenbar lässt sich derselbe als eine Combination der beiden

Reihen
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T=ifdr sin r F(y) [/>„ + />, + />, + />^, + ... + />„]

und •

U=fdy siu y F{y) [P^ + 2 P, + 3P, + . . . + ;? P«]

b

auffassen, welche ihrerseits wieder mittelst der früher gefun-

denen Dirichlet'schen Integrale für die P ohne grosse Mühe
in die für unsern Zweck geeigneten Integralformen sich um-

setzen lassen.

Betrachten wir nämlich zuvörderst die erste Reihe, so

entspringt mit Benutzung der Gleichung

y n

p =1^ r^o^n il} cos^iff
^/^ I

2 r cos 7» ip sin ^j/>_ ^^
^ pj K2(cosi/>— cosy) ^J J^2(cosy— cosi/>j

die Beziehuner

T=^,JdysmyF{y)i^lJ
1 /• cos^i/,rf^

|-^_j_2^^g^_(_2cos2i^+...+ 2cos;ii^]

rfi/;

K2(cosi/>— cosy)

l+ 2cosi^4-2cos2i/;+ ...+2cos;?i//]LI

1 / ' sin I T/)

^^y V2 (cos y — cos -«/;)

y

d. h. wegen l-|-2cosi^+^cos2i/^-[' •• • + ^cos?2z/'^

sin (2«4-l)|

sin
;^

(

T==

n y

j /* r /*sin(2» + l)|cos|rf

,^-^/dy^myF{y)\ I
;^ _ZZZIZ=ZZ

*/ «/ ^^^ 9 ?^2 (cos
-v»
— cos

/sin(2 7i-|-l).|sin|rfi^

sin I ^2 (cos y — cos 1/»)

y

Daraus aber fliesst mit Rücksicht auf die Dirichlet'sche Formel

jdxf(p{x, y) dy =J dyf(p{x, y) dx
u \.) y

sogleich weiter, dass
27*

l
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ü V
n tp

/sin (2;i+ 1)
'^ /'

. „,
^

' ^ 2 . i/> / sin y 7^
(

/y_
cos y)

+ v' t ät ; Sin
-J / _ .-^-J^iZL^

' '^ * '
gjjj'V' 2 / f^2(cosy — cosi/>)

^

ist, also in der Form
7t

dargestellt werden kann, wenn man zur Abkürzung

77 (*)= cos I
/•J^W^ rf^+sin t /JJi^_-ä4=-_ rf y

-^^ f^2(cosi^—cosy) "^Z f^2(co8y— C0S1/;)

V
schreibt. Nennt man nun M den absolut grössten Werth,

welchen die Function F{y) innerhalb des Tntervalls von y=0
bis y = 71 annimmt, so ist offenbar der numerische Werth

des Integrales

r jiD y F{y)
^^

J K2(cosi/> — cosy)
u

kleiner, als der des Integrales

n

J 1^2 (cos i/» — cos y)'

u

also um so mehr kleiner, als der Zahlenwerth des Integrales

J K2(cosi/>—cosy) 2 L ' ^ ^ '^ ^
J

= ^/ ]/'2 (cas 1/;"+ 1) = 2/1/ cos ^ ^.

Das Integral©
.y'

ein y /"'(y) ^y

(cosy — coüip)
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dagegen ist seinem Zahlenwerthe nach kleiner, als das Integral

y2 (cos y — cos if}

)

= — - / [2 (cos y - - cos ^)\
'^ d [2 (cos y— cos i))\=2M sin |

.

Fasst man Beides zusammen, so schliesst man unmittelbar,

dass die Function n{^) zu den endlichen Grössen gehört.

Substituirt man daher in dem Integrale für T statt xl) die

Veränderliche 2i/^, so muss sich das Integral
71

T= / . 2 l'd t ^'"''" + '^»
77(2 *)2 TT / ^ sm 1/»

\ ^J

dem in §. 86. bewiesenen Dirichlet'schen Theoreme zufolge

mit unendlich werdendem fi der Grenze ^ 77(0) nähern, d. h.

lim r= i f0j=^=S = i fm cos i y äy.
J /^ 2 (1 — cos y) J

§. 130.

Fortsetzung.

In ähnlicher Weise wie vorhin behandeln wir jetzt die

Reihe

U=fdy sin r F(y) [/', + 2 /', + 3 7-3 + . . . + h /'„],

indem wir hier statt der P die mittelst der Gleichung

/ .
^.

p 2 i sm ntl) sin \ ij) ^ / _i
- / sin n i/> cos ^ ip dij)

^J V2{cosip — cos y) ^J K2 (cos y — cos t/>)

ü y

ZU bildenden Integralausdrücke substituiren und die Ordnung
der einzelnen Integrationen wieder vermöge der Dirichlet'-

schen Formel umkehren. Da nun allgemein
"^

K • • ,

2 / , . .,/ s / sin 7ii/> sin i 11) d'tb

I äy sin y t iy) / ^,^- -1- : ^
^J J F2 (cos i/> — cos y)

u

TT TT

""J ' J K2(C08^-

• sin y /-'(y) </y

cosy)
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und
n n

2 /*. • r-/ \ /'sin n^ COS.~ I dy sm y F(y) / ,-7— ^ j

r

COStf))

2 /• , . , . , /* siny F(y) rfy= — I d^ 8111 n^ cos 4 {/; /
^ - ^-^^^^

'f^ ^ F2(cosy— cosi/>)

ist; so folgt, wenn man w= J, 2, . . . , w setzt und die Bil-

dung der Reihe U beachtet, dass

U=^y /"
rf ^ n Sil. n * r cos i ^

/.iny ny)^y_

^ ü

n

I , /* sin y /''(y) <^y 1— Sin 4 ^ 1 ^ ^" ±_
J r2(co8i^ -C08y)J

sein muss. Dieser Ausdruck lässt sich bequemer schreiben,

wenn man die Grösse innerhalb der Klammer 0(^) nennt,

man gewinnt so die einfache Form

U=-\^
f
Sit) -n Hin nt dtf^.

^

Indem man nun weiter beachtet, dass n sin w^ dip mit

— - J~ ^^> ^1^0 ^^ « sin n^ mit

n , d S coantp ^ sin r-j // -f 1

;

1 sm|

gleichbedeutend ist, hat man auch

J sin
^

Gelänge es uns aber jetzt darzuthun, dass

P. dieses Integral der partiellen Integration unter-

worfen, somit
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sin (-» „ -f 1) ^1 r,r^^ sm{2it-|-l)^

sm V

gesetzt werden darf, djiss

2<'. der vom Integralzeicbeu befreite Ausdruck mit Null

zusammenfällt und dass endlich

3''. ©'(*) = ^ -^ höchstens nur für eine beschränkte

Anzahl \on Wertlien für i> innerhalb des Intervalles (0, n)

unendlich wird, während r0'(^') rf^» fortwährend von ^»=^0

bis i'
== 71 jendlich und stetig bleibt: so würde uns oÖ'enbar

auch hier das oben benutzte Dirichlet'sche Theorem das Mittel

zur Auffindung des Grenzwerthes von [7 fiir ein ohne Auf-

hören wachsendes n bieten.*)

Diesen Nachweis nun können wir liefern. Denn da zu-

nächst die vorhin definirte Function 0(4') die nämlichen Inte-

grale enthält, von welchen auch die Function n{i') abhängt, so

geliöii sie wie diese zu den endlichen Functionen, und ausser-

dem ist unmittelbar einleuchtend, dass sie für 4* = und

^ = .T \ Ol schwindet. Eine stetige Function von i' aber w4rd

ferner (9^') sein, wenn die Differenz S{t!'-\-e) — ©(^'•) mit

deui ins Unendliclic abnehmenden positiven e ebenfalls der

Null sich nähert, d. h. wenn sowohl

iJ hl (COS y — cos {tp -f f U , / / *2 (COS y — cos ^)J

als auch

lun
/ / 2 ^cos (tj>~-f f) — cos )') , / V2 (cos}p — cos y)J

JStatt lindet.

Zum Nachweise der Richtigkeit dieser Grenzgleichungen

i^tiiimt (li(^ In iradiiuim des ersten Falles, weil tur den andern

dasselbe iSohlussverfahrou anwendbar bleibt; wir beschränken

daher unsere Erörterung aut diesen Fall.

*) Vcrgl. §. >j<.
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Schreiben wir nun die vorkommende Differenz in der

Form

- l*F(v)dy r ^^ - -^
J

^^^ -^ L^2(cosy-COSi/)) ?/2[(

sin y

]cosy —cos {tp-{-B)]_

,

/ /'(y) sm y rfy

J J/2[cosy — cos(i^-|-£)]'
1/;

SO ergiebt sich sofort, dass in dem ersten dieser Integrale

der Factor von F(y) stets positiv bleibt, wenn y von bis i^

sich bewegt. Ist mithin wieder M der absolut grösste Werth,

welchen F{y) innerhalb des Intervalles (0, tc) erwirbt; so

muss numerisch dies erste Integral kleiner, als

M
Ü

/ _. -z=z. — r^zz sm 7 dy
J L^ 2(cos y— cos ip) y2 [cos y — cos {ip-{-£)]j

ü

V
= — M {]/2 (cos y— cos ip) — ]/2 [cos y — cos {'^ + £)]

j

= 2 M ["sin 1 1^ — sin ^ (?/; + £) + ^sin | £ sin {^+\\ 1

sein. Mit abnehmendem e aber nähert sich dieser Ausdruck

der Null, und demnach ist das Integral von bis i^ stetig.

Die Grösse -

.

^^° ^ — ,_ ändert ferner ihr Zeichen
V'i (cos y— cos (i/>+ «))

nicht zwischen den unendlich nahe liegenden Grenzen i/^ und

1^ + f , mithin wird auch das zweite der Integrale in der

oben erwähnten Differenz ohne Rücksicht auf das Vorzeichen

unter

J ^2[cosy-cos(a/,+ .)]
[f' L / K^T Jij

= 2 7l///sin|sin(i^+|)

liegen, ist also ebenfalls eine continuirliche Function voji ^.

Aus Beidem zusammengenommen ergiebt sich daher der

Satz, dass eine unendlich kleine Zunahme von il^ einen eben

solchen Zuwachs des Integrales
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F{y) sin y dy

K2 (cosy — cost/>)

zur Folge hat, und dass somit dieses Integral eine stetige

Function von il) ist.

Da nun — wie schon angedeutet — derselbe Gedanken-

gang auf das Integral
TT

' F{y) sin y dy

y^ (cos tp — cos y)

Anwendung findet uud dieses dadurch gleichfalls als stetige

Function von 1^ sich zu erkennen giebt, so muss auch die

Function 0(^) die Eigenschaft der Continuität besitzen.*)

Daraus aber fliesst leicht weiter, dass das Integral

j

I dm

J '-

..,.)^'"(-'+^>i,.

niemals sinnlqs wird, selbst dann nicht, wenn S' (il^) für ge-

wisse Werthe von ip innerhalb des Intervalles (0, tc) durch

das Unendliche geht.

Sei nämlich ip^ ein solcher besonderer VVjerth von i/>, so

wird, wenn man diese kritische Stelle von der Betrachtung

vorläufig ausschliesst, also das singulare Integral

/siu(2n+l)|
®'W ^

— ^t
sin-

bildet, in welchem d und s unendlich klein werdende Grössen

von demselben Vorzeichen bedeuten sollen, dieses mit unauf-

hörlich abnehmendem d und £ der Null sich nähern. Denn

man kann die Grössen d und £ so klein wählen, dass 0\ip)

zwischen den Grenzen i/>, + £ und ij,\ -J- Ö niemals das Zei-

chen wechselt und dass somit dem Maximum-Minimum-Satze

zufolge

*) Das Gleiche gilt übrigens auch von der Function //(t/;), doch

ist für die vorliegende Untersuchung diese Eigenschaft von 77(i/>) un-

wesentlich.
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gesetzt werden darf. Wegen der Endlichkeit von R und der

Stetigkeit der Function 0(^) aber unterscheidet sich dieser

Ausdruck zuletzt von Null um weniger, als ein beliebig klei-

nes Quantum; das Integral

/ si„(-2„.fl)|

/ ®'W ^1^
wird daher für ^ = ^'^ nicht sinnlos.

Ein Unendlichwerden von 0'(^) ^^^^^ niuss jedesmal ein-

treten, wenn die stets endlich bleibende Function F{y) für

besondere Werthe von ^ Unterbrechungen der Stetigkeit er-

leidet, was offenbar geschehen kann, weil /('^', q)') innerhalb

des für sie vorgeschriebenen Intervalles endliche Sprünge

machen darf. Man überzeugt sich — wie mir scheint — von

dieser Eigenschaft der Function & {il)) sogleich, wenn man
beachtet, dass wenigstens die eine von den Derivirten der

beiden Integrale

F{y) sm y rfys^C^-m^M^ und r = /V-J y 2 (cos y — cos 1^) e/ ^ - (cos 1p — cos y)
•/''

also, wenn e eine positive der Null sich nähernde Grösse

bezeichnet, mindestens der eine der Grenzwerthe von

»''

ß J^i?) sin y dy • — — -.rii^z- r

^J iVYlcos y — cos tp) ?/2[cosy->cos(t/;-f f)

u

_J_ 1 /* F(y) Bin ydy
* J y2 [cos y— cos (ip-{-e)]

und

* /'sin y r(y) dy L, _ -^JL:===^^= — -..=..^1=.=^]
^ J Lr 2 [cos {tp-\-s)— cos y] y 2 (cos i^ — cos y )

J

1 / ^'(y) sin y dy

*
t/ 1^2 [cos (-^+5) — cosy]
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für einen solchen besondern Wertli von i/? unendlich werden

muss.

In der That, nehmen wir an, dass für den zwischen

und ip befindlichen Werth i/; = i^, die Function F{'y) eine

endliche Discontinuität erleidet, sonst aber stetig ist; so ha-

ben wir bloss das Integral s einer nähern Betrachtung zu

unterwerfen. Zerlegen wir nun unsern Principien zufolge

das Integral von bis ifj in zwei andere zwischen den Gren-

zen und 1/;,, i/^j und ^; so wird, wenn wir Mj M^ und yl/,

die zwischen dem Maximum und Minimum der Function F{y')

innerhalb der Intervalle (0, i/;,), (i^, , ^)y {t, ^ + f) befind-

lichen Factoren von bekannter Bedeutung nennen, das Inte-

gral s mit

- 2 M

9 M
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Nun ist augeusclieinlich für ^ =

r= f^^^^p^ = fn?) cos ^ydy,s = 0,
J ^2(1— cosy) J

ü

und demnach wird 0' (0) mit

7t

identisch, wenn ,' und -7^ für 1^= endlich bleiben. Dies
' dip dtp

aber ist wirklich der Fall. Denn da offenbar für -ib =0 -—
^ dtp

die Grenze bedeutet, welcher das Integral

F(y) sin y dy

^2 (cosy— cosf)

mit unendlich klein werdendem, positivem s sich nähert, die

Function -—— J^ aber innerhalb des Intervalls (0, e)

y^ (cos y — cos f)

niemals das Zeichen wechselt; so ist dem Maximum-Minimum-

Satze gemäss
e e

1 /* F (y) sin y dy Ml* sih y rfy

^ J y 2 (COS y — cos f

)

* ,y K^Tcos y — cos

e

sin I f

und demnach
|
4^-

1 endlich. Nähert sich aber e der Null,

so fallen das Maximum und Minimum, sowie der Mittelwerth

M der Function F{'y) innerhalb des Intervalles (0, S) ersicht-

lich mit /'(O) zusammen, so dass also für ^=.0 die Be-

ziehung gilt

In ganz ähnlicher Weise wie vorhin überzeugt man sich fer-

ner, dass auch -^ für t^ == zu den endlichen Grössen ge-
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hört: die Antrabe des Werthes ( [^] selbst ist nicht er-

forderlich.

Das Resultat unserer Betrachtung spricht sich daher in

der Gleichung aus

0'(O) = /'(O) - ifF{y) cos i y dy,

und folglich ist auch für ein ohne Aufhören wachsendes n

lim U = F(()) — ifF{y) cos ^ y dy.

Nun fanden wir oben, dass der Grenzwerth von T dem Inte-

7t

grale \jF{y) cos \ y dy gleich war, mithin gilt für n = (x^

die Gleichung

lim S =dim (J + (/) = F{i)),

2n

d. h., weil F(^') = J-j'/\d'\ cp') dip',

271

lim S = ^^j'r{0,q>') dtp'.

Hierdurch also ist bewiesen, dass die unendliche Reihe

OD f l^

^^ =4n2 ^^ '' + ^V '^^' ''" ^'
/

'^^' ^" ^^^'' ^'^'

^ u

in welcher /*„ eine nur von cos y = cos %^' abhängige ratio-

nale, ganze Function bezeichnet und in der die Function

/(O-', cp) stets endlich bleibt, immer convergirt und das

Integral

271

^ JV(0, <P')
rf<p'

2

zur Summe besitzt. Man nennt dies Integral den mitt-

leren Werth der Function /((), qp'), indem man überhaupt

unter dem mittleren Werthe einer Function % ((/;), wo j^» zwi-

schen und 2jc liegt, das arithmetische Mittel aus den Ordi-

naten xio), ^Cn\ ^{^n\ ' "> ^^^^^ *"^' '^ =oo versteht,
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dieses aber mit dem Integrale -~ / xW ^^ zusammenfällt.

Offenbar wird der mittlere Wertli von f(Oj cp') mit /(O, cp')

identisch; wenn f{i), cp') unabhängig von (p' ist.

§. 131.

2. Fall. a> ist von Null verschieden.

Wenn man das im Vorhergehenden gefundene Resultat

geometrisch deutet, so lässt sich hierauf gestützt ohne jed-

wede Rechnung die Convergenz der Reihe

^^ (2n + l)
I

d^' sin ^' dcp' P,, f{^', cp')

^ u

auch in dem allgemeinen Falle erkennen, in welchem P„{cosy)

eine ganze Function von cos -9-, sin d- cos cp und sin 0- sin cp

ausdrückt.

Zu dem Behufe denke man sich mit einem Halbmesser

:= 1 eine Kugelfläche beschrieben. Auf dieser erwähle man
einen festen Punkt A und lege durch diesen einen nur nach

einer Richtung hin verlängerten Bogen eines grössten Krei-

ses. Alsdann wird offenbar die Lage jedes andern Punktes S
der Kugel vollständig bestimmt sein, wenn man nicht bloss

den Hauptkreisbogen A S = d"', der von bis 7t gehen soll,

sondern auch den sphärischen Winkel cp' kennt, den dieser

Bogen A S mit dem festen Bogen einschliesst und dem man
alle Werthe von cp' = bis cp' = 27t beizulegen hat. Es

ist ferner unmittelbar ersichtlich, dass in Bezug auf dieses

sphärische Polarcoordinatensystem das Element der Kugel-

fläche durch sin -0-' dd^' dcp' ausgedrückt wird und dass, wenn
die Function /(O-', cp') für alle Punkte der Oberfläche

gegeben ist,

ü

das Mittel aus allen Werthen /*(0"', cp') darstellt, welche auf

einen mit dem sphärisclien Radius 0"' aus A ])eschriebenen
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Parallelkreis sich beziehen. Betrachtet man die Oberfläche

als materiell, also f{d-\ cp') als Dichtigkeit in den verschie-

denen Punkten derselben, so ist F{x^') die mittlere Dichtig-

keit eines solchen Parallelschnittes. Hängt demnach für

Q-' = die Grösse f(d'', cp') von fp' nicht ab, so kann man

sagen, dass die Summe der Reihe B die Dichtigkeit im Ur-

sprünge A unseres Coordinatensystems ausdrückt. Bleibt hin-

gegen für d'' = die Grösse /(#', (p') eine Function von cp',

existiren mithin im Punkte A unendlich viele Werthe von

f{d''j(p')] so wird man behaupten dürfen, dass die Summe
der Reihe R das Mittel aus allen Dichtigkeiten /(f, cp') ist,

welche auf einem um A mit dem unendlich kleinen sphäri-

schen Radius £ construirten Kreise Statt finden. Selbst in

dem vorhin erörterten Palle bleibt übrigens diese Ausdrucks-

weise anwendbar.

Um nun von der so eben geführten Betrachtung ohne

Mühe zu dem allgemeinen Falle fortzuschreiten, in welchem

d' und cp irgend welche beziehlich zwischen und ity und

27t liegenden Grössen bedeuten, genügt die aufmerksame Ver-

gleichung des allgemeinen Gliedes

n 2n

X, -^ ^ (2 /^ + 1) i' d^' sin ^' i^dcp' Pn (cos y) f{?^\ cp')

*ü

in dem Falle cos y = cos d'' mit dem allgemeinen

cos y = cos %-' cos %^ -\- sin -O-' sin t^ cos {cp' — cp).

In beiden Fällen wird dasselbe ausser dem Factor
'

durch
4 n

ein über die Oberfläche der Kugel ausgedehntes Doppelinte-

gral dargestellt, dessen Element immer als das Product zweier

Factoren erscheint. Der eine von ihnen, das beiden Fällen

gemeinsame Massenelement sin %^'
fip'', cp') dd^' dcp'^ nämlich

ist in dem Falle -O- = mit P„ (cos i^'), d. h. mit einer ge-

wissen Function der sphärischen Distanz -O-' des Oberflächen-

elementes vom Ursprünge A unseres Coordinatensystems multi-

plicirt, während in dem andern Falle der Factor P„ (cos y)
dieselbe Function des Abstandes y zweier Punkte vorstellt,

deren Coordinateu %'', cp' und ^y cp heissen und von denen

der Punkt (-O*, cp) als Ursprung der sphärischen Entfernung
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gilt. Die Verschiedenheit beider Fälle ist also lediglich durch

die Wahl des festen Punktes, von welchem an die sphärische

Entfernung gerechnet wird, bedingt. Da nun die Conver-

geuz der Reihe R für den Fall, dass der Punkt {ß' , cp) mit

dem Ursprünge des Coordinatensystems zusammenfällt, be-

wiesen und ihre Summe bestimmt ist; so folgt unmittelbar,

dass auch in dem allgemeinen Falle die Reihe R convergiren

und zur Summe das Mittel aus allen Werthen von /(O-', cp')

besitzen muss, welche auf einem mit dem unendlich kleinen

sphärischen Halbmesser f aus dem Punkte {pj cp) beschrie-

benen Kreise sich befinden. Gehört nun der Punkt (O*, cp) nicht

zu denen , um welche herum die für die ganze Ausdehnung

der Kugeliiäche willkürlich gegebene Function fi^'j cp) zu

den discontinuirlichen zählt, so fällt der mittlere Werth
2n

± />(^', cp') dcp'

%
von /'('^'; cp') mit der Function /'(O', tp) zusammen*).

Zur nähern Erläuterung dieses Satzes hat Dirichlet ein

sehr einfaches Beispiel gegeben. Man denke sich nämlich auf

der Kugelfläche irgend ein sphärisches Polygon construirt und

setze voraus, dass die willkürliche Function /'(i*)'', cp') für alle

im Innern dieses Polygones befindlichen Punkte den Werth 1

besitze, für alle ausserhalb desselben liegenden Punkte da-

gegen der Null gleich sei. Der Factor f{d-\ cp') in den Glie-

dern der Reihe R ist daher im vorliegenden Falle durch die

Zahl 1 zu ersetzen und die doppelte Integration bloss über

alle Punkte innerhalb des sphärischen Polygones auszudehnen.

Substituirt man nun in der Reihe R, deren Glieder also in

der angegebenen Weise vollständig bestimmt sind, irgend

welche Werthe d^ und cp, so wird augenscheinlich die Summe
der Reihe = 1 , oder = 0, je nachdem der Punkt (0-, cp) inner-

halb, oder ausserhalb des Polygons sich befindet. Liegt da-

gegen der Punkt ('i^, cp) auf dem Umrisse des Polygons, so

*) Die Function f{d-, cp) kann ortenbar belieLig viel Constanton ent-

halten, nur dürfen, wenn die Integrationsbuchstaben unverändert bleiben,

in jenen Constanten die Grössen &\ qp' nicht vorkommen, weil sonst bei

der Integration nach -O*' und <p' gar leicht iliese Consianten als Functionen

von &' und qp' betrachtet werden könnten.
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ist der mittlere- Werth der Function /(-O'', 9') für alle Punkte

der unendlich kleinen um das Centrum (0-, q)) construirten

Kreislinie ersichtlich = ^ und demnach auch die Summe der

Reihe R = ^. Dabei ist jedoch stillschweigend vorausgesetzt,

dass der Punkt ('9', 9) nicht mit einem Scheitel des Polygons

zusammenfallt. Denn gehört der Punkt {%' j (p) zu den Schei-

teln des Polygons, und bezeichnet a den jedesmaligen Poly-

gonwinkel, so ist bei der Bestimmung des mittleren Werthes

der Function /(i^, 9)'), also in dem Integrale

diese nur innerhalb des Intervalles (0, a) der Einheit gleich

zu setzen, von (p' = a bis 9)' == 27r hingegen mit Null zu

identificiren. Die Summe der Reihe 11 ist demnach jetzt = —'.

ü7t

§. 132.

Die Entwicklung «ach Kugclfunctioncn ist nur auf eine

Art mÖ8:lich.

Die im Vorhergehenden dargestellte Dirichlet'sche Theorie

der Reihe R besitzt nicht bloss in ihrer Begründungsweise,

sondern auch in dem erzielten Resultate eine grosse Aehn-

lichkeit mit der Lehre von den Fourier'schen Reihen. Wir
fanden damals, dass eine innerhalb eines gewissen Intervalles

willkürlich gegebene Function immer in eine convergirende

trigonometrische Reihe sich entwickeln lässt und dass diese

Entwicklung nur auf eine Weise möglich ist. Durch einen

ganz ähnlichen Gedankengang aber haben wir uns in dem
jetzt vorliegenden Falle überzeugt, dass eine stets endlich

bleibende, von 9'==0, 9) = 0bis'9' = ;r, cp = 2% willkür-

lich gegebene Function f{^, (p) immer durch eine nach Kugel-

functionen fortschreitende Reihe darstellbar ist. Nur die andere

Frage ist bislang unentschieden geblieben, ob auch hier die

Entwicklung zu den in sich völlig bestimmten gehört, d. h.

ob dieselbe nur auf eine Art möglich ist.

Um nun hierüber Gewissheit zu erlangen, nehmen wir

analog dem früher in der Theorie der Fourier'schen Reihen
Mkvki:, histiiiiiuto Integrale. oR
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befolgten Gedankengauge auch hier vorerst an, die Function

/'(d-, (p) lasse sich zwischen den oben definirten Grenzen auf

zweifache Weise nach Kugelfunctionen entwickeln, d. h. es

sei einerseits

/•(^, cp) = E j;

und anderseits

WO die Y und Z Ausdrücke derselben Art vorstellen. Bildet

man alsdann aus den beiden convergenten Reihen 27 Yn und

E Zn die neue E{Yn— Zn), welche ebenfalls eine Summe und

zwar den Werth Null besitzen muss, beachtet man ferner,

dass Xn = Yn — Zn dcui in §. 127. Gesagten zufolge gleich-

falls eine Kugelfunction der ?«^^" Ordnung ist, und erinnert

man sich schliesslich des Laplace'schen Satzes

fd^f sin ^ An Y„, d(p = 0:

so folgt unmittelbar durch Multiplication der Reihe

Z An = X, + Ä,+Ä,+ '-'+ ^^n + ...=()

mit An sin d- dd- d(p und nachherige Integration derselben

zwischen den Grenzen -ö- = 0, ^^ = 71 und g? = 0, cp == 2 7r,

dass

7/X.2 sin ^ d^ dcp = 0."

ü

Diese Beziehung aber ist nur für Xn = möglich*), und

demnach kann die Function f{d', cp) innerhalb der oben vor-

geschriebenen Grenzen nur auf eine Weise in eine aus Kugel-

functionen bestehende Reihe entwickelt werden.

*) Man beachte hierbei, dass X^^ eine stetige Function ihrer Argu-

mente ausdrückt; wäre sie mithin an irgend einer Stelle des vorge-

schriebenen Integrationsintervalles von Null verschieden, so müsste dies

auch noch innerhalb eines endlichen um jenen Punkt construirten Raumes
Statt finden, und sonach wäre wegen des Quadrates von A'^^ das Integral

selbst positiv, könnte also nicht verschwinden, wenn auch mUo i ihrigen

Elemente desselben mit Null zusammenfielen.
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§. 133.

Schluss.

Da die endlich bleibende Function f{^, cp) völlig willkür-

lich gewählt werden kann , so darf man dieselbe augenschein-

lich irgend einer Kugelfunction F„, m^^^ Ordnung gleichsetzen.

Bezeichnen wir nun bei dieser Annahme mit VJ diejenige

Grösse, in welche sich F„, verwandelt, wenn in ihr die Ar-

gumente d", cp mit den Veränderlichen %•', cp' vertauscht wer-

den, d. h. verstehen wir unter IV eben dieselbe Kugelfunction

nach d'', cp', welche F„t in Bezug auf d^j cp darstellt: so wird

immer die Gleichung

2Tt

gebildet werden können. Da aber Pn (cos y) nicht bloss rück-

sichtlich der Grössen d^, cp, sondern auch nach den Veränder-

lichen d-', cp' eine Kugelfunction n^'''' Ordnung ausdrückt: so

müssen , so lange m und n von einander verschieden sind, ver-

möge des bekannteu Laplace'schen Theoremes alle solchen

Indices entsprechenden Glieder der Reihe 1. verschwinden.

Die Kugelfunction J",,, ?n^'''' Ordnung ist folglich nicht durch

eine nach Kugelfunctionen fortschreitende unendliche Reihe

darstellbar, sondern reducirt sich auf das Doppelintegral

2/« +

ö

i
l*dd'' sind''

I
P,n (cos y) F„/ dcp'.

Wie ohne Weiteres einleuchtet, kann man den soeben

bewiesenen Satz auch in folgender Form aussprechen

2 TT

r,,; = ^'"^+ y j'd& sin 0" / P„, (cos y) V,,, dcp,

d. h. verbindet man irgend eine Kugelfunction ;;//" Ordnung

Ffn mit der Kugelfunction m^" Ordnung und ?n^''" Grades

P„t (cos y) in der durch vorstehende Gleichung angedeuteten

Weise, so bildet sich eine Kugelfunction l^^ der nämlichen

Ordnung, welche von den nur in /',, t cos y) vorkouuuenden
•28*
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Grössen cos 0-', sin d^' cos 9)', sin d'' sin (p' ebenso abhängt wie

Fm von cos 'S", cos 9? sin -ö*, sin '&• sin 9) — und umgekehrt.

Offenbar ist dieser Zusammenhang der Functionen V,n

und ]',„' eine Folge der besondern Natur von P„i (cos y), weil

eben in der jedesmaligen Eugelfunction F ausserhalb der In-

tegralzeichen jene Grössen ^, (p, oder d-', q)\ nach denen in-

tegrirt wird, nicht enthalten sind, sondern bloss in P,n auf-

treten. Da nun aber P,„ (cos y) die Ausdrücke cos 0", sin d^ cos (p,

sin d' sin <p und cos d'', sin d'' cos (p\ sin ^' sin 9' in

völlig symmetrischer Weise in sich begreift und durch die

Integration die Exponenten der constanten goniometrischen

Potenzen nicht erhöht werden, so sehliesst man leicht, dass

in keiner Eugelfunction m^^'' Ordnung die Exponentensumme

in den verschiedenen, aus den trigonometrischen Functionen

sin und cos der betreffenden Grössen ^, (p^ oder -ö"', cp' gebil-

deten Gliedern jemals die Zahl m überschreiten kann. Setzen

wir also um der Kürze willen

cos O- = J, sin -0" cos 9 = tj, sin -O- sin 9) ^ J,

wo ersichtlich die Grössen J, ^, g nicht unabhängig von

einander sind, sondern der Bedingung

J2 + ^2 _|_
J2
_ 1

genügen, so können wir jede Eugelfunction m^'^'' Ordnung ein-

fach durch

F„, = UL^Pfin'-

bezeichnen, wobei die L constant sind und dem soeben Er-

örterten gemäss p -\- q -\- r = m , m — 2, m — 4, ... sein

wird. Sämmtliche Exponenten m, m— 2, w— 4, ... brauchen

dabei freilich nicht zu erscheinen, das vorhin genannte Gesetz

sagt nur, dass eine Eugelfunction ;«''''' Ordnung immer in der

Art sich schreiben lässt, dass nur jene Exponenten in ihr

vorkommen.
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IL Buch.

Die vielfachen Integrale.

- I. Kapitel.

Die Doppelintegrale.

§. 134.

Torerinneruiigen.

Ein nur flüchtiger Blick auf das Gebiet der Analysis schon

lehrt, dass sie bei ihren Forschungen frei von jeder räumlichen

Vorstellung sich zu bewegen vermag. Die vorhergehenden

Untersuchungen selbst liefern einen Beitrag für die Richtig-

keit dieser Behauptung. Eine ebenso bekannte Thatsache aber

ist es, dass die rein analytischen Untersuchungen einen be-

deutenden Grad von Einfachheit, namentlich aber von An-

schaulichkeit erlangen, wenn die Analysis die räumliche In-

terpretation ihrer Wahrheiten nicht verschmäht. Auch in dieser

Beziehung haben die frühern Betrachtungen uns Aufschluss

gegeben; noch eindringlicher aber wird dies aus den Unter-

suchungen über die Transformation der Doppelintegrale er-

hellen. W^ir legen daher bei den nachfolgenden Betrachtungen

wesentlich Raumanschauungen zu Grunde und beginnen unsere

Erörterungen mit der geometrischen Bedeutung der Doppel-

integrale. Um aber hierbei nichts an Allgemeinheit zu ver-

lieren, hat man sich den Raum (Flächenraum) an jeder Stelle

mit einem Factor behaftet vorzustellen. Dieser wird als die

Dichtigkeit aufzufassen sein, wenn man den Raum als einen

mit Materie erfüyten voraussetzt.

§. 135.

Geometrische Deutung eines Doppelintcgrales.

Sei nun ein irgendwie begrenztes Stück der Ebene vor-

gelegt. Das Element derselben heisse o, und q bezeichne

den vorhin erwähnten Factor. Wird die Ebene als materielle.
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mithin q als die in jedem Punkte derselben Statt findende

Dichtigkeit aufgefasst; so stellt offenbar qco die Masse des

Elementes co vor, wenn man die Dichtigkeit als stetig ver-

änderlich ansieht*). Alsdann nämlich sind sämmtliche Dichtig-

keiten des Elementes a zwischen ^ + ^ und q— d enthalten,

wo d eine mit dem Elemente numerisch kleiner und kleiner

werdende Grösse ausdrückt, und folglich kann, wenn die

Elemente Elemente im strengsten Sinne des Wortes sind, d für

jedes CO schliesslich als constant angesehen werden. Obwohl

also die wahre Masse des Mächenelementes zwischen (^-f"^)^

und {q — d) CD sich befindet, so darf sie doch wegen des un-

endlich kleinen d mit q a gleichgesetzt werden. Mithin stellt

2J Q CO die Masse des betrachteten Flächenstückes vor, wobei

wir aber , um etwaigen Schwierigkeiten zu begegnen , die Aus-

dehnung desselben vorerst als eine endliche voraussetzen.

Uebrigens folgt das gleiche Resultat mit Zugrundelegung des

genauem Ausdruckes (^ + <^) (o , indem für den unendlichen

Process die Gleichung

i:(Q±d) CO == Zq co±ö Uco

in den oben gewonnenen Ausdruck U q co übergeht.

Will man die soeben angedeutete Summation thatsächlich

zur Ausführung bringen , so hat man natürlich eine wirkliche

Zerlegung des Flächenstückes in Elemente, sei es durch Pa-

rallelcoordinaten , sei es durch Polarcoordinaten u. s. f. vor-

zunehmen ; der Ausdruck U q co verwandelt sich alsdann in

ein Doppelintegral, und je nachdem man von der einen zu

der andern Theilungsweise übergeht, hat man es mit der

Transformation der Doppelintegrale zu thun. Dabei möge
sogleich noch bemerkt werden, dass man die hierbei auftre-

tenden Incremente dx, dy . . . stets als positive Grössen be-

handelt; selbst bei den vielfachen Integralen wird diese An-
nahme gemacht.

Zerschneiden wir beispielsweise das oben benutzte Flächen-

stück durch ein System rechtwinkliger Coordinaten in Elemente,

so erhalten wir co = d x dy. Dabei kann es sich sehr wohl
ereignen, dass einzelne Elemente streng genommen kein voll-

ständiges Rechteck darstellen, indess darf man doch immer

*) In besondern Fällen kann q auch constant sein.



— 439 —
diese Theilchen als wirkliche Elementarrechtecke betrachten,

weil das etwaige Fehleu oder üeberschiessen im Schluss-

resultat nur einen Beitrag der ersten Ordnung liefert. Die

Summe sämmtlicher Elemente qcj = q äx dy giebt nun das

Doppelintegral j

j

q dx dy. Der Umfang, über welchen diese

zweifache Integration auszudehnen ist, wird hier — wie bei

vielfachen Integralen überhaupt — durch eine oder mehrere

Ungleichheiten am zweckmässigsten ausgedrückt. Bildet z. B.

ein Rechteck die Begrenzung, heissen also a;= «, l>\ y=g, h

die Endcoordinaten ; so würde zu sagen sein, unser Integral

hat sich zu erstrecken über alle Werthe, welche der doppelten

Bedingung genügen

a < X <b'^ y <:y < h.

Das so entstandene Integral würde also constante Grenzen

besitzen.

Wird dagegen die Begrenzung durch eine Ellipse gebildet,

so wird der Umfang der Integration durch die Ungleichheit

(:-)'+ (-?y

regulirt, wenn a und ß die Halbachsen der Ellipse bedeuten;

denn für alle im Innern der Ellipse befindlichen Punkte findet

die Beziehung Statt

©+(!)<.,
für die auf der Ellipse belegenen Punkte dagegen liat man

^)' <

©'+(;)"='
und die ausserhalb der Ellipse vorkommenden Punkte werden

durch die Ungleichheit

angezeigt.

Was die Ausführung der Integrationen betrifft, so kann

man ersichtlich einen doppelten Weg einschlagen. Entweder

wird man zunächst alle Elemente addiren , welche dasselbe y
enthalten, d. h. man wird nach x integriren, also das Inte-

gral dy //'(x, y) dx bilden, oder mau Avird zuerst die Elemente,

deiien dasselbe x zukommt, vereinigen, d. i. man behandelt
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zunächst das Integral äxf/\x, y) cly. Der Integration nach

X entsprechen folglich bei der üblichen Lage der Coordinaten-

achsen Horizontalstreifen , während das Ergebniss der nach y

vollzogenen Integration Verticalstreifen sind.

Die Grenzen der einzelnen Integrale müssen dabei aus

den Statt habenden Ungleichheiten abgeleitet werden. Zer-

fällt alsdann ein Integral in Theile, was z. B. bei einer

Begrenzung des Flächenstückes von

,.,
' ' nebenstehender Gestalt eintreten

würde, so hat man nachzusehen, wo
die einzelnen x {y) beginnen und

endigen.

Im Allgemeinen werden ferner

die Grenzen des zuerst zu behandelnden Integrales nicht un-

abhängig von der andern Variabein sein, das Resultat wird

daher im Allgemeinen eine Function dieser als Parameter im

ersten Integral enthaltenen Veränderlichen ausdrücken.

§. 136.

Fläclieniiilialt der Ellipse.

Um das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern,

wollen wir q = f{x , y) = 1 voraussetzen und die Annahme
machen, dass eine Ellipse das gegebene Flächenstück begrenzt.

Alsdann sind dem Obigen zufolge alle die Elementarrechtecke

zur Summe zu vereinigen, welche innerhalb des durch die

Ungleichheit

definirten Raumes sich befinden. Und was die Ordnung der

auszuführenden Integrationen betrifft, so ist es wegen der

völlig symmetrischen Theilungsweise hier augenscheinlich

gleichgültig, nach welcher der Veränderlichen x, y zuerst

integrirt wird.

Beginnen wir nun z. B. mit der Integration nach x, so

haben wir offenbar vorerst zu entscheiden, welche x zu einem

bestimmten y gehören, d. h. wir haben nachzusehen, wo der

dem Integrale jilx entsprechende Streifen beginnt und endigt.
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Lösen wir zu diesem 13eliufe die oben erwähnte Ungleichheit

nach X auf, so kommt

eine Beziehung, welche — wie es gewöhnlich geschieht —
die extremen Werthe von y bestimmt. Man erkennt nämlich

aus dieser Ungleichheit, dass nur Streifen von x existiren,

sofern das eingeklammerte Glied der rechten Seite positiv ist,

d. h. sofern die Beziehung gilt

ß' > '/
Daraus folgt , dass y zwischen — ß und + ß sich befinden

muss. Mithin haben die .t, welche diesen Werthen von y
entsprechen, die Bedingung

« /i - S > --^ > - « /i - S
zu erfüllen. Weil aber die Integration auch auf die Theile

auszudehnen ist, welche bis zur Begrenzung reichen, so er-

gebt sich für den Werth eines Streifens

+V-I

Und da es solcher Streifen nur von y == — ß bisy = + /3

giebt, so entspringt nach einigen leichten Reductionen

j dyj dx^ j dy .2aj/\ -|-' = «^«*).

-"¥ 1-ß»

*) iMiiii erhält nämlich

/!„ /m- _ / '£l(ö _ ...
/'jl* .

ß arc sin
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§. 137.

Tlioilung der Ebene durch Polarcoordinaten.

Die vorigen Betrachtungen wurden mit Zugrundelegung

eines Parallelcoordinaten-Systemes geführt. Nun erkennt man
aber sofort, dass jedem Coordinatensysteme eine besondere Zer-

legungsart des Raumes entspricht. Bei Voraussetzung eines an-

dern Coordinatensystemes werden daher die vorhin gewonnenen

Resultate in einem andern Gewände erscheinen. Wählen wir

z. B. Polarcoordinaten, so wird die Ebene durch ein System von

Kreisen und geraden Linien in Elemente getheilt; jeder Punkt

in ihr wird folglich durch den Durchschnitt eines Kreises und

einer Geraden bestimmt. Den Radiusvector (> kannman dabei stets

als absolute Grösse behandeln, wenn man nur dhn Coordinaten-

winkel O- von bis 2;r oder von — :r bis +;r sich bewegen lässt.

Das Flächenelement o. kann auch hier als Rechteck betrach-

tet und demnach = Qclgd^ gesetzt werden. In Wahrheit freihch

ist dasselbe als Ringstück zu behandeln, besitzt also den Werth

i [{q + ^9) d^ + QdQ] dQ = Qd^ dQ + i dg'^dd',

d. h. es wird durch einen Ausdruck von der Form ijdQd&(l-\-£)y

wo lim f = 0, vorgestellt, aber dieser genauere Werth ist

ohne Einfluss auf das Endresultat.

Die Dichtigkeit Q^ endlich wird jetzt eine Function ^(-9-, q)

sein und somit die Masse des betrachteten Flcchenstückes durch

fJ'^P(^,Q)QdQd^
ausgedrückt werden.

Femer entspringt durch theilweise Integration

ilso

J df/j/l- «L = !: arc sin ^ 4- '^ 7/ 1 - ^. -4- const.
ß

lan demnac

hat man

l-;': =
,f

arc sin 1 + 1/3
Wählt man demnach in üblicher Weise den arc sin zwischen + ^ > ^^

dy/l - -^ = 2«
[I

arc sin '^ +I/1- j] = aß n.
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Nehmen wir auch hier t/;('0', p) = 1 und als Begrenzung

des Flächenstückes eine Ellipse, deren grosse Halbachse wieder

a, deren kleine ß heisst: so wird nun der Umfang der Inte-

gration durch die Ungleichheit

« fcos -9-2 sin ^2-j <1

regulirt. Diese ist nach 9, oder -0" aufzulösen, je nachdem

man zunächst nach (), oder %" zu integriren gedenkt. Im Ver-

gleich zu der frühern Betrachtung tritt aber hier der Umstand

ein, dass die Ordnung der Integration nicht gleichgültig ist.

Um beide Fälle vorzuführen, wollen wir mit dem einfacheren

derselben, mit der Integration nach q beginnen. Geometrisch

genommen haben wir also jetzt alle Elemente zu summiren,

welche in ihrer Vereinigung einen Kreisausschnitt bilden.

Nun folgt sogleich aus der obigen Ungleichheit, dass

^ ^ cos-^g Bin <9-g^

«2 "^ ß2

d. g. wegen des positiven q

1

Q <
-, /cos jÖ;2 sin »»

y a' ^ ß\

Da man dieser Ungleichung immer wird genügen können, so

giebt es auch stets einen Sector. Sein jedesmaliger Werth

wird durch die Gleichung

1

/
cos &^ . sin d"^

dd" I ndo = \ x^ .— -^I ^ ^ i- cos %^
,
sm 'S-*

ü
^

bestimmt. Und werden nun sämmtliche Sectoren vereinigt,

d. h. wird in Bezug auf 0* von bis 2;r integrirt; so ent-

springt für den Inhalt der Ellipse die Gleichung

27t * In

*/ co8^^ >n ^'^ =i«/^ / y^ (2 = «/5^,
^ —^r-H b¥- J l+( -3 tanff -9> )

a« ' |3*
(^-ptang^

j
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indem der arcus dadurch defiuirt ist, dass er für O- = eben-

falls verschwindet.

Viel verwickelter wird die Untersuchung, wenn man mit

der Integration nach d- beginnt, also sämmtliche Elemente

summirt, welche einen Kreisring bilden. Offenbar ist derselbe

vollständig für die zwischen und ß enthaltenen q ; er besteht

hingegen aus zwei getrennten Stücken, wenn q zwischen ß
und a sich befindet.

Schreibt man die obige Ungleichheit in der Form

li + '''»'Q,---^<f,

-"•<y-Ä]^[;-i].
so erkennt man unmittelbar, dass für < (> < /5 der Bogen -O-

keiner Beschränkung unterworfen, also von bis 2 tt zu wählen

ist. Dagegen wird d' einem zwischen und | liegenden

Bogen -O-, gleich sein, wenn q von ß bis a sich bewegt. Für
den ersteren Fall stellt daher

fQdQfdd^ = 7rß''-

den Werth des Integrales ffg dg cid' vor. Bei dem andern

Falle hingegen- zerfällt das Integral JJq dg dd- formell in die

drei folgenden

/? i?' ^ ß+^i « ß^-
jQdQjdd-, jQdQJdd^ JQdQJdd'j

weil für den ersten Quadranten -0" von -O- bis %^^ geht, für

den zweiten und dritten Quadranten 7t — d^ und it -\- d^ die

Grenzen des Bogens d- bilden und für den vierten Quadranten
endlich % das Intervall von 2% ~ O-j bis 2jc durchläuft. Sum-

«
mirt man diese Integrale, so bekommt man den Inhalt Af^iQdQ

der beiden zwischen ß und cc gelegenen Flächenstücke, und
sonach stellt

7r/3^ -f 4/V, Q dQ
.i

den Inhalt der Ellipse vor. Bedenkt man nun, dass
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i T

ist, so ergiebt sich jetzt für die Ellipseufläche der Ausdruck

a

jtßi + 4j dQ . Q arc sin
(
^//

"'
I ^^j;

.'^

der entwickelt natürlich auf 7t aß zurückführen muss. Und

in der That, man findet durch theilweise Integration

j ^arcsin|//^^ri9=2 arcsm ^~//^^--p +

4- "^ f __ ^^^'^ = -^' arc sin -^ j/^!^
T" 4 J ^_a2|32_j_(a24_ß2)p2_^4 2 9 f a2_ß2

+ f arc sin --^'^ll^^^lL^ + const.*),'4 K—4a2ß2 + («2 4-^2)2 '

sonach ist

4/,arcsiny2W:./, = -4f^^

*) Man beachte hierbei die Beziehungen:

_ a' ß^ + iu' + ß') p^ - 9* = - «^^2 + ("'4-^y

-4«2ß2_^(^2_j_ß2)2 r 29^ -^2- ^2 -|2—
4 L^

- 4 «2 |32 + («2 -4. ^2j2j ;

also

r 292-«»-ß2 1

^:^2ßT+(«2+|j..)y' (?» yA r 2g2-«»-p2 -12
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§. 138. .

Allgemeinste Art der Transformation.

Die vorhergehenden Betrachtungen haben an einem Bei-

spiele den Einfluss veranschaulicht, welchen die zweckmässige

Wahl des Coordinatensystemes auf die grossere oder geringere

Leichtigkeit ausübt, mit der die zu vollziehenden Integrationen

bewerkstelligt werden können. So erforderte im vorigen Falle

gerade die Anwendung der Polarcoordinaten sowohl den ge-

ringsten, als grössten Aufwand von Rechnung, je nachdem

man zuerst nach q oder d" integrirte. Selbst die Möglichkeit

bleibt nicht ausgeschlossen, dass in einem vorgelegten Falle

nicht einmal die erste Integration ausführbar sein kann, sofern

man das ursprünghche Coordinatensystem beibehält. Die

Frage nach der Transformation der Doppelintegrale ist daher

als eine sehr wichtige zu bezeichnen.

Erwägt man nun, dass Coordinaten überhaupt die Art

und Weise andeuten, in welcher der Raum getheilt wird, so

werden wir offenbar die allgemeinste Art der Transformation

von Doppelintegralen erzielen, wenn wir uns die Ebene durch

ein System von Curven in Elemente zerlegt denken, also jeden

Punkt in ihr als den Durchschnitt zweier Curven auffassen.

Diese neuen Coordinaten, welche A, v heissen mögen, werden

ersichtlich als Functionen der rechtwinkligen erscheinen, wenn
wir diese als die ursprünglichen Coordinaten uns vorstellen;

wir können sonach die Gleichungen bilden

Indem wir aber A und v um unendlich kleine Intervalle

sich verändern lassen, bekommen wir ein System von Linien,

deren Durchschnitt das Flächenelement o bestimmt. Augen-

scheinlich kann dieses als Parallelogramm angesehen werden,

da hierdurch nur ein Fehler begangen wird, der gegen den

Inhalt des Elementes unendlich klein ist und folglich auf das

Endresultat ohne Einfluss bleibt.

Der soeben betrachtete Fall lieferte eine Bestimmung der

Coordinaten l^v durch die rechtwinkligen o;, ?/; umgekehrt

fiber sind diese Functionen jener. Da nun gewöhnlich die
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ursprünglichen Coordinaten x, y ^ ^^
Fig. 13.

durch die neuen A, v auszudrücken

sind, so wollen wir auch hier diesen

Fall voraussetzen. Alsdann heissen

offenbar die Eckpunkte 1, 2, 3, 4 des

oben erwähnten Parallelogrammes

wenn wir bloss die ersten Dimensionen der den unendlich

kleinen Zunahmen von ^ und v entsprechenden VVerthe von

vT und 1/ berücksichtigen.

Den Inhalt des Parallelogrammes werden wir nun auf die

leichteste Weise ermitteln können, wenn wir uns erinnern,

dass der doppelte Inhalt eines Dreieckes, dessen Eckpunkte

durch die Coordinaten 0, 0; «, ft; a, b' definirt werden, mit-

telst der Formel

2 z/ = + {ah' — ab)

gegeben wird*). Dabei ist das Plus- oder Minuszeichen an-

zuwenden, je nachdem ab' — ab zu den positiven oder nega-

tiven Grössen gehört.

Wie sofort einleuchtet, können wir uns dieser Formel

ohne Weiteres bedienen, wenn wir das Achsensystem in den

Punkt Xj y uns verlegt denken und die Punkte

Vv""' äf^"! n^''' rx^^

bezüglich mit rt, &; «', b' identificiren. Auf diese Weise folgt

dann sogleich für den Inhalt des Parallelogrammes der Aus-

druck

CO -±\rM-u'l]'''^-
bei welchem selbstverständlich nur der absolute Werth in Be-

tracht kommt, was ja durch das dop])elte Zeichen -4- ange-

deutet ist.

*) Man vergleiche hierbei: 0. Hesse. Vorlesungen aus der analyti-

schen Geometrie der geraden Linie , des Punktes und des Kreises in der

l^one, S. 7-8.
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§. 139.

Ivory'sclie Substitution,

üio vorhergehende Betrachtung wollen wir in der Weise

näher erläutern, dass wir mit Ivory

1. x = aXcosVj t/==ßXsiRV

setzen, wo a, /3 beliebige Constanten ausdrücken. OflPenbar

ist diese Substitution im Grunde eine Verallgemeinerung der

Polarcoordinaten , wie wir" schon daraus entnehmen können,

dass für a = /3 = 1 die Gleichungen 1. jene Coordinaten vor-

stellen. Die nähere geometrische Bedeutung aber wird sich

aus der nachstehenden Erörterung ergaben, vorher möge indess

folgende Bemerkung Platz finden.

Um den Bogen v von bis 27t oder von — 7t bis -{-7t

wählen zu können, müssen wir A positiv voraussetzen*)

5

alsdann aber besteht die Relation

/(?)+(*)'
In ähnlicher Weise ist der Bogen v völlig bestimmt, indem

vermöge der beiden Beziehungen

cos 1/ == -— , sin V = /r
ccX' ßX

der Quadrant definirt wird , in welchen der Winkel v sich be-

findet.

Verbindet man die Quadrate der vorigen Gleichungen mit

einander, so hat man sogleich die andere

und folglich entspricht einem gegebenen A eine Ellipse , deren

Halbachsen eck, ßX heissen. Daraus ergiebt sich, dass die

Ebene einerseits durch ein System ähnlicher Ellipsen getheilt

wirdj und weil nun anderseits die Beziehung

tang V = I

gilt, diese aber für ein gegebenes v eine gerade Linie reprä-

) Wäre k bald positiv, bald negativ, so müsstc der arcus v auf
die Hälfte seines Weges beschränkt werden.



— 449 —
sentirt, so findet auch eine Zerlegung der Ebene durch ein

System gerader Linien Statt.

Durch Differentiation der Gleichungen 1. gewinnt man
ferner die Relationen

dv ^ dv ^ ^ dl ^ öl ^

Mithin ist

± ril ll ~"
Fv

l'ü^^'^'' == ""^^ (^^^ ""^+ ^^^ ^') dldv= aßX dXdv.

Nimmt man also wie früher eine elliptische Begrenzung des

Flächenrauraes an, so fliesst aus 2. mit Berücksichtigung der

Beziehung ('^\ ~^\ß]^ ^> ^^^^ P < 1 und demnach

wegen des absoluten Werthes von A in Bezug auf diese Ver-

änderliche von bis 1 zu integriren ist. Die nach v zu voll-

ziehende Integration hingegen erstreckt sich von bis 2;r;

man hat daher unmittelbar

aßjfldk dv = ccßTC.

§. 140.

/weiter IJeweis <ler auf Doppeliiitegrale bezüglichen Traiis-

formaiioiisformel.

Wegen der Wichtigkeit, welche dem in §. 138. bewie-

senen Resultate in der Theorie der bestimmten Doppelinte-

grale zukommt, halten wir eine nochmalige, rein analytische

BegriiiidimL!,* desselben nicht für unzweckmässig. Sei desshalb

1. Z=fdxJVdy
" y

(las zu triiiisloiiiiiiciKlt' Doppelintegral; in demselben bezeich-

net V eine Kunctioji von x und //, g und h drücken entweder

Functionen von x aus, oder sind wie a und b Constanteu.

Wie ohne Weiteres einleuchtet und auch schon in §. 134.

erwähnt wurde, kann man ferner voraussetzen, dass die Varia-

bein X und y von ihrer untern bis zu ihrer obern Grenze

beständig wachsen oder, was dasselbe isi , dass dx und dy
l"ortwähr<Miil |i(»sitiv sind. Statt der \'t riiiid.'rlii heu s und y

Mkyku, ^^v In, Mut. lu(.-,r.Uü. *JU

k
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mögen nun die neuen, mit x und y durch zwei Relationen

verbundenen Variabein u und v gewählt werden.

h

Wir behandeln zunächst das Integral / V dy, und zwar
ff

suchen wir dasselbe in ein anderes umzusetzen, in welchem

V die Integrationsveränderliche darstellt. Zu dem Behufe

eliminiren wir aus den gegebenen Relationen vorerst die

Variabele m, bilden also eine Gleichung von der Form

y==f{x,v).

Da wir nun bei der Integration nach y die Veränderliche x
wie einen constanten Parameter betrachten dürfen; so sind

wir auch berechtigt, bei der Bildung des neuen, an die Stelle

von dy tretenden Differentials bloss v als die einzige Varia-

bele anzusehen, und demgemäss werden wir in dem zu trans-

formirenden Integrale J Vdy dy durch ^^' dv zu ersetzen

haben. Heisst dann ferner F„ der durch die Substitution

y = fixy v) sich ergebende Werth von F, und sind endlich

Vq und v^ die y =^ g und y = h entsprechenden Grenzen

des neuen Integrales; so besteht nunmehr die Gleichung

j'yäy^fyj^^^-'dv.

Offenbar dürfen wir bei dieser Transformation stets der An-
nahme folgen, dass v immer in demselben Sinne von z;,, bis ^'j

variirt, wenn y von g bis Ji sich bewegt; denn wäre es an-

ders, so würde durch eine Zerlegung des Integrales nach y
in Theilintegrale sofort unsere Voraussetzung sich verwirk-

lichen lassen. Da nun dy positiv sein soll, so wird das Vor-

zeichen von dv augenscheinlich mit dem von ^^'^ über-

einstimmen. Indess kann auch dv stets positiv gewählt
werden, weil man für den Fall einer negativen Derivirten

—^ü' ^^^ ^^^ Grenzen v^ und v^ mit einander zu vertau-

schen braucht, um augenl)licklich die gemachte Annahme

realisiren zu können. Bozoichnct also + ^/^"^'"^ den abso-— dv
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luten Wertli der partiellen Abgeleiteten )f — , so erhält

man nunmehr statt 1. die Form

= /^*/ *' CV '

wobei die Grenzen der auf v bezüglichen Integration den

soeben erwähnten Bestimmungen gemäss zu wählen sind.

Die weitere Behandlung unseres Doppelintegrales besteht

folglieh jetzt nur noch in der Einführung der vorhin elimi-

nirten Veränderlichen u statt der Grösse x. Vermöge der

gegebenen Relationen wird nun zwar x als Function von u

und V erscheinen, somit etwa

X = F{u, v)

sein, aber bei der Umformung des Integrales nach x genügt

es ohne Zweifel, x nur als Function von u zu betrachten,

mithin dx schliesslich durch H ~-^ du zu ersetzen. Und— cu

daher wird, wenn V den durch die Grössen u und v aus-

gedrückten Werth von F bedeutet, das Doppelintegral 1.

jetzt die Gestalt

annehmen, wobei selbstverständlich die Integrationsiutervalle

alle Werthe in sich begreifen müssen, welche die Formel 1.

umfasst.

Nun zeigt aber die Differentiation der Gleichung t/=f{x, r)?

sofern x und tj als Functionen von u und v behandelt wer-

den, dass

dij .,.. , d]/ ^j,. ^ f{x,v) \"dx ^^^ ,
dx ^^;]

d

dv.

d
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d. g. wegen

dx dF{u,v)

du du
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wo der Radiusrector q als Function von -O- und cp betrachtet

wird;*) so hat man zunächst die Relationen

||=^^ sin -O- cos g)+ 9 cos qp cos 0- ; rß= —sin-^cosg?— Qsind- sincp
;

||=|| sing? sinO"+ Q cosO* cosrjp
; ^=^ sinO- sing?+ Q sinO" cosg?

;

Und daher wird

||= psiii*[||sin^ + (.cos^],

die Summe der Quadrate dieser Grössen aber ist mit

,'si„^'[(|iy+,^]+,'(g)

gleichbedeutend, folglich ergiebt sich .

Spätere Betrachtungen werden zeigen, dass diese Beziehung

am einfachsten auf geometrischem Wege gewonnen wird.

Nicht ohne Interesse dürfte es ferner noch sein, wenn
wir, gestützt auf die Gleichung IL, ein berühmtes, von

Legendre entdecktes Theorem über den Zusammenhang der

sogenannten vollständigen elliptischen Integrale erster und

zweiter Gattung zu beweisen suchen**). Bezeichnen nämlich

//? und n positive Constanten, welche die Bedingung

*) Man könnte auch wie gewöhnlich x = q cos -O", y = q sin ^ cos qp,

: = p sin -O- sin qp schreiben; die Endtbrmei hlicljc dadurch unverändert.
'''*) Bezeichnet f{x, X) eine rationale Function von x und dem

JJadicale

X = Yax^ -\- ß x^-\-yx^ -{- S x -{ g,

so wird jedes Integral von der Form ff[x, X) dx elliptisch genannt.

Jedes elliptische Integral liUst sich immer wenigstens auf eines der

drei Integrale
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m'' + w2 = 1

befriedigen; so kann man in dem Doppelintegrale^ V dx dy

statt der Variabein x^ y, z die neuen p, -O-, 9 oder, wie es

hier bei constantem q gesehelien soll, bloss die beiden Ver-

änderlichen -9-, (p substituiren, welche mit den ursprünglichen

durch die Gleichungen —

o; = p sinO-/!

—

rri^ sin qp^, ?/=()COsO' cosqp,z==q sing)/\—n^ sin ^'^

verbunden sind.*) Alsdann aber gelten die Beziehungen:

a«- ^ ^ ^ ^ d(p "^ Yi — m2 sin g)« '

^ = — () sin O- cos 9? ; 0^ == — () sin g) cos -0^

;

dz n^ sin qp sin -ö" cos -9-

,

d^~ ^ Vi - n« sin ^2 '

— = p cos 9/1 — w^ sin '9''^.

Und hieraus folgt mit Berücksichtigung der Gleichheit

l — m} sin (p^ — w^ sin %^^ = m^ cos g)^ -|- ^i- cos %''^

sofort weiter, dass

f/a;

reduciren, welche beziehungsweise die elliptischen Integrale der ersten,
zweiten und dritten Gattung vorstellen. In denselben bedeutet A*,

der sogenannte Modul, eine Constante; er ist stets kleiner, als 1.

Auch n bezeichnet eine Constante; sie kann selbst imaginär sein und
wird Parameter genannt. Als Normalformen der ertöten, zweiten

und dritten Gattung werden nach Legendre, dem Schöpfer der Theorie

der elliptischen Integrale, gewöhnhch die folgenden gewählt:

rdtp ^ /^ dw
n<P,k)^J j , E{^,k)=J j.drp,n{cp,k,n)=J (q:---y^, wo

Wird in denselben die obere Grenze, die sogenannte Amplitude= ^ ,

80 heissen die Integrale F, E, TL vollständig und werden durch F\ E\ TV
bezeichnet. Man vergl. in Betreff der elliptischen Integrale die be-

kannton Werke von Durege u. ScJ^ellbach über elliptische Functionen.

*} Vergl. Moigno. Calcul integral §§. U9.— l'JO.
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dx dy dx dy {>« sin qp [cos -S-* — w? sin qp^ _|_ ,^^2 gjn -O-«]

^<p ^-Ö" ^-ö- d(p f/i — m* sin q>*

9 2 (;;^2 cog fpi ^ „2 cos 'S"*) sin gp ^

Kl — Jn^ sin g)^

dy dz dy d z p'sin-O' [cos qp* — n* sin -ö*' + w' sin qp']

^qp dd-
" d^ dq) Kl -^27in"'9-2

p2 gin ^ (y;^2 COS y^ + TO^ COS '9'^)

~~
Vi — n« sin ^2

und

dx d z dx d z p* cos 'S" cos qp (m^ cos qp^ -f
- w^ COS 9 '^)

ä^ aqp
~~

^qp a-Ö-
~ Kf— m« sin g)« Kl — n« sin ^«

ist. Gemäss der Formel IL entspringt daher nach der ein-

fachsten Reduction die Gleichung

J J '^ ^^ ^^ ^ ^ J J Kl-m^sin^aKT-n^sin^^

Wird nun das Doppelintegral rechts in Bezug auf jede der

Veränderlichen ^^ cp von bis — genommen, so ist dasselbe

offenbar völlig unabhängig von den Constanten m und 7ij weil

es wegen der Bedingungsgleichung m' -|- /i^ __ ^ ^\[^^ Form
7t 7t ^ IL

L JJyi—mhm(p^Vl-n^sm&^~ J J Kl—w^sintp'Kl—n^sin-^^J
u

Q^ C

besitzt, wo c den vorläufig noch unbekannten Werth des

Doppelintegrales

TT n
J 2

/•/• cos gj^^^z-ö- r^y r r^ ^ ^^i^^ji^y^

JJ Vi- ni^in^^ Kl—n* sin -92 JJ Kl—»i^sinqp« Kl—««sin -^^

U

bedeutet.*) Man darf daher die eine der beiden Constanten

??i und ?ij z. B. m mit Null, also die andere (w) mit der Zahl 1

identificiren. Geschieht dies, so zeigt sich augenblicklich,

dass c mit der Zahl -^ und demnach unser Doppelintegral mit

q"^ — zusammenfällt. Andererseits aber hat man

*) Geometrisch folgt dies unmittelbar, weil das Doppelintegral den

achten Theil der Kugclfläche x"^ -\-
y^ -\- 1-= q"^ ausdrückt.
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n n 71 n^

7 2 2* 2

/* /•(;«2 C08 <j)' -f m' cos <9-*0 d& dq) /* /*( 1 - ?;f'Bm qp'— yt^ sin -9-^) dd- drp

u "J <^

7t TT
i[^ '^

"2 ^ 2 ¥

Ö

J Kl — w'^ sin (j)2 J Kl

rf-a

n2 sin #2

und folglich ergiebt sich mit Benutzung der Legendre'schen

Jiezeichnungsweise der vollständigen elliptischen Integrale

erster und zweiter Gattung das Theorem

F\m) E'in) + F^n) E' (ni) - F' {m) F'Qi) = |*).

Um endlich die gemachten Andeutungen über die Art

und Weise, in welcher die gegebenen Gleichungen x=(p{t(,v)

und fj = t {^h ^) ^^^^^ Bestimmung der Integrationsintervalle

des transformirten Integrales zu verwenden sind, in ein helle-

res Licht zu setzen, wollen wir noch einige hierauf bezüg-

liche Beispiele folgen lassen.

1. Sei zunächst das Doppelintegral

op CO

s = ff e-'^'-y' dx dy

mittelst der Gleichungen x == u, y = uv umzuformen.

Sieht man vorerst von den Integrationsgrenzen ab, so

wn*d man wegen ^- = 1, ^— = 0, ^ = t;, ^ = u. also° du ^ d V ^ du ^ d V '

dx dy dx dy t t:» • u
A- 5-=^ — 5- 5^ = M die Beziehung
CU C V V u ^

s = /yc- (!+''> udu

*) Die Verallgemeinerung dieser Formel ist von Catahin in den

„Mdmoires couronnecs par racaddmic de Bruxelles, tome XIV. Deuxiemo

Partie 1841" gegeben. Die Entwicklung und elegantere Darstellung

derselben findet man in einem spätem Aufsatze Enneper's, Zeitschrift

liir Mathematik und Physik von Schlömilch etc. Jahrg. VI. S. 294—300.

Und bezüglich einer andern Ableitungsweise des Legendre'schen Theo-

remes vergleiche man auch Schlömilch: Ueber einige elliptische Inte-

grale. Zeitschrift für Math, und Physik. Jahrg. II. S. 40—56.
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erhalten. Nun aber bestimmen sich die Grenzen von v ver-

möge der Gleichung y = xv ^ wenn für y nach einander die

Werthe und cx) gesetzt werden; sie heissen daher wegen
des positiven x ebenfalls und cx). Das auf u bezügliche

Integrationsintervall dagegen ist aus der Gleichung x = u

zu entwickeln; identificirt man hierin x nach einander mit

und (X?, so erkennt man unmittelbar, dass auch u von bis

CO sich bewegt. Mithin gilt schliesslich die Gleichung

GO OD

deren weitere Behandlung auf Seite 116 gegeben ist.

2. Soll ferner das Integral

in welchem wir selbstverständlich unter f{x'^^-\-y') eine solche

Function von x und y verstehen, für die das Integral nicht

ohne Bedeutung ist, mittelst der Substitutionen x = u cos v,

y == u sin v transformirt werden; so wird man hier für die

Grenzen von v vermöge der Relation '^ = tang v die Werthe

und — erhalten, während das auf u bezügliche Intervall

und CX) heisst. Nun ist

dx div . dy ' dyö- = cos V, -;—- = — u sin V, ^ • = sin y , ^ = u cos v^du ^ V ^ du ^ d V '

sonach

dx dy
du d V
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j'fa^'+y') äx dy=\ Jf{x) dx.

Wie man noch sieht, wird für fix^^tß) = e-(^'+^') wieder

das unter 1. betrachtete Integral erscheinen, also

00 00 OO

.

sein.

3. Als letztes Beispiel wählen wir das Doppelintegral

1 c

in welchem wir die Constante c kleiner als a voraussetzen

und das wir nach Euler mittelst der Gleichungen

V UV

umzuformen suchen.*)

Offenbar empfiehlt sich hier zunächst die Elimination

der Veränderlichen v, indem man dadurch auf die einfache

Beziehung

II V

y ==

geführt wird. Daraus aber folgt, dass für x = die Varia-

bele u den Werth 3o annimmt, hingegen für x = c mit

Null zusammenfällt. Wählt man hierauf in der Gleichung

y
Vd^{\ + M«) - ü*

für y nach einander die Werthe und 1, so wird v augen-

scheinlich die Grenzwerthe und c erwerben. Und da nun

dx ü^u ^x 1 dy {c^ — v^) V

also

*) Vcrgl. Raabe. Differential- u. Integralrechnung. Thl. 2, Abthlg. 1,

S. 160-162.
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dx dy dcc dy

ist, so wird schliesslich

1 c

7i

J J (i + M«) Kc« (1 + "')-«*

d. g.

c ' oo

-

Erweiterte Bedeutungen eines Doppelintegrales.*)

§. 142.

Darstellung: <los bestimmten Doppelintcgrales als Grenzwertli

einer Doppelsummc mittelst Inhaltsbestimmung irgendwie

begrenzter Körper.

Die in §. 135. angestellten Betrachtungen haben uns

gelehrt, wie man sich in der einfachsten Weise von einem

bestimmten Doppelintegrale eine sehr anschauliche Vorstellung

bilden kann, sei sie nun rein geometrischer, oder mechani-

scher Natur. Jene Vorstellung ist gleichwohl nicht die ein-

zig mögliche-, man braucht sich durchaus nicht auf das Ge-

biet der Ebene zu beschränken, sondern kann statt dersell)en

irgend eine krumme Fläche substituiren
,

ja selbst Inhalte

von Körpern lassen sich durch bestimmte Doppelintegrak'

ausdrücken. Wir haben in der That schon früher ein Bei-

spiel zu jeder dieser Vorstellungsweisen kennen gelernt.

Bezeichnete nämlich (p {Xy y) eine innerhalb der bezüglichen

*) Man vci-fjfloichu hier die Vorlesungen Riemann's über partielle

Differentialgleichungen und namentlich Serret: Cours de calcul integral.
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Integrationsgrenzeii endlich blei])encle Function*) und a eine

Constante; so Hess sich ohne die geringste Mühe die Wahr-

heit der Dirichlet'schen Formel
n X an
j dxjcpix, y) dy =fdyf(p{x, y) dx

y

durch Zuhülfenahme eines körperlichen Raumes nachweisen,

und unmittelbar einleuchtend war ferner der Satz, dass die

in §. 131. betrachtete Kugelfunction Xn aus einem über eine

Kugelfläche ausgedehnten Doppelintegrale bestand. Die All-

gemeinheit derartiger Vorstellungen wollen wir jetzt nach-

zuweisen versuchen, und zwar wollen wir mit der Inhalts-

bestimmung eines Volumens durch ein Doppelintegral beginnen,

weil wir die hierbei erzielten Resultate behufs der strengen

Begründung der andern Auffassungsweise, nach welcher das

bestimmte Doppelintegral als Ausdruck für den Inhalt einer

irgendwie begrenzten krummen Fläche erscheint, zu benutzen

gedenken.

Sei nun z = f {x, y) eine von x = a bis x = b und

,j = y his y = h continuirliche und einwerthige Function der

Variabein x und y.**) Zwischen die Grenzwerthe a, b von x
wollen wir n — 1 Glieder o^j, x^, • • . , x,i—i einschalten, die

ebenso auf einander folgen sollen wie b auf a. In ganz

ähnlicher Weise schieben wir zwischen y und h die m — 1

Werthe y^, 2/2; • • •
; ^'«-1 ^^"- Bilden wir nun das Product

wählen in demselben für v alle ganzen Zahlen von 0. bis

n— 1 und ebenso für ^ die ganzen Zahlen 0, 1, 2, ... , m— 1 ***),

und addiren wir endlich die hierdurch erzielten Glieder, so

entsteht die Doppelsumme

vrzO ju =0

*) Diese r.otlingung liegt, wenn auch nicht ausdrücklich erwähnt,

(loch augenscheinlich der frühern Erörterung zu Grunde.
**) Die Definition einwerthiger und continuirlichcr Functionen nieh-

rer Veriinderlichen ist bekannthch den in §. J. gegebenen Erklärungen
ganz ähnlich.

***) Hiernach ist, wie augenscheinlich erhellt,

«0 = «> a;„ = b, yy = (j, y = h.
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welche bei ohne Aufhören wachsendem n und 7?i in das

Doppelintegral

* h

u y

Übergeht.

In der That, die Function z = f{Xj y) lässt sich bei

Voraussetzung eines orthogonalen Coordinatensystemes als

der Abstand irgend eines Punktes einer krummen Fläche von

der //x- Ebene ansehen, und Xjy als die Entfernungen der

Projection jenes Punktes von den Achsen ö^und OY. Den-

ken wir uns alsdann durch die in den Achsen OX und OY
befindlichen Punkte x^, x.^^ . . . > Xn—i und y\y y-iy > •

^ ym—i

Ebenen parallel mit den Ebenen ÄOZ und YOZ geführt, so

wird der von der Oberfläche z == fix, y), der yo;- Ebene

und den durch die Punkte x= a, x = h und y = g, y = h

zu den Ebenen XOZj YOZ parallel gelegten Ebenen be-

grenzte Raum V ersichtlich in i)in prismatisch geformte Kör-

per zerschnitten, deren in der y.f- Ebene belegene Basis

ein Rechteck, dessen Deckfläche ein krummlinig begrenztes

Viereck bildet und die bei fortwährendem Häufen der Zwi-

schenglieder dem Geiste der Infinitesimalrechnung gemäss

als wirkliche Elementarprismen betrachtet werden können.

Die erste Theilung wollen wir uns ferner schon so weit ge-

diehen vorstellen, dass in jedem der vorkommenden Theil-

intervalle die Function z = f{Xj y) um die beliebig klein ge-

wählte Grösse q sich nicht mehr zu ändern vermag; alsdann

wird offenbar der Werth von z = fipc^j y^) , wo allmählich

1» = 0, 1, 2, ... , n— \ und a = 0, 1, 2, ... , w— 1 zu setzen

ist, zwischen /(.rv, y^,) + 9 ^^^^^ /\xy, y^) — Qj demnach der

Inhalt jedes der ])rismatischen Körper zwischen

[fixr, yu) ± 9] [^v+i - Xr] [?/;,+i — y^\

^ sich befinden müssen, wenn man sowohl durch den Endpunkt
der Coordinate z = /\x^,, y^^), als auch oberhalb und unter-

halb derselben in der Entfernung 9 mit der Projectionsebene

//.r parallele Ebenen construirt. Das ganze Volumen T liegt

daher zwischen
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w—1 Vh-1

0-
H—1 y/t—

1

+ (> ^^ (^r+1 — xr) {y^+i — y/u)'

Bei ohne Aufhören fortgesetztem Legen von Zwischengliedern
71—1 m—

1

aber geht ^ %^ G^v+i — x^) {y^+\ — y^,) augenscheinlich in

{h — a) (h — ff) über, und q kann kleiner gewählt werden,

als jede noch so kleine Grösse. Für 71 = 00 und m = 00

fallen daher beide Werthe von S zusammen und folglich wird

V mit

* .) W-l »1-1

/
l/'{x,y)dxdy==\im^^ f(xyj y^) {x^+x— Xr) {y^+i—y^)

^^ 0^0

identisch, eine Beziehung, die man geradezu als Definitions-

gleichung eines bestimmten Doppelintegrales auffassen kann.

§. 143.

Neue Begriindiiiig dos Tlioorcinos von der Vertauscliuiig der

lute^ratioiisordimiig bei Doppeliiitegralen.

Gestützt auf die soeben gewonnene Relation lässt sich

mit der grössten Leichtigkeit das wichtige Theorem von der

Umkehrung der Integrationsordnung bei Doppelintegralen mit

Constanten Grenzen von neuem begründen. Denn offenbar

kann die Berechnung der obigen Doppelsumme in zweifacher

Weise geschehen. Man kann nämlich zunächst alle Glieder

vereinigen, welche denfselben x entsprechen, also nach y
integrireu. Der Grenzwerth, welchen man alsdann für m= oo

erliillt, wird durch das einfache Integral
^

h

j'f{x,y) dy
'/

ausgedrückt. Da imn dasselbe mit ^r^+i — Xy multiplicirt

und V hierin allmählich allen ganzen Zalilcn von bis w -— 1
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gleichzusetzen ist, so ergiebt sich durch Summätion aller

Einzelresultate für w = oo das Doppelintegral

* h

Jdxff{x, y) dy
a (j

als Grenzwerth der Doppelsumme.

Vereinigt man dagegen vorerst alle die Glieder, in wel-

chen y constant bleibt und summirt darauf den mit der

Differenz y^4.j — //^ multiplicirten Grenzwerth

j dxf{x,y)
a

von ft = bis ^ = m —- 1 , so entspringt für m = oo das

Doppelintegral

h h

Jdy jf(x,y)dx,
II «

Nun besteht aber, wie klein die Differenzen Xy^\ — Xy und

y^,_|.i
—

y^^ auch werden mögen, immer die Gleichung

v=zn— 1 jUrrw—1

^ {XyJ^X — Xy)^ fiXyy ?/^) (?/^+l — ?/^)

H^=m—\ v==«—

-

1

mithin findet auch die Beziehung Statt

// /i h h

Jdxjf{x, y) dy =JdyJf{x, y) dx.
u y y a

Die angegebene Definitionsgleichung eines bestimmten

Doppelintegrales mit constant«n Grenzen verliert natürlich

ihre Geltung, wenn die Function fix, y) innerhalb der Inte-

grationsintervalle durch das Unendliche schreitet, oder wenn

die Grenzen ohne Ende wachsen. Die in einem Falle dieser

Art anzuwendenden Gedankenoperationen sind indess nach

den früher gegebenen Lehren als selbstverständlich anzusehen.

Würde z. B. die Function an einer bestimmten Stelle eine

unendliche Discontinuität erleiden, so hätte man diese Stelle

von der Betrachtung vorerst auszuschliessen. Die beiden

übrigbleibenden Theile des Doppelintegrales würden alsdann,

wenn weitere Abweichungen von dem oben erörterten Falle

nicht vorkämen, pIihmi völlig bestimmton Sinn besitzen. Und
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convergirten nun bei fortwährender Annäherung an jene kri-

tische Stelle die so eben erwähnten Integrale gegen bestimmte

Grenzen, so würde auch das vorgelegte Doppelintegral nicht

ohne Bedeutung sein.

§. 144.

Allgemeinere Auffassung der vorigen Betraclitungen.

Bei der vorhin gegebenen Deutung eines bestimmten

Doppelintegrales dachten wir uns den durch dasselbe dar-

gestellten körperlichen Raum F nur nach > einer Seite von

der krummen Fläche z = f{x, y) begrenzt. Offenbar aber

können wir uns ebenfalls die den Raum V begrenzende

//a:- Ebene durch eine von jeder zur 2: - Achse parallelen

Geraden nur in einem Punkte geschnittene krumme Fläche

ersetzt denken. Sogar die Annahme wollen wir der Kürze

halber machen, dass beide Begrenzungsflächen durch eine

einzige Gleichung z=f{Xjy) dargestellt werden; alsdann

repräsentirt z==f{x,y) ersichtlich eine solche gekrümmte

Oberfläche, welche von jeder zur z- Achse parallelen Ge-

raden in nicht mehr als zwei Punkten z = z^ und z = Z
geschnitten wird. Dieser Voraussetzung dürfen wir immer
folgen, weil jeder andere Fall — wie unmittelbar einleuchtet —
durch passende Zerlegung des Volumens V auf den ange-

zeigten zurückgeführt werden kann.

Denken wir uns jetzt das zu berechende Volumen V auf die

//a*-Ebene projicirt und die erhaltene Projection P, die wir

aber wie vorhin keineswege»» als Rechteck voraussetzen, in

irgend einer Weise, also allgemein durch irgend zwei Systeme

von Curven, deren jedes natürlich behufs Unterscheidung der

(vurvenindividuen einen variabeln Parameter enthalten muss,

in Elemente zerlegt. Der Flächenraum P werde z. B. einerseits

durch unendlich nahe liegende Curven M N und M^ N^ in

Streifen M M^ N^ iV, andererseits durch je zwei Nachbarcurven

H S und R^ Si in unendlich dünne Streifen R S S^ /?, zer-

schnitten; alsdann entstehen krummlinige Vierecke cj= a ß y ö

und unter Umständen Elemente w' — z. h. q N^ N und
M M^ p — , deren Gestalt von der des Viereckes mehr oder

weniger abweicht. Der ganze Flächenraum P wird mithin
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durch die Summe Hco + 2Jco' dargestellt. Bedenkt man nun,

(lass jedes der Elemente co' gegen das Ditierential des den

Curven MN und 3/^ A\ Fig. u.

entsi^rechenden Para-

meters verschwindet

und dass der zwischen

den Curven M N und

7l/j N^ befindliche Strei-

fen ein unendlich Klei-

nes der ersten Ordnung

ausdrückt; so wird

einem bekannten Prin-

cipe der Infinitesimalrechnung zufolge*) die Summe ücj' bei

dem ins Unendliche fortgesetzten Processe der Elementenbil-

dung sich der Grenze Null nähern und folglich P bloss als

die Summe der Elemente o erscheinen. Mit andern Worten
aber heisst dies

P= lim 2Jc3'^

selbst hierin können jenem oben angedeuteten Principe ge-

mäss alle gegen a unendlich kleinen Grössen vernachlässigt

werden.

Ueber jedem Elemente » und od' wollen wir uns nun

Cylinder construirt denken, deren Mantellinien der z- Achse

parallel laufen. Durch diese Cylinder wird augenscheinlich

das Volumen V in Elemente zerlegt, deren Inhalte wir be-

ziehungsweise durch die Grössen a}(Z—^o+^) ^^^ ^'(-^'—-^0'+^')

darstellen können, wenn e und £ unendlich klein werdende

Grössen bezeichnen. Werden mithin sämmtliche so erzielten

Elemente vereinigt, so entspringt

*) Dieses Princip lässt sich in folgender Weise aussprechen.

Seien a, «,,..., «„^^ unendlich kleine Grossen, deren Anzahl ?/

unbestimmt wächst und deren Summe C bei fortgesetztem Wachsen
von 71 einer endlichen Grenze zustrebt, ferner bedeuten n, «1, . . . andere

unendlich kleine Grössen, von denen die numerisch grösste f heissen

möge; so hat man, abgesehen vom Zeichen,

a a -{- dl Ui -{- a^ cCi -\- . . . <C ^ C,

folglich

hm (^/ a -f //, of, 4- . . . -f «^^ j «^^_,) ::= 0, lim ji = OO.

Mkykr, l)estiininte Integrale. 30
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F = 2:co{z-z, + s) + Eco' (/: - V + o.
Daraus aber folgt, weil nicht bloss lim 2^ co' = 0, sondern

auch lim 27 os £ = ist,

lim Za' (Z' — z^ -|- «') = und V = lim 2; w (Z — 2:,,).

§. 145.

Beuutzuu^ rechtwinkliger Parallelcoorclinateu.

Nehmen wir jetzt an, dass der Flächenraum P durch

zwei Systeme mit den Achsen OX und OY paralleler Geraden

in Elemente zerschnitten wird, so hat man o = Ax zJ

y

und r == lim (Z — Zq) /Ix z/y.

Die Berechnung dieser Doppelsumme lässt sich offenbar

wieder in zweifacher Weise bewerkstelligen. Vereinigt man
z. B. zunächst alle Glieder, welche dasselbe x enthalten und

nennt tj^ und Y die Werthe parallel der y- Achse, welche

irgend einem der x entsprechen, wobei ersichtlich die An-

nahme gemacht ist, dass keine dieser Parallelen den Umriss

von P in mehr als zwei Punkten schneidet, so wird der resul-

tirende Grenzwerth offenbar durch das einfache Integral

j-

Jxj {Z— z^)dtj
yo

vorgestellt. Die Summe aller dieser Theile aber wird nun,

wenn x = o^q und x = X die Punkte der x - Achse bezeich-

nen, durch welche die das Volumen T begrenzenden, mit der

f/x- Ebene parallelen Ebenen zu construiren sind, zu dein

J3oj^pelintegrale

''=/''-^/(^ -««)<?.'/•
2/0

Summirt man dagegen in der Weise, dass man zunächst //

und z/// als constant ansieht, und nennt man nun die zu ir-

gend einem ?/ gehörigen Abscissen a;„' und X\ wobei augen-

scheinlich ebenfalls wieder vorausgesetzt ist, dass der Umriss
von /' auch durch die der x - Achse parallelen Geradon

höchstens in zwei Punkten geschnitten Averden kann; so er-

hält man das Integral

V
(/(/ f(Z c„) (fx.
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Und heissen nun y,/ und V die Werthe von y, welche parallel

der ij - Achse die Grenzen des Contours von P bestimmen,

HO wird das Ergebniss der nach ij zu vollziehenden Summa-
tion durch das Doppelintegral

yö ^o'

ausgedrückt.

Bildet ein Rechteck die Begrenzung von P, so fallen er-

sichtlich die Werthe a:^, X und y^), V beziehungsweise mit

den Grössen x^' ,
Ä' und //„', ¥' zusammen, und man hat nun

wieder das bekannte Theorem von der Umkehrung der Inte-

grationsordnung bei Doppelintegralen mit constanten Grenzen.

§. 146.

Bostiininung des ganzen von einer krummen Fläclie

eingosclilossencn Raumes.

Soll das ganze Volumen des von der Oberfläche z=/'{x, y)

oder F{x, y , z)=0 eingeschlossenen Raumes ermittelt werden,

so braucht man nur den projicirenden Cylinder zu construiren.

Der Durchschnitt desselben mit der //.T-Ebene liefert alsdann

die oben bezeichnete Fläche P. Alle Punkte der Oberfläche

F{xj yjZ) = i)y in denen die Berührungsebene eine zur Pro-

jectionsebene senkrechte Lage annimmt, genügen der Gleichung

r- =0, und die Elimination von z zwischen dieser Beziehung

und der andern F{x,y^ z)=0 liefert die Gleichung (p{x,y)=0
für den Umriss von P. Die Auflösung dieser Relation nach //

lehrt uns dann die Werthe y = y^ und y = V kennen. Die

auf X bezüglichen Tntegrationsgrenzen hingegen bestimmen
sich sofort vermöge der Bemerkung, dass in den ihnen ent-

sprechenden Punkten der Oberfläche die berührenden Ebenen
parallel mit diT //r-Ebeiie laufen, dass mithin die Coordinaten

(lieser J\inkte die drei (Gleichungen

befriedigen müssen.

30'
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§. 147.

Amvenduiig: der Polarcoordiiiateii.

Denken wir uns die Fläche P durch ein System von

Kreisen, deren Mittelpunkt im Ursprünge des orthogonalen

Coordinatensystemes sich befindet und durch ein von diesem

Punkte ausgehendes System gerader Linien in Elemente zer-

legt; so wird für das Element o offenbar hier der Ausdruck

^ [{q -\- ^d qY — Q^] z/O- gelten, wenn q den veränderlichen

Radiusvector und %' die variabele Amplitude des Polarcoordi-

natensystemes ; d. h. den Winkel zwischen q und der positiven

.T-Achse bezeichnet. Der vorstehende Ausdruck lässt sich

indess durch den einfachem q/]q^%^ ersetzen, weil w ein

wirkliches Element sein soll, und daher erhält man

F= lim 2;(Z — z^) QzJQ^d^.

Die Berechnung dieser Doppelsumme geschieht — wie ohne

Mühe sofort erhellt — am einfachsten, wenn man mit der

Vereinigung aller Elemente, die demselben d" entsprechen,

Fig. 15,

7^

beginnt. Nimmt man dabei vorerst an, dass der Ursprung
des Coordinatensystemes ausserhalb der Fläche P sicih befindet,

dass jeder Radiusvector dem Umrisse derselben höchstens in

zwei Punkten begegnet und nennt r,j und B die Grenzen,

zwischen denen q sich bewegt; so stellt offenbar
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äd' f q{Z — z„) (fQ

K

den sich ergebendeu. Grenzwerth vor, also den Inhalt des

Volumenelementes, dessen Projeetion auf die ya;-Ebene das

Stück 7n^^MM^m der Fläche P ist, welches von den unter den

Winkeln -O- und Q' -{- J^^ gegen die .^-Achse geneigten Radien-

vectoren OM und OM^ begrenzt wird. Die Summation aller

R
Elementarcylinder dd' j q{Z — Cj,) (Iq aber führt schliesslich

zu der Beziehung
ro

wo -O-y und & die äussersten Werthe von '0' bedeuten, für

welche es noch Punkte auf dem Contour von P giebt.

Liegt dagegen der Ursprung des orthogonalen Coordinaten-

systemes innerhalb des Flächenraumes P, so wird die erste

Integration von ^ = bis q = B und die zweite von 0" ==

bis d' = 27t sich erstrecken und folglich nunmehr

V==fd»/Q{Z-Zo)dQ

sein.

§. 148.

ErlUiitcruiij^ der vorhergclicndeii Botraclitungcii durch einige

Beispiele.

Des bessern Verständnisses wegen wollen wir die voraus-

gegangenen Entwicklungen durch einige Beispiele näher er-

läutern. Wir beginnen zu dem Behufe mit folgender Aufgabe.

I. Der zwischen den positiven Seiten dreier auf einander

senkrecht stehenden Goordinatenebenen befindliche, von der

y.r-Ebene, einem hyperbolischen Paraboloid xfj = az, wo (f

constant ist und einer Ebene x -\- tj -\- z == a begrenzte Raum
soll seinem cubischen Inhalte nach bestimmt werden.

Da das Paraboloid durch die Achsen der x und y geht

und die Ebene x -\- {/ -{- z — a = die Projectionsebene

2r = in der Geraden 31B, deren Gleichung f/ -{- x — a =
heisst, schneidet; so wird hier augenscheinlich die Fläche 7'
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durch das rechtwinklige Dreieck MAB vorgestellt. Und weil

ferner die yo;- Ebene zu den Begrenzungsflilchen gehört, so

ist r„ = 0. Den andern Werth z = Z hingegen hat man theils

aus der Gleichung x+ y+ z— a=-0, theils aus der Gleichung

Fig. 16.

des Paraboloides xy =^ az zu entlehnen, je nachdem nämlich

der aus der ersten oder letzten jener beiden Relationen sich

ergebende Werth von Z der kleinere ist. Endlich lehrt schon

der oberflächlichste Blick auf die vorstehenden Beziehungen,

dass es hier völlig gleichgültig ist, nach welcher der Ver-

änderlichen wir zuerst integriren. Beginnen wir also z. B.

mit der Integration nach y, so wird, weil alsdann y^ = ^N

V=a — X ist, /' ersichtlich durch das Doppelintegral

V=Jd,-JZdy
ü

ausgedrückt. Nun ist aber einerseits Z
;r if

SO lange luim-

•^ .'/

lieh ' •'
<C a ~ X — y, d. h. so lan^^e // < "A" J^/ und au-

derseits Z = a

üngleicliluMf ' '^ >

Mau hat dülirr ,|i,'

X —
[I \\\\

a — X

\\ t rthe von //, welche drr

d.
n (fl— X

>• .'/ >
«-foT

fe'enugen.
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a (n — x)

a-\-x

() » (n-x)

a+x

_ fi
«^t-- _i ^ ^* -\-^axl r _ Y^ ^ x{a — xY *)—

\J («+ .r)2 1"
fl -f-.c 2 (« -f xf\

^ ^ 2 (a + ic) '

und demnach findet schliesslich die Gleichung Statt:

a n

"o = (Ji--lg4)«^

IL Um den Mittelpunkt M eines rechtwinkligen Achsen-

systemes wollen wir uns mit dem Halbmesser R eine Kugel

x' -\- iß -\- z'^ = Er construirt, dieselbe alsdann von einem

Cylinder iß -\- x^ — Bx = durchschnitten denken und nun

das von der ya;-Ebene und jener Kugelfläche begrenzte, in

dem Cylinder befindliche Volumen V zu ermitteln suchen.

Nehmen wir an, dass die Fläche I\ welche hier augen-

scheinlich mit der Basis des Cylinders identisch ist, durch

die Polarcoordinaten (>, -S", deren Pol in M liegt, in Elemente

zerschnitten wird, und beachten wir, dass man behufs der

Berechnung von V wegen der hier herrschenden Symmetrie

den Bogen -O- nur von bis zu wählen und schliesslich

das so erhaltene Resultat bloss zu verdoppeln braucht: so wird

J' oft'eubar durch das Doppelintegral

TT

~2
fi COS .^

r = 2
I
d^

I
]/R' — q"- QilQ

dargestellt, weil durch Einführung der Coordinaten q, % statt

.r, y der Umriss von P durch die Gleichung q — H cos ^ = 0,

die Kugel fläche dagegen durch die Beziehung z'* = Jl- — q^

charakterisirt wird. Aber

*) Diesen Wertli hätte man ohne Intej^fration finden können, wenn
man sofort das zu berechnende Vohimen durch Ebenen parallel mit der

//:-Ebenc in unendlich dünne dreiseitige »Schichten zerschnitten hätte.

\ergl. Scrrct. Cours de calcul integral, page 278.
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= — ^ ^—|- const.

also

2 j QdQ j/B''~^Y' = i 1(' - I A*'' sin ^»

und demnach
TT

V = I ^VV — ""' ^'') ^^-^ == t ^^^ — ^^S

weil

n
z 2 ^

/sin 0-3 <?^ = \ r(3sin^-sin3.'>)^^=ir—3^^-3eos^l=|.0*0
Wie man sieht ^ ergiebt sich hieraus ohne weitere Rech-

nung, dass der Inhalt des von der ganzen Kugelfläche um-

schlossenen Cyhnderraumes mit | A^jt— ^ R^ gleichbedeutend

ist, dass also die Halbkugel einen um f R^ grössern Inhalt

besitzt, als das genannte Cylindervolumen.

III. Als eine letzte Anwendung der vorhergehenden

Theorie wollen wir nach Poisson's Vorgange*) die Werther-

mittlung des schon Öfter betrachteten Integrales

00

das bekanntlich mit }/% identisch ist, wählen.

Denken wir uns nämlich die durch die Gleichung ;:= c-**^'

dargestellte Curve um die r-Achse gedreht, so beschreibt die-

selbe eine krumme Fläche, deren Gleichung z = e-'^'-'J' lautet.

Der von dieser Rotationsfläche und der ya; Ebene begrenzte

Raum wird daher dargestellt durch das Doppelintegral

V =fj'^e-^-y' dxdtj.
— 00 —cc

Setzt man nun der bessern Einsicht halber voraus, dass dieses

VolunuMi vorerst durch einen Cylinder x* + y*^ = q"^ begrenzt

*) Analytische Mechanik §.512.
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sei, so wird di« Projection P dieses Volumentheiles mit der

Basis jenes Cylinders zusammenfallen und folglicli durch das

Integral

fc-tQ(lQ,

also das zu ermittelnde Volumen V durch das Integral

fdd'fe-Q'QdQ =f[^e-Q"] dd' = n
Ü

ausgedrückt. Weil aber x und y völlig unabhängig von einander

sind, so lässt sich V auch in folgender Gestalt schreiben

GC 00

V= f e—''" dx . j e-y" dy = a^

,

— 00 — oo

und daher wird a = \/7t.

Inhaltsberechnung gekrümmter Flächen mittelst

Doppelintegrale.

§. 149.

Allgemeine Theorie.

Wenn man den Inhalt einer irgendwie begrenzten Ober-

fläche in Zahlen auszuwerthen gedenkt, so hat man vor allen

Dingen über den Sinn und die Bedeutung eines derartigen

'Beginnens sich Rechenschaft zu geben, indem von einer un-

mittelbaren Uebertragung der bei der Quadratur ebener Flächen

geltenden Grundvorstellungen auf krumme Flächen nicht wohl

die Rede sein kann. Nöthig also ist es vor allem, sich zu-

nächst einen genauen Begriff von dem zu bilden, was man
Inhalt einer krummen Fläche nennt. Dazu gelangen wir in

der strengsten und elegantesten Weise, wenn wir mit Serret

folgende Betrachtung anstellen*).

Wir denken uns die gegebene Oberfläche auf ein recht-

winkliges Achsensystem bezogen und setzen voraus, dass die-

selbe durch einen Contour C begrenzt sei, eine Annahme,
die offenbar immer erlaubt ist, weil für den Fall der Inhalts-

^) Calcul integral, page 295.
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bestimmiing einer in sich zurückkehrenden Fläche durch eine

passende Zerlegung derselben in Theile und nachherige Ver-

einigung dieser unserer Voraussetzung stets Genüge geleistet

werden kann. Die durch C begrenzte Fläche P denken wir

uns ferner auf die a;y-Ebene projicirt, deren Lage wir aber

so voraussetzen, dass keine der Berührungsebenen, welche

wir in den verschiedenen Punkten unseres gekrümmten Flächen-

stückes P construiren können, rechtwinklig zur Projections-

ebene steht. Auch diese Annahme ist immer möglich, weil im

entgegengesetzten Falle die Fläche P nur als eine Verbindung

von Theilen aufgefasst zu werden braucht, von denen jeder

der gestellten Forderung genügt. Heisst nun C' die Projection

von Cy so wird die von ihr in der //.r-Ebene begrenzte Fläche

die Projection von P bilden. In diese letztere wollen wir uns

ein Sehnenvieleck mit unendlich kleinen Seiten einbeschrieben

und dieses wiederum in unendlich viele Dreiecke o, o^, a,,, ..

.

deren Seiten sämmtlich unendlich klein sind, zerlegt denken,

was offenbar auf die verschiedenste Weise möglich ist. Con-

struiren wir alsdann über jeder Dreiecksfläche ein Prisma,

dessen Kanten der ^-Achse parallel laufen, und verbinden wir

darauf ihre Durchschnitte mit der Fläche P geradlinig, so

wird augenscheinlich eine polyedrische Fläche 77 erzeugt,

welche von der dem Contour C eingeschriebenen gebrochenen

Linie begrenzt wird, deren Projection in der ya;-Ebene mit

dem Perimeter des Sehnenvieleckes zusammenfällt. Nennen
wir nun 'S-, 0-, , -O-.^, . . . die Winkel, welche die Seitenebenen

des Polyeders 77 mit der Projectionsebene bilden, so ist offenbar

cos ^ ' cos ^, " cos -O-^
""

* *
' X / cos -9-*

Die Grösse 77 aber lässt sich in noch anderer Weise aus-

drücken. Construirt man nämlich immer durch einen v(Tn den

Scheiteln der Dreiecke "^, -^~
, . . . Tauü-entialebenen an

cos 'S-' cos -9-,
^ ^

l* und nennt rp, 9?,, . . . die Winkel derselben mit der Pro-

jectionsebene, so darf man offenbar setzen

cöT^ ""
cos (p

(^ + ^)' cos"^
""

cös"^ (} + ^\)y - ' • y

wenn jedes e eine der Null sich nähernde Grösse bezeichnet.

Daraus aber fliesst weiter, dass
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X / cos cp ' X / cos q)

Nun sind z und cos 9) Functionen der Veränderlichen x und y;

die Gleichung Z = wird daher eine krumme Fläche° cos qp

repräsentiren , welche mit der yx-Ehene und der zu ihr senk-

rechten Cylinderfläche, deren Leitlinie C heisst, ein Volumen

V bestimmt, für welches nach §. 144. die Beziehung

V= lim HZco = lim 2J
cos qp

gilt. Setzt man mithin den im Obigen näher charakterisirteii

Process der Zerlegung unserer Fläche P in Elemente ohne

Aufhören fort, so nähert sich der erste Theil von 77 seinem

Werthe nach der Grenze V und daher niuss dem bekannten,

in §. 144. erwähnten Fundamentalprincipe der Infinitesimal-

rechnung gemäss lim "^ ^,* = 0, also lim 77 = T, d. h.

/'== r sein.

Da die Grenze V bekanntlich von der besondern Gestalt

der Flächenelemente a völlig unabhängig ist, so muss Gleiches

natürlich auch von P gelten. Man hat daher, in welcher

Weise auch immer die von 6" begrenzte Fläche in Elemente

zerlegt werden mag, stets die Relation

7>=lim y-^-,X I cos (p

Diese Gleichung existirt selbst dann noch, wenn für einige

isolirteji Punkte des Contours C die in denselben zu con-

struirenden Tangentialebenen eine zur Projectionsebene winkel-

rechte Lage annehmen. Denn wählt man einen dem C unendlich

benachbarten Contour 6',,, für welchen die obigen Bedingungen
befriedigt Averden und nennt nun /'„ die von C^^ l^egrenzte

Fläche, sowie J'„ jenes Volumen, welches von /*,,, der Pro-

jection von P^^ auf die .ry-Ebene und dem zu C^^ gehörige] 1

projicirenden Cylinder umschlossen wird; so hat man I\ =^ T',,.

Nun nähert sich, wenn 6^ der Grenze C zustrebt, ['„ dem J',

und P^ besitzt P zur Grenze ; die Gleichung P= lim y—
' ° X / cos qp

muss daher auch für den Grenzfall noch in Kraft bleiben.

Mit der grössten Leichtigkeit endlich lässt sich aus der

für P gefundenen Relation die Grösse für das Element da
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der Fläclie P liorleiteu. Sind iiüralich ^'„ und ^ beziehungs-

weise der grösste und kleinste Werth des veränderlichen

Winkels (p innerhalb des Umrisses C, so liegt offenbar der

Werth von "V—— zwischen ——- "V o und ——- 'V w.
X/ cos rp COS 'tpQ ^^ cos 1/» ^^

Bezeichnet folglich ^' einen zwischen ^^ und ^ befindlichen

Winkel und A den Inhalt der von C begrenzten Projection

der Fläche P, so hat man die Beziehung

P= - ~ , lim V« =—-..
cos 1p

' Xf cos 1p

Nimmt man nun an, dass C, also auch A unendlich kleui

wird, so muss natürlich auch P von Null um weniger als jede

noch so kleine Grösse verschieden sein, d. h.

da = -—-7-
cos ip

Und heisst jetzt wieder cp der Winkel, den die in irgend einem

Punkte des Elementes da construirte Berührungsebene mit

der y.T-Ebene bildet, so wird man ersichtlich die Gleichung

bilden können

cos tp cos cp ^ ' ^

'

in der 8 eine unendlich kleine Grösse bedeutet, und dem-

nach ist

da =-^(1+8),
cos (]p ^ ' ^

§. 150.

Anwcn<liiiig- rcchlwinkliger Parallelcoortliiiatcn.

Heisst z=f{xjy) die Gleichung der auf ein recht-

winkliges Achsensystem bezogenen Oberfläche, und setzt man
— wie üblich — um der Kürze willen

dz dz

dx ^ oy '

so wird den Lehren der analytischen Geometrie des Raumes
zufolge der oben erwähnte Winkel (p durch die Gleichung

1
cos Op = -TT -:,

Kl + p« + 9*
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(lefiiiirt. üer Inhalt eines irgendwie begrenzten Stückes P der

Fläche z = f{Xj y) wird demnach dargestellt durch das Dop-

pelintegral fdöj/l-fp^-\- q^. Dasselbe lässt sich offenbar

auch hier in zweifacher Weise berechnen, indem man ent-

weder mit der Integration nach y, oder nach x beginnt.

Nehmen wir zunächst den ersten Fall, so folgt

X r

P =JdxJ dxj yv^fTj^^,

wenn wir voraussetzen, dass jede der y-Achse parallele Gerade

den Contour C höchstens in zwei Punkten schneidet und als-

dann den Anfangs- und Endwerth des zu irgend einem der

in Frage komnienden x gehörenden y bezüglich y^^ und Yy

sowie Xq und X die Grenzwerthe von x nennen.

Wird dagegen zuerst nach x integrirt , so erhält man die

Gleichung

r X'

-J"I:

\

dxyi +p' + q'.

Die Constanten y^^' und F^' bedeuten dabei augenscheinlich die

äussersten Werthe von ?/, für welche noch Punkte auf dem

Contour C sich befinden, und o;,/, JC' sind die zu irgend einem

y gehörenden Werthe von x. Auch hierbei ist ersichtlich

wieder die leicht zu befriedigende Annahme gemacht, dass C
von jeder zur Achse der x parallelen Geraden in nicht mehr

als zwei Punkten geschnitten wird.

§. 151.

Benutzung ebener Polarcoordiuaten.

Für manche Untersuchungen ist es zweckmässiger die

von C begrenzte Fläche nicht wie vorhin durch Parallelcoor-

dinaten, sondern durch ein System von Kreisen und geraden

Linien in Elemente zu zerlegen. Sind daher jetzt q und -9

bezüglich Radiusvector und Amplitude des Polarcoordinaten-

systems, dessen feste Gerade die o^-Achse bildet und dessen

Pol, der Mittelpunkt des orthogonalen Achsensystems, wir

zunächst ausserhalb des Contours C voraussetzen ; so wird dem
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Frühern zufolge das Flächenelement o bekanntlich durch

gdodd^ und daher da durch ^^dargestellt. Integrirt man
^ ^ COS (p

nun zuvörderst nach q , was — wie wir aus früher gepflogenen

Untersuchungen wissen — hier am vortheilhaftesten ist; so

wird

/i

p = j'd» r "''
cos g)'

wenn nämlich jeder Fahrstrahl q dem Contour C in nicht

mehr als zwei Punkten begegnet und nun für irgend ein d-

die entsprechenden Werthe von q beziehungsweise ^q und B,

die Grenzwerthe von d' dagegen ^'q und & genannt werden.

Einfacher wird diese Formel, wenn zwei Contouren, von

denen der eine den andern umschliesst, die Projection des

Flächenstückes P begrenzen und gleichzeitig der Pol des Coor-

dinatensystemes im Innern des kleineren Umrisses sich befindet

;

man hat nunmehr die Gleichung

271 R

cos Cp

Qo

Und hieraus folgt wieder für den Fall, dass der kleinere Con-

tour mit dem Pole des Coordinatensystemes zusammenfällt,

die noch einfachere llelatiou

cos (p

"in K

271 tM
Die vollständige Erledigung der jetzigen Betrachtung erfordert

also })loss noch die Darstellung von cos cp mittelst der partiellen

Derivirten von z nach q und ^. Da mm .r= () cos 0-, ?/= (>sinO",

folglich z=f{Q cos '9', Q sinO-] ist, so müssen die Beziehungen
Statt finden

IIIKl

^ ""^
aä^ + ^ a-^

^ ^ [~^' '^"^ '^ + ^ cos -9],

il. g.
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(^0^+9^ {Uy='''' (<=°' »•+ .sm»-0+ *^ (cos #2+ sin »^).

Und daher wird

cos <p /" ^ ^ \dQj ^ p2 Va^y '

demnach schliesslich mit Unterdrückung- der Integrations-

m'enzen, um sämmtliche oben erwähnten Einzelresultate in

einer Formel zusammenfassen zu können,

Zur Erläuterung des soeben Erörterten wollen wir den

Flächeninhalt des Theiles der Kugelfläche x'^ -\- y"^ -\- z"^ == \

zu ermitteln suchen, welcher sich auf der xy-Ehcne im Innern

der Fläche projicirt, deren Umriss von der durch die Polar-

gleichung

1. (. = K't(i-tg#):
bestimmten Linie gebildet wird*).

Da die eben definirte Curve eine völlig symmetrische

Lage gegen die x - und y - Achse besitzt, so brauchen

wir bei unserer Betrachtung bloss denjenigen Theil des zu

l)erechnenden Kugelflächenstückes zu berücksichtigen, dessen

Projection in einen der Quadranten der xy - Ebene fällt.

Und daher können wir bei der Litcgration nach -O- diesen

Bogen von bis wählen. Das auf ip bezügliche Litegra-

tionsintervall hingegen umfasst die Werthe von q = bis

p == L Denn weil im vorliegenden Falle das Flächenelement

fla = ^ ——^ den Werth ^rr:^-^=r: besitzt, dieser Ausdruck aber
cos 9 yi p«

'

nur reell blei])t, solange ()- < 1 ist; so sind off'enbar jene

Werthe q der Gleichung 1. für unser Problem ohne Bedeu-

tung, welche den zwischen und liegenden Bogen -9" ent-

sprechen. Für alle diese Winkel können daher mir und

der Kugelhalbmcsser 1 die Grenzen der Litegration nach ^

*) Man vergleicbe hiermit die Polargleichunpf Q-= a^cosd^^ (1 -ig&'^)

tler Lenmiscate.
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sein. Die den Bogen von -9" = bis d" = -~ entsprechenden

Wertlie q der Gleichung 1. dagegen h'efern reelle Ausdrücke

für (lo. In diesem letztern Falle bestimmen mithin q =
und Q = l'^O- — tang 0-2) das Integrationsintervall von (j.

Fassen wir nun dies Alles in einen Ausdruck zusammen, so

gewinnen wir die Beziehung

n n
6 1 T j/fa-tg^'')

d. g. durch Ausführung der Rechnung

/>=
^ +^ lg (1 + ;/2) - y^ lg [,/3 + ]/2].

Denn

1 1 |/fa-tg^')

und

7t

d%

n jt

« G

n n
4 4

= iWA.^.^) _ r 2 cos ^ d%

Mit Rücksicht auf die bekannte Formel

aber erhält nlan

^JrttgXl =^ l^g
[/l '^^"g^^+ ^/-i+ Itang^^lj

= ^flg[//:)+y2]
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und

Nicht so einfach würde diese letztere Integralbestimmung

sich gestaltet haben, wenn man das Integral mittelst der

nahe liegenden Substitution Y^ tg '^'^ — \ = u in die Form
1

= ^i lg (/3 + 7/2) - ^2 lg (1 + /2)
umgesetzt hätte. Ausser der vorhin angewendeten Integral-

f'ormel hätte man alsdann auch noch die andere

r ^^ 1:=, ^A loQ.^y^LJE+^J'^Hhyg -|_const

l)erücksichti£jen müssen.

I

§. 152.

Aiiwciuluiig' rUuiiiliclior Polarcoordiiiatoii.

Die bislierigen Betrachtungen bedürfen noch insofern

einer Vervollstäudigung, als wir mit einigen Worten auch

jener Form gedenken müssen, unter der bei Benutzung räum-

licher Polarcoordinaten das im Obigen gewonnene Oberflächen-

integral erscheint.

Bekanntlich wird bei Zugrundelegung eines Polarcoordi-

natensystemes der genannten Art jeder Punkt des Raumes als

der Durchschnitt dreier sich rechtwinklig schneidenden Flächen

aufgefasst, von denen die eine eben ist, die beiden andern

liingegen gekrümmt sind. Diese letztern werden repräseutiri

durch eine aus dem Pol mit dem veränderlichen Hall)-

messer q beschriebene Kugelfläche und tlurch einen Rotations-

Mkykr, hestlmmte integrale. 31
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kegel, dessen Spitze im Pol liegt und dessen erzeugender

Winkel 0' der von dem Radiusvector q und der Polarachse OX
eino-esclilossene Winkel ist. Die Ebene endlich wird dadurch

charakterisirt, dass sie durch die Polarachse OJC gehen und

mit der Polarebene den Winkel g? bilden soll. Die Intervalle,

innerhalb welcher die drei Veränderlichen 9, d^ und g) sich

zu bewesren haben, um sämmtliche Punkte des unendlichen

Raumes umfassen zu können, werden gewöhnlich in der Weise

gewählt, dass q alle Werthe von Null bis + cx), der Bogen ^
die Werthe von bis 7t und der dem Winkel cp entsprechende

Bogen alle Werthe von bis 27t anzunehmen hat.*)

Lässt man z. B. für einen durch die Coordinaten q, 0", qp

bestimmten Punkt M die Variabein d- und cp beziehungsweise

in -ö- + dd'f cp -\- (Icp übergehen, so wird durch den .Durch-

schnitt der dem Halbmesser q entsprechenden Kugelfläche

mit den beiden Ebenen und den beiden Kegelflächen das Ele-

ment CO der Kugelfläche erzeugt, das als ebenes Rechteck an-

gesehen und daher seinem Inhalte nach durch qt sin %' d^ dcp*^)

dargestellt werden kann. Die ganze Oberfläche 4 q"^ 7t der

Kugel wird folglich durch das Doppelintegral

271 n
Q^ f dcp f dd' sin -O-

ausgedrückt.

Wird die Gleichung irgend einer Oberfläche in Polarcoor-

dinaten gegeben, und bezeichnet alsdann M irgend einen der

Punkte dieser Oberfläche, welche durch das System der oben er-

wähnten Flächen bestimmt werden, so wird auf jener Oberfläche

durch den Kegel, dessen Spitze im Pol sich befindet und dessen

Basis das Element co der mit dem Halbmesser q aus dem Pol

durch M construirten Kugelfläche bildet, ein Element da erzeugt,

dessen Orthogonalprojection auf die genannte Kugelfläche w
heisst. Da nun a von der Projection unendlich wenig ver-

schieden ist, welche auf der im Punkte M construirten Tan-

gentialebene der Kugelfläche erscheinen würde; so darf man
offenbar die Relation bilden

*) Dieser letztere Bogen erhält ebenfalls das Intervall (0, tt), wenn
Q als algebraische Grösse auftritt.

**) Eigentlich ist w = 9' sin d- fli> dcp (1-f 5) zu setzen, wo lim f=0.
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Q^ sin-O" (IQ- dcp

cos l/>
'

wenn man mit il^ den von q und der Normale zur Oberfläche

einsreschlossenen Winkel bezeichnet. Um aber diesen Cosinus

mittelst der Veränderlichen q , %^ j Kp auszudrücken, bedenken

wir Folgendes.

Die im Punkte M zu den Seiten q d^ und q sin %• d(p

des krummlinigen Viereckes oa construirten Tangenten bilden

mit dem Radiusvector q ein orthogonales Achsensystem, auf

das wir die Gleichung der gegebenen Oberfläche uns für den

Augenblick bezogen denken können. Alsdann sind die Coordi-

naten von 31 sämmtlich mit Null gleichbedeutend, die den

Zunahmen q d%' und q sin %• dcp der beiden andern Coordinaten

entsprechenden Veränderungen von q aber werden ausgedrückt

durch die partiellen Differentiale ^ dd^ und ^ dcp. Nennen

wir mithin die Verhältnisse derselben zu den Differentialen

Q dd- und Q sin d" d(p beziehungsweise p und q ^ und berück-

sichtigen wir endlich die bekannte Beziehung

cos q) =
Vi+p'+ g''

so erhalten wir jetzt unmittelbar für da die Gleichung

Und daher wird irgend ein Stück S der Oberfläche durch

das Doppelintegral

ausgedrückt, dessen Grenzen aus den Bedingungen der jedes-

maligen Aufgabe zu entwickeln sind.

Die soeben entwickelte Integralformel verliert offenbar

ihre Anwendbarkeit in den Fällen, in welchen die Polar-

gleichung der Oberfläche die Grösse q nicht enthält. Ein
solcher Fall würde z. B. eintreten bei Berechnung derjenigen

Fläche, welche durch die Bewegung einer Geraden erzeugt

wird, wenn diese au einer dojjpelt gekrümmten Curve hin-

I

•) Vergl. §. 141.

31*
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gleitet und dabei fortwährend durch einen festen Punkt geht.

Wühlt man nämlich in diesem Falle den festen Punkt zunächst

zum Ursprünge eines rechtwinkligen Coordinatensystemes und

nennt x, y, z die Coordinaten eines Curvenpunktes; so werden

Y= ^ X und Z=^- X die Gleichungen des ihm entspre-

chenden Radiusvectors sein. Die Elimination von a*, y, z

zwischen diesen und den beiden Gleichungen der Curve füh-

ren alsdann zu der Gleichung F {X, Y, Z) = der gesuchten

Fläche. Indem man nun hierin die rechtwinkligen Coordi-

naten durch Polarcoordinaten ersetzt und bedenkt^ dass zu

bestimmten ^, rp unendlich viel q gehören müssen, so kann

offenbar die transformirte Flächengleichung f{^, cp) = Q die

Grösse q nicht enthalten, weil, wenn /((), -Ö-, g)) = die Trans-

formation von F{X^ Y , Z) = wäre, zu bestimmten -O", (p

eine beschränkte Anzahl von Werthen des q gehören würde.

In Fällen dieser Art muss man das für rechtwinklige

Coordinaten geltende Doppelintegral / i dx dy j/l -{- P' + q-

etwa durch Einführung der neuen unabhängigen Veränder-

lichen Qy d^ statt Xj y in die entsprechende Form umzusetzen

suchen, was ohne grosse Mühe möglich ist, wie man des

Nähern bei Dienger nachsehen kann.*)

§. 153.

Vt^rwaiidlung von Doppolintegralen mit verruulerliclien Grenzen
in solche mit constanton Grenzen.

In der Lehre vom einfachen Integral haben wir die ausser-

ordentliche Tragweite des Theoremes von der Umkehrung der

Integrationsordiiung bei Doppelintegralen mit Constanten

Grenzen in sehr ausführlicher Weise kennen zu lernen Ge-

legenheit gehabt. Bei Doppelintegralen mit variabeln Gren-

zen erfreuen wir uns, wie wir durch Dirichlet wissen, nur

in einem speciellen Falle eines ähnlichen Vortheils, nämlich

dann, wenn in dem zu behandelnden Integrale bloss eine der

Grenzen veränderlich ist und zwar mit einer der unabhänffijjfen

Difforciitial- u. Integralrechniiiio- p„l. -j. S. .'iOO— .397.
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Variabein zusammenfällt. Nicht ohne Interesse dürfte daher

der Satz sein^ dass jedes Doppelintegral mit veränderlichen

Grenzen ohne Mühe in ein anderes mit constanten Grenzen

sich verwandeln lässt.
h .Tj

In der That, seien in dem Integrale f dx f (p{x, y) dij

die Grenzen x^^ und x,^ irgend welche Functionen von x.

Setzt man nun

y = ^*ü + (-^i — "^o) ^1

so wird offenbar in Bezug auf die neue Veränderliche z das

Integrationsintervall und 1 heissen und demnach das vor-

gelegte Integral in das folgende

h 1

J dx [x^ — x,,)fq) [x, Xq + (x^ — x^;} z] dz
u

übergehen. Daraus aber fliesst weiter, wenn man für den

Augenblick x^ mit Null identificirt und wieder y statt z

schreibt:

h .r, h 1

J'dxfcpix, y) dy = J x^ dxjcp^x, x^ y) dy.

Und da nun immer die Beziehung gilt

// .Tj h .r, h .ro

fdxf(p{x, y) dy =J dxf(p(x, tj) dy — Jdxjcp{x, y) dy,
a X^i u U <l ü

so findet auch allgemein die Gleichung Statt:

h .r, h 1 h 1

J.J'dxf(p{x,y) dy=fx^dxj(p{x,x^tj)dy—j'x^dxj(p{XyX^^y)dy:''')

1. Sei beispielsweise das Integral

u^r fdx r,,-
--^

-.

*) Abgesehen von dem soeben Mitgetheilten lässt sich das ursi)rüng-

Hche Doppelintegral auch mittelst der Substitution

in ein anderes mit constanten Grenzen umsetzen. Auf diese Weise

nämlich erhält man sogleich

h X, /y 4-1

Jdx J(f{x, y) dy = {Jdxjcp [x, { (.to+ a-,) -f \ {a:i— XQ)y] [a;,— a^o] dy.

a Xq u — 1

Vergl. Raabe. Integralrechnung. Thl. II, Abthl. 1, S. 434.
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zu bestimmen. Geometrisch gedeutet drückt dasselbe den

jenigen Tlieil der auf rechtwinklige Achsen bezogenen Kugel-

fläche X- + y'^ -(- z^ = r^ aus, welcher auf der Seite der posi-

tiven y und z innerhalb des Cylinders x"^ — r x -\- z"^ =
liegt. Denn eliminirt man vorerst aus den beiden gegebenen

Gleichungen die Grösse Zj so erhält man die Relation y-=r'^—f^x,

und diese zeigt, dass die Projectiou des Durchschnittes der

Kugel- und Cylinderfläche auf die .r?/- Ebene eine Parabel

bildet. Denkt man sich nun den frühern Lehren gemäss

die von dieser Parabel und dem Kreise y- = r^ — a;^ begrenzte

Fläche in Elemente zerlegt und jedes derselben mit dem ent-

sprechenden Projectionsfactor j/l + />^ + ^^ == ^

multiplicirt, so findet man durch Vereinigung aller auf diese

AVeise erhaltenen Elemente den Inhalt des oben erwähnten

Kugelflächeutheils durch Bestimmung des Integrales n.

Wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar erhellt, ergiebt

sich in dieser Hinsicht zunächst die Gleichung

"= (dx]/^^x^ /;^_i^(_____ hxj/r^:^x /;._^_

J J yi->/ J f r-xj YrJfx-rf 2 '^ J J ]

Und weil nun
r 1

yr-{-x-

0^0
1

—2/7 1 dy yi—y'=2j/7h arc sin /f — | arc sin l1 == /r"

so folgt schliesslich

u =
Dass man übrigens das Integral u auch ohne Hülfe des vor-

hin benutzten Theoremes leicht hätte ermitteln können, bedarf
keiner nähern Erörterung*).

*) Vergl. A. B. Moigno. Calcul integral §. 78.
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2. iiehufs einer ferneren Anwendung des obigen Lehr-

satzes suchen wir noch den Werth des Integrales

u= 1 dx
I

x""-^ y^-^ dy

zu bestimmen, in welchem die Constanten a^ /3; a^ b'^ p, (j,

sowie die Veränderlichen x, y positiv sein sollen. Man hat

hier zunächst die Gleichung

1 jL^

PI? /-i
_ r /-r.\?'T?

flu

ü

diese aber verwandelt sich, sofern ax statt x geschrieben

wird, sofort in die andere

b11 —

u-= a" ß^ i dx i x"-^ Fl — xn y^-^ dy.

Und hieraus nun erkennt man augenblicklich, wenn man die

in §. 60. bewiesene Formel

/• ^ . r(''-)r(A

im

ist. Dieses schöne Resultat bildet einen speciellen Fall eines

von Dirichlet gefundenen Theoremes, dessen Mittheilung spä-

beachtet, dass

u = a" ß^ -

ter erfolgen wird.



— 488 —

§. 154.

Ke^uliniiig: des liitegratioiisumfanges traiisformirter

Doppelintegrale.

Ganz abgesehen von dem grossen Interesse^ welches dem

vorhin bewiesenen Theoreme T. an sich zukommt, gewährt das-

selbe auch für die Rechnung nicht unwesentliche Vortheile.

Soll nämlich ein Doppelintegral mit veränderlichen Grenzen

durch Einführung neuer Variabein in der bestimmten Absicht

umgeformt werden, wenn irgend möglich, dadurch constante,

der Reduction des vorgelegten Doppelintegrales auf einfache

Integrale günstige Integrationsintervalle zu erzielen: so dürfte

in den meisten Fällen durch die unmittelbare Anwendung der

in den Paragraphen 140. und 141. behufs der Grenzbestim-

nmng gegebenen Vorschriften dieser Zweck sich nicht errei-

chen lassen. Viel eher gelingt derselbe vielmehr mit Be-

nutzung des obigen Theoremes, indem ja hierdurch ohne

Weiteres ein Integral mit con stauten Grenzen gewonnen wird,

dessen Transformation in eine für die fernere Behandlung

zweckmässige Form sich weit besser bewerkstelligen lässt,

als dies auf dem vorhin angedeuteten Wege möglich ist. Die

Ausführung des so eben beschriebenen Verfahrens in jedem

einzelnen Falle ist übrigens keinesweges von Nöthen, im

Gegentheil genügt behufs der Entwicklung jener Gleichungen,

welche bei der Ermittlung der neuen Integrationsgrenzen sich

sehr zweckmässig erweisen, die Untersuchung eines allge-

meinen Integrales.

Sei daher

0.

das durch Substitution neuer unabhängigen Veränderlichen

zu transformirende Integral. In demselben bedeute a eine

Constante, V'G^*) dagegen eine Function von x. Nehmen wir

nun an, dass diesem Integrale mittelst der Substitutionen

x= f{Uj v), y == (p{Uj v)

eine andere Gestalt gegeben werden soll, so ergiebt sich,

wenn man von den Grenzen absieht, die Beziehung
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(jjanz dieselbe Form aber erhält man, wenn das ursprüngliche

Integral S mit Hülfe der Gleichungen

X = x' und y = ip (x) y

vorerst in das folgende

a 1

S = / dx fF [x\ y rp {x)] t (x) (ly\

bei welchem also die Ordnung der Integrationen ganz beliebig

ist, umgesetzt wird und hierauf in dieses Integral die neuen,

mit X und y durch die Gleichungen

X == f{u ,v)yt {x) tj =(p («, v)

verbundenen Veränderlichen w, v eingeführt werden. Denn
augenscheinlich hat man die Beziehungen

dx df{u, v) dx ^_ d f{u, v)
^ dj[_ d ["(pQ/, t;)"|

du du ^ dv^^ dv ' dv ^yLi/>(a;')J

\jdu d V dv duj ip {x')

demnach
dx dy dx dy
du dv d V du

__ (p(u,v ) dtp[x) dx' dx
I

y {u, v) d'^jx') dx' dx'

[t\)[x)f dx dv du "T [^{x')]^ dx ~dTi "äV*

Während nun aber bei der zuerst ausgeführten Transforma-

tion die neuen Integrationsgrenzen mit Hülfe der Gleichungen

X = /(?/, v) und y = (p{n, v) zu entwickeln gewesen wären,

sind jetzt die zweckmässigeren Formem

X =^ f{Uy v) und y ipix) = (p{u, ^'),

in denen die Variabein x und y beziehungsweise innerhalb

der Intervalle [0, a] und [0, 1] sich befinden, bei der Bestim-

mung des Integrationsumfanges zu Grunde zu legen.

Zur Erläuterung des Gesagten wollen wir noch einige

Beispiele folgen lassen.

1. Soll das Integral

jäxjäy^
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wo « und ß positiv sind, mittelst der Substitutionen x= ucosv,

1/
= u sin V transformirt werden, so erhält man zunächst durch

Elimination der Veränderlichen u die Gleichung

JL = tansf V.

Nun zeigt aber einerseits die Relation

X
= tang Vy

dass für x = und x = a die Variabele v bezüglich die

Werthe ^ und erwirbt. Andererseits dagegen folgt aus

der Gleichung

d. h.

y ßyi — ^ = usmv,

;,2 _ ,,2 rylcosj^
,

sinV]

wenn man hierin tj nach einander die Werthe und 1

beilegt, dass die entsprechenden Werthe von u und

heissen. Da nun endlich
j /cos v^ 1^ sin v^

ist, so erhält man schliesslich die Gleichung

n /CQg v^ . ain v~\ 'i

i dv l u du

mit deren weiterer Behandlung wir uns bekanntlich schon

früher beschäftigt haben (§. 137.). In Betreff ihrer Herleitung

aber beachte man noch Folgendes.

Aus dem Gange der Rechnung geht ohne Zweifel hervor,

dass man zuerst die Gleichung

a \ l a

J\lxj'ßj/l - ^d,j= fdyj'ß/\ -^iäx
*0

berücksichtigte, darauf x durch v vermöge der Beziehung
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'^

ß y 1 — -^ = tang V ersetzte, alsdann die Ordnung der auf

V und y bezüglichen Integrationen vertauschte und nun end-

lich u an die Stelle von y treten Hess.

2. Sei ferner das Integral

a
a a

s=
I I

f{x,y)dxdfj, «>0, a — ^>0

mittelst der Gleichungen x==uv, y= u{\— v^) umzuformen*).

Man gewinnt hier vorerst die Beziehungen

du ^ dv 'du ' dv '

— \du dv cvduj ^ ' ^

Nun wird vermöge der Gleichung

£ f« _ ^^ = ^ (1 _ V')

für a; = auch y == 0, für x = « hingegen ist ?; = 1, und

aus 2/(« —^) ==w(l— 1;2)^ d. h. ?/«=?/(l — t;2) + '^-^

entspringen die Werthe w = 0, u= a, je nachdem nämlich

y = 0, oder = 1 gesetzt wird. Daher die Relation

s = J du J dv f{uv , m(1 — ?;-)] u(\ + v^).

Aus ihr erkennt man noch, dass s auf das einfache Integral

ry[«ni + »'^)']-y(o) ^^

sich reducirt, wenn f{x,y) die Derivirte q)' {iix"^ -\- y"^) be-

deutet.

3. Führt man in das Integral

j/^— x^ — y"^ dy dxfß
die neuen Veränderlichen //, v mittelst der Gleichungen

) Vergl. Schlömilch in der Zeitschrift für Math. u. Physik, Jhrg. 1.

Litteraturzeitung S. 43.
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ein, so erhält man, wenn vorerst die Integrationsgrenzen

unterdrückt werden, wegen

dcc UV dx 1

dy u ^^ = j; l+JtinJf!
^ü J/ripii«' du K(l + m'^J*

'

aiso

u dv dv du (1 + 2^ )

i/ r

j I
dx dy yar — x^ _?/>'= -j- / / -y ~J v du dv.

Nun zeigt aber die Gleichung ^-- ^ = u, dass für o; =
und X = c die Veränderliche m die entsprechenden Werthe

u= oo und M= annimmt; die Gleichung y l/c^—c(^^=—^—-^

yi-\-u^

d. h. ißc- — J^_^
g
= Y^^ dagegen lehrt, dass für ?/=0 und

y = \ die Veränderliche t^ beziehungsweise mit und 1 iden-

tisch wird. Und daher hat man die Beziehung

C 30 c

ü U

Wenn man beachtet, dass die positiven Variabein x, y
augenscheinlich die Bedingung x--\-y^-^c^ befriedigen müssen,

so folgen die Grenzwerthe der Veränderlichen u, v auch ohne

Hülfe der oben benutzten Gleichungen. Denn ersetzt man in

der angezeigten Bedingung x und y durch die neuen Ver-

änderlichen Uj Vj so müssen diese der Ungleichheit v' < c-

genügen, mithin ist die Integration nach v auf alle Werthe

von V = his V = c auszudehnen. Und da nun ausserdem

die vorstehende Bedingung für jedes positive u befriedigt wird,

so hat man dieses von bis (x> zu wählen.

) Vergl. §. 141, Beispiel 3.
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Berechnung der Oberfläche des dreiachsigen EUipsoides.

§. 155.

Einleitende Betrachtnngen.

Nachdem wir in den vorausgegangenen Entwicklungen

mit einer gewissen Ausführlichkeit sowohl einige der wesent-

lichsten jener Beziehungen, von denen man in den Elementen

der Integralrechnung bei der Bestimmung der Inhalte von

Flächen und Körpern Gebrauch macht, uns ins Gedächtniss

zurückgerufen ; als auch die nöthigen auf die Transformation

bestimmter Doppelintegrale bezüglichen Lehren vorgeführt

haben, beschäftigen wir uns zum Schlüsse unserer Betrach-

tungen über Doppelintegrale noch mit einigen besondern Fällen

derselben. Und zwar werden wir zunächst das Problem der

Oberflächenberechnung eines dreiachsigen EUipsoides behan-

debi. Diese Aufgabe ist gerade desshalb von der grössten

Wichtigkeit für uns, weil sie den Anstoss zur Entwicklung

einer äusserst sinnreichen, von Catalan*) herrührenden Reduc-

tionsmethode vielfacher Integrale uns geben wird. Dabei

werden wir freilich nur in Betreff der Hauptpunkte des rein

analytischen Processes uns enger an den französischen Mathe-

matiker anschliessen, die geometrischen Hülfsvorstellungen,

welche von Catalan bei der Entwicklung seiner Methode in

dem besondern Falle der Quadratur der EUipsoidenfläche zu

Grunde gelegt wurden, ersetzen wir dagegen lieber durch

die zweckmässigeren und einfacheren Dirichlet'schen An-

schauungen
; bei der Reduction des sich ergebenden elliptischen

Integrales auf die Normalformen der ersten imd zweiten Gat-

tung der elliptischen Integrale endlich befolgen wir mit Dirichlet

das Verfahren Lobatto's**). Bevor wir aber zu den ange-

deuteten Untersuchungen selbst übergehen, wollen wir erst

mit Dirichlet in einer kurzen Skizze die eigenthümlichen

Schwierigkeiten, mit denen das vorgelegte Problem zu kämpfen

*) Memoire sur la reduction d'une classe tVintegrales multiples.

Liouville. Journal, t. 4, p. 323—344.
**) Note sur l'evaluation de la surface de rellipsoide a trois axes

inegaux. Liouville. Journal, t. .5, p. 115-119.
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hat, uns klar zu macheu suchen. Die Vorzüglichkeit der neuen

Methode wird dadurch um so glänzender hervortreten.

Sei

(ßrnuHff-'
die auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogene Ellip-

soidengleichung. Da hiernach das Ellipsoid eine völlig sym-

metrische Lage gegen unser Achsensystem besitzt, so könnten

wir bei der Berechnung seiner Oberfläche offenbar auf die

positiven Werthe von x^y^z uns beschränken, indess werden

wir auch negative x und ?/ zulassen, also gleich die halbe

Oberfläche des Ellipsoids zu bestimmen suchen. Den in §. 150.

gepflogenen Betrachtungen gemäss haben wir daher zunächst

das Doppelintegral

in die für den vorliegenden Fall Statt findende Form umzu-

setzen. Nun ist

dz __ (y\x dz_ (yyy /y\2 . 1
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mithin versuchen, ob nicht wenigstens die eine der Integra-

tionen ausführbar wird, wenn wir die Projection unseres Ellip-

soides auf die xy-Ehene durch andere als rechtwinklige Coor-

dinaten in Elemente zerlegen. Diese Vermuthung gewinnt

um so grössere Berechtigung, wenn wir beachten, dass die

Projection des Ellipsoides von einer Ellipse begrenzt wird und

dass also vielleicht die Anwendung der Ivory'sehen Substitu-

tion den angedeuteten Vortheil herbeiführen würde. Und in

der That, setzt man x = a?. cosv, y = ßlsinv, so ver-

wandelt sich den in §. 139. angestellten Betrachtungen zufolge

unser Doppelintegral sogleich in

1 2n

aß/ dkl Idv ^ ^
+ 1— V

Vi

und kann folglich in Bezug auf A der unbestimmten Integra-

tion unterworfen werden*). Denn schreibt man }/l— X*= u

und nennt a die von A unabhängige Grösse

*) Ausser der Ivory'schen Substitution würde auch z. B. durch Ein-

führung der Variabein -ö-, qp statt x, y, z, wenn jene mit diesen durch

die Gleichungen

07 = a sin -O" cos tp, y = ß sin 'S" sin qp , z = y cos -S-

verbunden sind, die eine der Integrationen, nämhch die nach -O-, voll-

ziehbar werden. Von einer ganz analogen Substitution macht auch

Plana in seinem ,,Memoire sur l'expression analytique de la surface totale

de Tellipsoide dont les trois axes sont inegaux; et sur l'evaluation de

la surlace d'une voute symmetrique , a la base rectangulaire, retranch«§e

dans la moitie du meme ellipsoide;" Grelle. Journal, Bd. 17, S. 845 tt".

Gebrauch.

Die Benutzung der Ivory'schen Substitution empfiehlt sich — wie aus

dem Vorstehenden unmittelbar erhellt — überhaupt bei dem Doppel-

integrale

j dx j dy f{x,y)

-" -./-?
oder, wenn luau sich bloss auf positive x und y beschränkt, bei dem
folgenden
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so geht das Integral

/
l^

rr=rp

über in

I
du]/l a + au^.

Ein unbestimmtes Integral dieser Form aber ist bekanntlich

auf logarithmische oder cyklometrische Functionen zurück-

führbar, je nachdem nämlich ö J ist. Jeder dieser Fälle

kann hier eintreten, es hängt dies lediglich von der Bedeutung

der Grösse y ab. Bezeichnet nämlich y die kleinste der Halb-

achsen des Ellipsoides , so ist offenbar a positiv ; dagegen führt

a das Minuszeichen, wenn y die grösste der Halbachsen vor-

stellt. Und drückte endlich y die mittlere Halbachse aus, so

wäre a für gewisse Werthe von v grösser, für andere v

hingegen kleiner als Null. Diesen Fällen entsprechend,

müsste daher jetzt eine Zerlegung des Integrales eintreten,

indess lässt sich diese unnütze Schwierigkeit vermeiden, wenn
man — wie dies später geschehen wird — gleich im Voraus

eine gewisse Rangordnung unter den Halbachsen festsetzt.

V-::
l äx j f{x,y) dy.

u

Denn man gelangt dadurch sofoit zu Integralen mit constanten Grenzen,

nämlich den beiden FiUlen entsprechend zu den nachstehenden

n
1 2n 1 T

aßfdXfl /'{uX cos V, /JXsinv) dv und aßfdXfXf{c<lcosv,ßXsmv) dv,

und hieraus schliesst man ohne Weiteres, dass das vorgelegte Integral

auf ein einfaches sich zurückführen lässt, wenn f{x, y) eine Function von

' _j_^ vorstellt. Vergl. Schlömilch. Zeitschrift für Matli. und Physik,

Jahrg. 1, Litteraturzeitung S. 4;^.
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Nach Ermittlung der hi fäu j/l — a -{- au"^ enthaltenen

Elementarfunctionen müsste nun die Integration nach v voll-

zogen werden; allein diese ist unmöglich, weil die jetzt auf-

tretenden Integrale in die Klasse der elliptischen gehören.

Dieselbe Erscheinung einer nicht ausführbaren unbestimmten

Integration würde sogar wieder gleich anfanglich sich gezeigt

haben, wenn man mit der nach v hätte beginnen wollen.

In was für Formen man nun aber das ursprüngliche In-

tegral auch darstellen möge, der Erfolg aller Bemühungen
bleibt stets der, dass bei einer etwaigen doppelten Integration

höchstens nur nach einer der Veränderlichen integrirt werden

kann. Das Ziel unserer Bestrebungen kann .daher auch nur

dieses sein, in der kürzesten und elegantesten Weise das

ursprüngliche Doppelintegral auf die Normalformen der ellip-

tischen Integrale zu reduciren. Dies aber leistet im hohen

Grade die von Catalan erfundene Methode, indem durch sie

sofort ein einfaches Integral sich ergiebt, das — wie schon

angedeutet — nach Lobatto's Vorgange mit dem geringsten

Aufwände von Rechnung in die kanonische Form der ellipti-

schen Integrale erster und zweiter Gattung sich umsetzen

lässt. Die Ermittlung jenes einfachen Integrales hingegen ge-

schieht in der elegantesten Weise, wenn man mit Dirichlet

die ganze Oberfläche des halben Ellipsoides in Streifen zer-

legt, deren Projectionen in der xy-^hene durch concentrische

Ellipsen begrenzte Ringe bilden, alsdann die Werthe dieser

Itinge ermittelt und nun wieder von ihnen auf die Grösse der

entsprechenden ellipsoidischen Streifen zurückschliesst.

§. 156.

Darstellung der Catalaii-Lobatto-Diriclilet'schen Methode.

Indem wir jetzt zur ausführlichen Darstellung der vorhin

erwähnten Dirichlet'schen Behandlungsweise der Catalan sehen

Methode selbst übergehen, setzen wir gleich im Voraus zwi-

schen den Halbachsen cc, ß, y des Ellipsoides die Beziehung

y <^ ß < a fest, wobei in besondern Fällen auch das Gleich-

heitszeichen erscheinen darf und nennen in dem Doppelin-

tegrale -^

Mkvku, hcstiiiniitc lntt'ür:tl(>. . 32
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'-ff'-"^]' m--i$)
um der Kürze willen

= ö'i
, 1 ~ t = f - und'' = "

""'
]' .-(f^y

= ?/.

Da nun geometrisch genommen u die Secante der Winkel be-

deutet, welche die in den einzelnen Punkten des Ellipsoides

construirten Tangentialebenen mit der .t «/-Ebene einschliessen;

so können wir offenbar alle diejenigen Oberflächenpunkte zu

bestimmen suchen, für welche die Berührungsebenen gleiche

Neigung gegen die Projectionsebene besitzen, für welche also

u constant ist. Quadriren wir zu dem Belaufe die für u gel-

tende Gleichung, so kommt nach einer einfachen Reduction

1 _ ^^—^^
"^ _4_

"^— £^ y^

und folglich projiciren sich alle jene Punkte auf der a;?/-Ebene

in einer Ellipse, deren Halbachsen

"Y'^i ""d ß y'^4
heissen. Daraus aber fliesst sogleich weiter , dass die den ver-

schiedenen Werthen von u entsprechenden Ellipsen sich nie-

mals schneiden können. Denn da

ist und da d'^, b' zu den echten Brüchen gehören, u- aber die

Eins überschreitet, so müssen offenbar -5—^^ und —^ = um
' m2 ^2 m2 gZ

so kleinere Werthe erwerben, je grösser u wird. Die Halb-

achsen der Ellipsen müssen daher mit u wachsen, und folg-

lich können diese keine gemeinsamen Punkte besitzen. Die

blosse Anschauung führt sogar schon zu derselben Folgerung,

weil man bei Annahme des Gegentheils die Absurdität be-

haupten müsste, dass jeder Durchschnittspuukt die Protection

Qines solchen Punktes der EllipsoidenÜäche sei, in welchem
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die Berührungsebeiie zwei verschiedene Neigungen gegen die

a://-Ebene besässe.

Dlo, irgend einem bestimmten ti entsprechende Ellipsen-

Hache wird ihrem Inhalte nach bekanntlich durch

«^-/^ 1) (u' — 1) a ,,

dargestellt, und demnach muss der zwischen je zwei um du von

einander entfernten Ellipsen befindliche Ring seiner Grösse nach

bis auf ein unendlich Kleines höherer Ordnung mit a ß it—dy
übereinstimmen. Der entsprechende elhpsoidische Ring besitzt

mithin die Grösse aßjtu-- du, und sonach wird durch Sum-
•^ du

mation aller dieser Streifen die halbe Oberfläche

S = a 3 7t I u y~ du

des Ellipsoides gewonnen. Der Umfang der Integration er-

streckt sich dabei von 2i = 1 bis ?/ = oo; denn augenschein-

lich bestimmt der Schnittpunkt der z-Achse mit der Oberfläche

des Ellipsoides, derjenige Punkt also, in welchem die Be-

rührungsebene parallel mit der Projectionsebene läuft, den

Anfang der Integration; die obere Grenze hingegen ergiebt

sich dadurch, dass in dem Durchschnitte des Ellipsoides mit

der a;?/-Ebene die berührenden Ebenen senkrecht zur Pro-

jectionsebene stehen.

Die soeben entwickelte Gleichung

00

1

,

S = aBit I u - d

u

J ^"

bedarf jetzt der weitern Behandlung. In dieser Hinsicht wer-

den wir zunächt den Differentialquotienten — aus dem In-

tegrale zu entfernen suchen und uns dazu der partiellen In-

tegration bedienen; sie giebt sogleich zu erkennen, dass

2. T"!^^^" = u (/— i'udu.

Geht man nun aber von dem unbestimmten zu dem bestimm-

ten Integrale über, so wird nicht bloss u U, sondern auch

^n du für ?/ = cx) unbegrenzt wachsen. Unser Augenmerk*0"

32'
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muss mithin darauf gerichtet sein, durch zweckmässige J5e-

oo

handlung des Integrales / U du aus demselben dasjenige Glied
'i

auszuscheiden, welches das in u U enthaltene Unendliche an-

nullirt. Zu dem Behufe werden wir das Integral

J J Yiu' - S^) {^^' - *2)

das augenscheinlich zu den elliptischen gehört, indess noch

keineswegs auf die Normalformen derselben zurückgeführt ist,

auf diese reduciren. Offenbar aber würde, weil u > l und

ausserdem e~ < d^ ist, dies verlangen, dass wir zuvörderst

die Variabele u durch — und hierauf u, durch sin w ersetzen.

Indessen können wir gleich beide Substitutionen mit einander

verbinden , also u = . wählen. Führen wir nun die des-
' sin (p

fifillsige Rechnung aus, so ergiebt sich vorerst für das unbe-

stimmte Integral die Gleichung

Cudu=— ^- /'^'^-giny ^ ^y ^ 1 C^'P_8 r ^^

J öj J sing)2 öj J J sin (p^ . J

und hieraus folgt wegen zi = 1/ l — ^- sin cp- und

f sin cp^ . J I A sin g)2 ^ '

Durch theilweise Integration aber entspringt ferner

und daher wird

=
( tf

- »)j'''] -^SJ cütg g, + öj'jdcp.
I

*) Mau beachte, dass !
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\V(!rden jetzt beide Seiten dieser (lleiclmiig um die Grösse

u U == . ~ ~^^-^ vermindert, so entspringt
sin rp ö cos (p . d X o

4-6 I zJ dw 4- d^ cot<j^ qp r ^ ^4!^—
,

' f ^ ' ^ ^ sm g) tf z/ cos (f
'

eine Relation, aus der nun durch die einfachste Rechnung die

Endgleichung für S sich erzielen lässt.

Da u = -— gesetzt wurde, so wird für ti=l die Grösse
sin qp °

(p augenscheinlich den Werth arc sin Ö = A besitzen, wo A

zwischen und + ~ sich befindet; der u=<x> entsprechende

Werth von q) hingegen heisst 0.

Mithin ergiebt sich jetzt die Beziehung

1 1 ü

l X

+ d /'z/ ^9) + fcJz/ cotg 9) - .
^-- ^''"'^-1

,

'

/
-^ I

1^

o -r sin qp z/ ^ cos qpj

'

und hieraus erkennt man mit Beachtung der Gleichung

sin A''= sin (arc sin d')~ == 8'^ ohne Weiteres, wie zweckmässig

es war, in der unmittelbar vorhergehenden Relation zwischen

den unbestimmten Integralen das dritte Glied rechts nicht in

vereinfachter Gestalt darzustellen. Nun ist

dzJ = d j/l — 12 sin (f-,

sonach geht für rp = X dzJ in di/l — £- = ^- über, die

Grösse cotg cp ferner vürwandelt sich für (p = X m —'^—=^^
und demnach ist [öz/coigq)] = -^•

<pz=J. ^r

Für (p = dagegen wird ÖJ cotg w — —^ ^l-J'R^

die unbestimmte Form 00 — 00 annehmen. Schreibt man aber

den hier in Betracht kommenden Ausdruck in der neben-

stehenden Gestalt
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. r cos qp 1 1 "1 ^^ -^ ^^ cos cp^ — 1

" p^ sin qp j sin qp cos qpj J sin qp cos qp

l+^,COSqp'^
.

,

i^ sin qp COS qp
^ '

SO zeigt sich, dass c» — cx) mit Null gleichbedeutend ist. Und

daher wird jetzt

11 U

(1. h., wenn ^ und d durch die mit ihnen äquivalenten Aus-

drücke ,,
"

, - ersetzt werden,
y a^ — y'^ **

oder mit Benutzung der Legendre'schen Bezeichnungsweise der

elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung

y ^~
«2

Vollständige Integrale können in dieser die halbe Ober-

Häche des dreiachsigen Ellipsoides darstellenden Formel die

Functionen F und E niemals werden, weil ja dann wegen

A = ^ die Grösse 7/1 — ^-„ den Werth 1 annehmen und so-

nach y der Null gleich sein müsste. Dagegen vereinfacht sich

der vorstehende Ausdruck , wenn der Modul A* = 1 , oder = 0,

also a = ßj oder y=ß wird. Obgleich die alsdann Statt

habenden Relationen bekanntlich auf sehr elementare Weise

sich erzielen lassen, so wollen wir doch den hier sich dar-

bietenden Weg ihrer Begründung nicht mit Stillschweigen

übergehen.

Betrachten wir zunächst den letztern Fall, so muss das

Ellipsoid ein lievolutionsellipsoid sein, entstanden durch Kota-

tation einer Ellipse um ihre grosse Achse 2ci. Alsdann aber

hat man
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1
—? = i Zidcp = arc wiii ö

und l'ülglicli

S = % \^^ + 77T^= iirc siii ^ + /) \/d^ — "^ arc sin d^

|_ y a^ — ^2

== :nc/3 (/3 + ^ arc sin d |-

üaraus fliesst weiter, wenn man d' = 0^ also a = ß setzt,

der bekannte für die Oberfläche der Halbkugel geltende Aus-

druck 2'jta~j welcher übrigens auf diesem Wege am einfach-

sten aus der Form

entspringt.

Wird endlich der Modul /: = 1 , demnach das Ellipsoid

ein durch Umdrehung einer Ellipse um ihre kleine Achse 2y
erzeugtes Ellipsoid, so gelten die Beziehungen

ü

lg (cos
2 H- sin

2 j

X

cos ^ ^ J/i^$i' J
^ '

also

§. 157.

/* / //

Linroniiuiii^ dos Integ:rales / n -^ du durcli Ausführung: der l)if-

'i

fereiilialioii. — Vcrfaliren Sehlöinilch's. — Kein analytischer

Charakter der Calalan'schen lleductionsnielhode.

tegrales

1. Die im Vorhergehenden gelehrte Behandlung des In-

S == aßiT I u - du
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hatte augeuscheinlicli den Zweck, dasselbe in der einfachsten

Weise auf die in Betracht kommenden Normalformen der ellip-

tischen Integrale zm'ückzuführen. Wäre es dagegen bloss

unsere Absicht gewesen, jenes Integral, d. h. das Doppelin-

tegral

^
8^x^ «2y2

,=//...,|/-_-^^^«y,(jy'+(f)'<,

auf einfache Integrale überhaupt zu reduciren , so hätten wir

ein solches Ziel iiuch folgendermassen erreichen können. Be-

achtet man nämlich, dass

dU , __d M»—

1

udri 2ii'—[8^-\-B'^)u^—{ 6^-\-t^)-\-'l 8^ s^

~d~u ^~~du yiy—siJlu^-Z:?)
~

y{u^—d^j(u^^e^) («'— <^') ("'" «
')

udu n — 8^ . 1 — g^ \

ist, so ergiebt sich sofort

L J V{u^-8^nu^-E^) V y{u*-e^)\u^-8^)j

In einer andern Gestalt lässt sich übrigens diese Gleichung

noch darstellen, wenn man erwägt, dass

d^/ M« \ ^ _m2^
^* [yW^ d*) {U* — £2)j Viu^ — d*)3 (m2 — £»)

'

^^ yyttj'^^^Ti^^^^^B''))
~

Viu^ — «2)3 {u^ — ^«)

ist. Dadurcli nämlich erhält man unmittelbar die Relation

f ^/ ^« \/' K^ - <)2) (M« - ««)/

Catalaii sclircilil diivsolbe um der Kürze willen in der nach-

stehenden Form
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die mit einer ganz unbedeutenden Abweichung auch von

Moigno*) gebraucht wird. Nach unserm Dafürhalten ist indess

eine solche Schreibweise zweckmässiger zu unterdrücken, weil

das Integral

oo

wegen der obern Grenze sinnlos ist.

II. Einen andern, rein analytischen und nur ein be-

scheidenes Mass von Vorkenntnissen erfordernden Weg der

Reduction des Doppelintegrales

-W-W

2

oder, wenn man ccx und ß/j bezüglich statt x und y setzt,

des folgenden

1 vr=:^-

auf einfache Integrale hat Schlömilch angezeigt**). Mittelst

der Substitutionen x = q cos '9*, y = Q sin 0* erhält man näm-

lich aus der letztern Gleichung zunächst die Beziehung

7t

"2

S' = aß
f

dd' JQ j/-
8^ Q^ cos »^ — f2 ^2 sin ^^

U

Und diese verwandelt sich sofort wieder in die andere

= ciß ( dv Cdd'

n
2

[(1_ $-i y«) cos^* H- (1— €« ü«) sin -^2]' ^

ö

*) Le90U8 de calcul integral §. 126.

**) Zeitschrift für Math. n. Phys. Jahrg. I. S. 376. Auch vevg\. man
Schlömilch. Ueber einige Integralformeln, a. a. 0. Jahrg. VI. S. 207.
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wenu lUtiu

1 — Q^ {ö^ COS ^2 _|_ g2 sin ^2) - ;

also

Q (iQ — V av
[(i_^2y2^coS'9-2H-(l-s2y2)sin'9-2J^

schreibt und schliesslich die Ordnung der Integration um-

kehrt. Nun ist mit Berücksichtigung der leicht durch par-

tielle Integration beweisbaren Relationen

n

Jcos -3-2 dd' __ n
{m cos :^H^;rsin^^2)^ — J^^^T^^

ü

< n

J
sin '9'2 r/'9' n .^s

,

(m cos '9'2 -[- n sin '9'2j^ 4 ^^ jK/«?«

ü

*) Aus der auf Seite 160. bewiesenen Gleichung

ergeben sich die obigen Formeln unmittelbar, sofern man p=q= l, r= 2

und a = ^ — wählt. Denn man hat
n m

IL —
2 2

/
COB '9-2 rf» _ i /* '' (^'^»^ '^'^^

(w COS -^2 -f « sin -3-2)' /«W / n < \ "y 1+ -tang^2

jnt n
Y 2

/sin ^2 d^ 1 r _d (cotg ^) _
(;« 008 ^2 _i_ „ Bin 'S-«)'

~
«' / / m N''

'

e/ (l+-C0tg#2)

Setzt man fol<^licli nach einander taug %^ = x und cotang «0- = a?, so .^

crhiilt iiiaii die J M'/ieliungcn
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i — d^)cos^^dd' n 1 — d«

/• (1 — f2)sin#2,/^ ^^ 1^— ^2

u

mithin wird

1

u

Dass übrigens diese den Octanten des Ellipsoides dar-

stellende Formel durch die Substitution =v die früher

gefundene Gestalt

.')

unmittelbar annimmt, bedarf keiner Auseinandersetzung.

111. Wenn wir den Ideengang, welchen wir im vorigen

Paragraphen bei der Reduction des Doppelintegrales

_ 1
r{\) rg -f i)

r(2)
Ü \ ' 7« / f ;ä

TT

/* sin -O-'^ r/-0- t /* rfaj _ , tt T«

^ J
{>u cos 4)'^+ . sin^^y^- " n^

J
/

. ,^~
^ N« " t -;;r7^-

'ü
*() \ ' w ^

/

Bei Anwendung der tlieilweisen Integration dagegen beachte man
die Kecursionsformel

/ dx
^^ __J X . 2n — 3 r dx

(l+«.r2)" 2(n-l) (i^«^,2pi -r2u-2^
(l + ao;«)«-**
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iuueliielteu, seines geometrischen Gewandes entkleiden, so

lässt er sich kurz wie folgt charakterisiren.

Statt der Variabein x, y führen wir eine neue Veränder-

liche

u= -fe)'^(¥)'
'-©-6)"

ein, betrachten diese für den Augenblick als constant und

ermitteln den Werth des Integrales JJ dx dy, indem wir den

Veränderlichen Xy y alle Werthe beilegen, welche der Un-

gleichheit • '

2. «' - 1 > {u'' - *^) ^ + («^ - f') ^'

genügen. Offenbar ist dieselbe mit der ursprünglichen

1 > (- j + (I ) nicht im Widerspruch, weil die Verhältnisse

m2— ^2 M« — «2

beide die Eins überschreiten. Auf die angedeutete Weise ge-

winnen wir ein durch die Grössen ?/, ^, b 'ausgedrücktes Inte-

gral, das wir durch U= F{u) bezeichnen wollen. Lassen

wir nun die Grösse ?/ in m -|- du übergehen, ermitteln als-

dann den Werth des Integrales JJ dx dy für die Werthe von

X, y, welche aus der Bedingung 2. sich ergeben, sofern in

dieser u + du statt u gesetzt wird und ziehen endlich von

dem erhaltenen Resultate das dem ursprünglichen u entspre-

chende ab; so erhalten wir augenscheinlich das Differential

}-^' du der Function F{u)j d. h. den Inbegriff der Werthe,

welche die Function dx dy in dem vorgelegten Doppelinte-

grale annimmt, sofern die Veränderlichen x, y mit ti durch

die Gleichung 1. verbunden sind und u von u bis u -\- du
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sich bewegt. Daraus aber folgt sogleich weiter, dass in dem

Inteorale nach u das Product u —f--^ du an die Stelle von
o (tu

in dem zu behandelnden Doppelintegrale S tritt. Und da

nun dieses über alle Werthe von x, y auszudehnen ist, welche

der in die beiden Bedingungen

"=fey-H(j-y- =(:)+©
immer zerlegbaren Ungleichheit

'>(:y+6y
Genüge leisten, so wird das der Variabein u entsprechende

Integrationsintervall durch die Werthe von u = 1 bis ?/ = oo

anffezeifft. Man hat demnach das Theorem

welches, wie wir später sehen werden, unmittelbar die Er-

weiterung auf ähnlich gebaute vielfache Integrale zulässt.

§. 158.

oo CO

Reductioii der Doppeliutegrale f J (p («^"'±6//') ^^^^
•v'^"^ dx dy

(I

auf eine einfache bestimmte Integrale*).

Die über die Oberflächenbestimmung des dreiachsigen

Ellipsoides angestellten Betrachtungen haben uns an einem

*) Vergl. Raabe. Crelle's Journal. Bd. 37. S. .345 tf. Die von

Raabe entwickelten gegenseitigen Beziehungen dieser, sowie die Be-

traclitung der Doppelintegrale

4-x -f- *>

/ fq){acc"'±by")xP~^y'^-^dxdy
— oo — CO

unterdrücken wir, weil die sich ergebenden Formeln nach unserm Dafür

lialten mir »in mehr secundäres Interesse beanspruclnm
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sehr wichtigen Beispiele gezeigt, dass unter Umständen die

Untersuchung eines gegebenen Doppelintegrales als beendet

angesehen werden kann, wenn die ßeduction desselben auf

einfache Integrale gelungen ist. In der That bildet nun in

der Mehrzahl der Falle nicht bloss bei den Doppelintegralen,

sondern auch bei den vielfachen Integralen gerade eine der-

artige Reduction das Endziel der zu führenden Rechnungen.

Es entspricht dies ganz dem Geiste jeder wissenschaftlichen

Untersuchung; jedes Problem ist immer als gelöst zu betrach-

ten, sofern sein Zusammenhang mit möglichst einfachen, aus

vorangegangenen Betrachtungen schon bekannten, oder doch

wenigstens einer niederen Stufe der wissenschaftlichen Ent-

wicklung angehörigen und ebendesswegen dem menschlichen

Geiste übersichtlicheren Elementen klar erkannt ist. In die-

sem Sinne nun wollen wir uns gegenwärtig mit den beiden

Doppelintegralen

-» CO

f f(p{ax"' + by") xP-'^ tß-^ dx cly

beschäftigen. Dabei setzen wir die Constanten m^ n^ «, h^ jh fj

als positive, durch die nachfolgende Betrachtung aber noch

näher zu bestimmende Grössen voraus, und (p betrachten wir

als eine solche beliebige Function von nx'"- + by"^, für welche

die Integrale nicht sinnlos werden.

Die obigen Integrale lassen sich als Folgerungen der

einfacheren Integrale

CO OD OO 00

u = f f (p{x"' + y") dx dy und v = ff q){x"' — y") dx dy

ansehen, in denen ?n, n und die Function (p der Argumente
^»« _j_ yu

^

^m _ yii
^igjj vorhingenannten Angaben gemäss zu

wählen sind.

Wir behandeln zunächst das Integral u. Ersetzen wir

die Veränderlichen x und y durch zwei neue y , ^ , welche

mit jenen durch die Gleichungen

X'" = y2 cos #'^, tf = y2 sin O-^

verbunden sind, so ergiebt sich vorerst durch Elimination

von y

X"' sin -^2 _ y» cos -ö-' = 0;
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mithin wird, wenn man die Grenzen von d^ nach denen von x

bestimmt, für x = d' = ^ ; und für o; = oo erwirbt 0- den

Werth 0. Daraus aber folgt weiter, dass y ebenfalls von

bis oo sich bewegen muss, wenn y dieses Intervall durch-

läuft. Nun ist den in §. 138. und §. 140. gegebenen Lehren

zufolge

dxdi/ docdy 4 y sin -ö- cos -9" 4 y sin -ö" cos -S-

2 2 2 2

4 y sin -^ cos -9- (y2 cos -Ö-s+ y2 sin -^2) „; + - -
. -= L '" .^-ij^ ''

y cos 0- sm ^
m n y^ cos Q^^ y- sin ^^ '

2 2 2 2
--f — 1 1 1= r sin-ö- cos -y- ,

m n ' '

und demnach wird u in folgender Gestalt jetzt erscheinen

7t_

2
2

t/=A^ / (p{y'')y"'^ " ^ dy / sin^" ' cos -^^ ' dd;

d. g. mit Beachtung der in §. 106. benutzten Formel

2

/
-. -. mm2 , 2

sin-^" cosO-"* ^-^-^^i

und der Gleichung P(«+ l) = ^ ^(^)

,
.,

r(..i)r(.+i)

rciH)
'/'W/' " '<iy.

Aus dieser Formel aber lUsst sich ohne Mühe eine allgemei-

nere Reductionsgleichung erzielen, sofern man in dem Doppel-

integrale u zuvörderst x == x/ yä und ?/ = ij^^ y'b substi-

tuirt, wo die von Null verschiedenen Constanten «, h, p, q
positiv sind, und wenn man überdies nach geschehener Ke-
duction statt der Constanten m und n bezüglich die andern
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^ und — schreibt und schliesslich in dem Integrale
p P

rechts 7^ durch y ersetzt. So nämlich erhält man die Be-

ziehung

p. / j(p{ax"' + hy") xP-^ tß-^ dx dy

ü + ^-i
, . mi\i)

|;,m n P_

-*- \mn/
In ähnlicher Weise wie vorhin führen wir jetzt das Inte-

gral V auf ein I^roduct von Gammafunctionen in ein einfaches

Integral zwischen den Grenzen und cx) zurück. Wir be-

nutzen dazu die Substitutionen

y cos ^^ „ y sin %^^

cos 2-9- '
-^

cos2'9'

vermöge deren wir vorerst die Grenzen der neuen Veränder-

lichen y und %' festzusetzen haben. In dieser Hinsicht nun

wollen wir das Intervall von '9' nach dem von x bestimmen.

Wird zu dem ßehufe y eliminirt, so kommt

und folglich wird für x = und .r = 00 wegen des positiven

y und der ebenfalls positiven Zahlen m und n die Veränder-

liche ^ bezüglich die Wertlie | und erwerben. Daraus

ergiebt sich mit Benutzung der Gleichung

w" cos 2'0'

V—'^

sin -9"
'

dass der der untern Grenze y = entsprechende Werth von

y ebenfalls heisst. Die obere Grenze von y hingegen er-

hält einen verschiedenen Werth, je nachdem nämhch '9' von

-- bis 0, oder von ^ bis
J

sich bewegt. Im erstem Falle

wird für y = CX) auch y = (x>, im letztern Falle dagegen ent-

s])richt der Grenze y = cx) der Werth y = — 00. Nennen
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wir daher für den Augenblick die Grosse w^ ^ —^ ~
kurz z/, so wird v die Form besitzen

71

oo "2—00
V =j (IQ- J (]y zl . (p {y) -\-fdQJ(Jy /i . (p{y).

TT Ü ^'

4 4

Weil nun aber

. y sin 2^ 2 cos -O-« — cos 2 -ö- sin -9^2 j

171 x"~^ cos 2'9' cös^-Ö- cos 2^ *

Tjw'*"^

, y sin2'&' 2 sin a-* — cos 2-9' cos -Ö-^ 1 •

;j?/"~"^ cos2'9- cosT^- ~ ~

y sin 2'» (4 sin 'Q-'^ cos 'Q-g — cos 2 -ö")

7wn a;"*"^ /~^ cos 2 a- (cos 2&)^

2 ;;: + ^ ~ ^- cos &"' sin -o-

"

— :r^rm )i
'

JL 4. i_

(cos 2 a) "' '*

SO entspringt mit Beachtung der in §. 5. unter 4. gegebenen

Sätze leicht die Relation

IL
4 00

2

*^ 008 2^'" " •^

4
2

,
2 / ,^sina'" cos 'S-" / . . ^'^^~^^

-^ 008 2-^'" " '^

Diese Beziehung lässt sich übersichtlicher darstellen, wenn

man cos2'9' = —r—^ setzt; denn dadurch geben sich, wenn

4" < ^ angenommen wird, die beiden Integrale nach t^

als Euler'sche Integrale der ersten Gattung zu erkennen, in-

dem nach einigen leichten Rechnungen die Gleichungen ent-

springen

Mkvki!
, bestiinmte lutegrale. 33
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/ 1-1 A-i.

in n f _ _L. _
•^ COS 2-9'^'' ."

in n j \— — ''"' ''^

„ (1+*)

und

r(.-i)

^ A^^^2 / .,^ sin-a-"' cos^"
m n ' 1.1

cos 2-9''
m n

Da nun aber - -1 < 1 , so bezeichnen — und echte
7/1 ' n ' m n

Brüche und folglich wird vermöge der bekannten Gleichung ^
r{a) r(i -«) = -.-"--,, < « < 1 1

sm an'

J- \n) J- \ m n ) n J- \m)J- \n ) vi

Das Doppelintegral v ist daher in folgender Form darstellbar

) dx dy = -^-^, . ,

-*- \ 7/i n / \ 7/1 71 J

j I <p{x"'— x'

u
CO 00
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Benutzt man nun aber die bei dem Integrale u Gl. I. ange-

gebene Substitution, wobei freilich jetzt zu beachten ist, dass die

dortigen Grössen "' und - hier der Bedingung - + ^ < 1

genügen müssen; so erhält man die allgemeinere Gleichung

sm^

II. Kapitel.

Die vielfachen Integrale im Allgemeinen und das Problem

der Attraction der EUipsoide.

§. 159.

Definition der vielfachen Integrale. Allgemeine Bemerkungen.

Wenn man die in §. 15. gegebene Erklärung eines Dop-

pelintegrales mit einiger Aufmerksamkeit betrachtet, so er-

kennt man unmittelbar, dass die dort gemachten Bemerkungen

sich ohne Mühe auf beliebig viele, von einander unabhängige

Veränderlichen ausdehnen lassen.

In der That, bezeichnet f{x, y, z, w, . . .) eine von 7i

Variabein x, y, z, Uj . . . abhängig veränderliche Grösse, in

welcher jede der Veränderlichen x,
{/

y z^ . . . in Bezug auf die

übrigen die Kolle eines Parameters spielt ; so wird , wenn wir

vorerst annehmen, dass die Function / in Bezug auf x zwi-

schen den Grenzen x = a und x = b eine einwerthijie und

continuirliche Function ausdrückt, das Integral

'ö'

j fix, y, z, Uy . . .) dx

im Allgemeinen eine von den Parametern ?/, z, w, ... ab-

hängige Grösse cp{y ^ Zy u, . . .) vorstellen. Daraus aber folgt

sogleich wieder, dass man immer das neue Integral

33*
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f(p{t/, z, ?/, ...)(i!/ =JdtjJ/\x, y, z,ii, ., .)dx = i^(z, u, . . .)

bilden darf, wenn (p{jj,Zjn, . . .) von ij = a his 1/ = b' zu

den eindeutigen und stetigen Functionen von y gehört. Und

da nun dieses neue Integral im Allgemeinen wieder von z

abhängt y so kann man, falls i>{z^u,...) von z= d' bis z=//'

einwerthig und stetig ist, die Existenz des Integrales

ft{z, ?/, . . .) dz = fdzfdyfdxfix, y, z, u, . . .)

a" n" it H

behaupten. Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Processes

gelangt man daher schliesslich zu einem vielfachen Inte-

grale von der Form

/>,,_! h" h' h

j dw . . . fdz fdy Jl{x, y, z, u, . . .y 7v) dx,

das , weil 11 die Anzahl der unabhängig veränderlichen Grössen

bedeuten soll, mit dem Namen eines ?i-fachen Integrales be-

legt wird*).

Wie man sieht , hätte die Ordnung der Integrationen auch

mehrfach abgeändert werden können, wodurch man zu einem

scheinbar ganz verschiedenen Resultate gelangt wäre. Allein

man sieht auch hier wieder gestützt auf das in §. 15. be-

wiesene Theorem ohne Schwierigkeit mittelst vollständiger In-

duction ein, dass, wenn sämmtliche Grenzen des Integrales

constant sind, die Ordnung der auszuführenden Integration

beliebig ist. Bei veränderlichen Grenzen hingegen darf im

Allgemeinen ein Abweichen von der einmal vorgeschriebenen

Integrationsordnung nicht eintreten.

Erleidet die Function unter den Zeichen der Integrationen

eine unendliche Discontinuität oder treten unendliche Inte-

grationsgrenzen auf, so ist natürlich auch hier vorher zu unter-

suchen, ob das Integral nicht sinnlos wird. Die Mittel dazu

sind wieder die früher gelehrten. Und namentlich verdient

*) Ein n-tachcä Integral werden wir oft abkürzend wie folgt

schreiben

:

(")

J'f{oc, y, . . . , tr) (Lt du . . t/w oder {n)ff{x, y, . . .) da: dy ...
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auch hier der Maximum-Miuimum-Satz besondere Erwähniin

denn dass derselbe ebenfalls bei vielfachen Integralen Statt

findet, lässt sich leicht in einer der in §. 6. angestellten Be-

trachtung ganz analogen Weise zeigen.

Sei nämlich f{x,yjZj..,) in das Product der beiden

Functionen cp{xj y , z , . . .) und il;{x, y ^ z ^ . . .) zerlegbar, von

denen die eine, cp{x, y , z^ . , .) z. ß., innerhalb der vorge-

schriebenen Integrationsintervalle x==ay x=b] y=a, y=h'y ...

jiiemals das Zeichen wechselt. Die Grössen M und N seien

ferner bezüglich der algebraisch grösste und kleinste Werth

von allen Maximis und Minimis, welche der andere Factor

^(cf
, y j Zy . . .) innerhalb der Grenzen («, &) ;

(«', &'),... an-

nehmen wird.

Alsdann müssen offenbar die beiden Differenzen

M— il^{x, y, z, . . .) und t(x, y , z , . . .) — N

stets positiv sein und sonach auch die Producte

[M — ip{x,y, z, . . .)] (p(x,y, z , . . .)

und

[t(xy y, z, . . .) — ^V] (p(xy y, z, . . .)

immer das nämliche Zeichen führen. Bildet man nun die In-

tegrale

h h-

ff" ' t'^^
~~ ^^^> 1/y ^y ' Ol 9(^'; y, z, . . .) dx dy dz . . ,

und

ff , . . [ip(x, y, z, . . .) — A\ i^{x,y, z, . . .) dxdy dz . . .,

beachtet dann weiter, dass den in §. 5, 1. gegebenen Lehren

zufolge durch Ausführung der einzelnen Integrationen stets

neue Integrale entstehen, deren Vorzeichen bei der Integration

nach der jedesmal folgenden Veränderlichen innerhalb der

entsprechenden Grenzen unzweideutig bestimmt sind und er-

wägt endlich, dass die unter 2. und 3. §. 5. bewiesenen Sätze

auch hier Geltung besitzen: so erkennt man ohne Weiteres die

Dichtigkeit unserer obigen Behauptung.

Nicht unerwähnt möge ferner die Bemerkung bleiben, dass

die Differentiation nach einem Parameter u. s. w. auch bei

vielfachen Integralen gestattet ist. Selbstverständlich dürfen
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dabei die für die Anwendung dieser Operationen notliwendigen

Bedingungen, wie sie aus der Lehre vom einfachen Integrale

leicht abstrahirt werden können, nicht ausser Acht gelassen

werden.

Endlich noch wollen wir die Bemerkung nicht unter-

drücken, dass der äusserst wichtige Satz von der Zerlegung

eines Integrales in Theilintegrale auch auf vielfache Integrale

sich ausdehnen lässt. Der Beweis selbst erfordert nur eine

wiederholte Anwendung der in §. 5. unter 6. geführten Unter-

suchung; thatsächlich haben wir übrigens von diesem Satze

schon bei den Doppelintegralen Gebrauch gemacht*).

§. 160.

Geometrische Bedeutung der dreifachen Integrale.

Wenn man bei einem vielfachen Integrale die Anzahl der

von einander unabhängigen Variabein auf drei reducirt, also

speciell ein sogenanntes dreifaches Integral betrachtet; so

lässt sich diesem, wie schon aus den Elementen der Integral-

rechnung bekannt ist, mit der grössten Leichtigkeit eine räum-

liche Bedeutung beilegen. In der That, die in den Paragraphen

144. und 145. gepflogene Untersuchung hat uns gelehrt, dass

der dort näher beschriebene körperliche Raum V bei Voraus-

setzung eines orthogonalen Coordinatensystems durch das Dop-

pelintegral

V=fdxfiZ-z„)<it/

sich darstellen lässt. Da nun aber Z — r„ als das Resultat

einer zwischen den Grenzen z = z^ und z ^= Z vollzogenen

Integration angesehen werden kann, so darf man auch

schreiben

:

V =f J f dx dy dx.
•'•n Z/o -o

Und weil anderseits Fdie Grenze des Ausdruckes Zl/JxJy{Z—z^^

z
vorstellt und ebenso Z — z^y d. h. f dz mit lim EzJz iden-

^o

*) Siehe §. 96; 153.
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tisch ist; so wird man offenbar auch folgende Grenzgleichung

bilden können:

ff fdx dy dx = lim ZZÜzlx ^y z/z(=lim EJxJy/lz).
xo yo 2o

Das dreifache Integral erscheint mithin hiernach als der In-

begriff der unendlich vielen unendlich kleinen Parallelepipeden

zJx Jy /Iz, welche man erhält, wenn man parallel mit jeder

der Coordinatenebei^en den zu berechnenden körperlichen Raum
ohne Aufhören durch Ebenen in Elemente sich zerschnitten

denkt.

Das soeben betrachtete Integral kann augenscheinlich

nicht als der Repräsentant der allgemeinsten Form eines drei-

fachen Integrales angesehen werden. Diese ergiebt sich viel-

mehr, wenn man annimmt, dass jeder Punkt des unendlichen

Raumes noch mit einem Factor f{x, y, z) behaftet ist, dass

also diese Gleichung besteht

X F z

f f f dx dy dz == lim Zf{Xj y, z) /ix /ly /Jz.

''<-o I/o 2o

Nach mechanischen Principien gedeutet stellt alsdann der

Factor f {Xj y ^ z) die an der jedesmaligen Raumstelle {x, y, z)

Statt findende Dichtigkeit vor, und folglich repräsentirt nun-

mehr das dreifache Integral die in dem Volumen V enthaltene

Masse.

Von andern als den vorhin benutzten rechtwinkligen

Coordinaten werden bei den Anwendungen der Infinitesimal-

rechnung bekanntlich am häufigsten die räumlichen Polar-

coordinaten in Betracht gezogen. Mit wenigen Worten wolleji

wir daher jetzt die alsdann Statt habende Form des dreifachen

Integrales uns zu vergegenwärtigen suchen. Zu dem Behuf

e

stelle VAX die Polarebene, A X die Polarachse und A den

Pol des Coordinatensystcms vor. Den vom Pol nach irgend

einem Raumpunkte gezogenen Radiusvector ferner wollen wir

mit Q bezeichnen , den von ihm und der Polarachse gebildeten

Winkel ^ nennen und unter (p den Winkel verstehen, welchen

die durch q und A X gelegte Ebene mit der Polarebene ein-

schliesst. Alsdann gelten augenscheinlich die nachstehenden

Gleichungen

A0=QQO^%, PO == M cos (p==Q sind- cos (fj MP=Qsm^sm(p^



- 520 ~

iji welclieu iiuiii den in §. 152. gemachten Bemerkungen ge-

mäss Q von bis + oc, O- von bis it und cp endlich von

bis '271 wählen wird*).

Fig. 17.

Lassen wir nun die irgend einen Punkt 31 bestimmenden

Veränderlichen q, d-, (p beziehungsweise in (> + ^(>j ^ + dd-,

q) -\- d(p übergehen, so legen die Durchschnitte der ihnen ent-

sprechenden geometrischen Gebilde mit den ursprünglichen

ein Körperelement fest, das zwar krummflächig ist, jedoch

wegen der unendlich kleinen Zunahmen von p, -O-, (p als ein

rechtwinkliges Parallelepiped vorgestellt werden darf, dessen

Kanten dg, q sin d- dcp^ Qdd" heissen und dessen Inhalt dem-

nach die Grösse p^ sin d-dQ d^ dtp besitzt. Durch Summation

sämmtlicher in einem irgendwie begrenzten Räume V ent-

haltenen Elemente gewinnen wir daher das dreifache Integral

r =fffQ^ sin d- dd- d(p dg.

Und setzen wir nun hierbei voraus, dass der Pol A im Innern

des Volumens V sich befindet und dass der Endwerth von q
r heisst, wo r eine Function von ^ und (p ausdrückt; so er-

halten wir die Beziehung

r=fä^f"d(pfQ'^ sin & dQ = ^fd^ fr"^ sin ^ d(p.

*) Würde man den Bogen O- von bis 2n und demnach cp von
bis 7t sich bewegen lassen , so hätte man dem Körperelement bald das

Zeichen plus, bald das Zeichen minub l.eizulegen.



— 521 -

Liegt tlagegeii der Vo\ ausserhalb des Volumes F, so hat man,

wenn r^ und r die Punkte bezeichnen, in denen der Radius-

vector Q die den Körper V .begrenzende Oberfläche schneidet,

in Bezug auf q von ^ = r^ bis q = r zu integriren. Die In-

tegration nach # hingegen wird sich von d' = d'Q bis d- = d-^

erstrecken, wenn ^•^^ und -O", die Grenzwerthe von -0- heissen

und die offenbar Functionen von g) ausdrücken. Das auf cp

bezügliche Integrationsintervall endlich wird durch die Grössen

(p^^ und qp, angedeutet werden, wenn diese die beiden den

Körper V begrenzenden äussersten Ebenen bestimmen. Man

hat also jetzt die Gleichung

l^Jarpj d^J Q' sin ^ dg =^ hJ^^J (''"' ~
''o^) «"^^ ^ ^^•

Wie oben bei den rechtwinkligen Coordinaten, wird auch hier

in gewissen Fällen noch eine Function /'((), 0-, (p) mit dem

Raumelement r^ sin d' dd' dcp dg multiplicirt sein.

fAttraction eines homogenen Ellipsoides auf einen Punkt.

§. 161.

Voreriimcruiigeii.

Ausser geometrischen Fragen sind es namentlich physi-

kalische Probleme, denen nicht bloss die Integralrechnung

überhaupt, sondern auch ihr besonderer Theil, die Theorie der

bestimmten -Integrale, den Anstoss zur Entwicklung mehrerer

ihrer schönsten Resultate verdankt. So hat z. B. das Problem

von den schwingenden Saiten den ersten Anstoss zur Bildung

der trigonometrischen Reihen gegeben, durch die dann einer-

seits Fourier, der Entdecker ihrer wahren Natur, vermöge

deren sie zur Darstellung ganz willkürlicher Functionen inner-

halb gegebener Grenzen geeignet sind, auf die ungemein

wichtigen , nach ihm benannten Doppelintegrale geführt wurde
und die anderseits für Dirichlet die Veranlassung geworden
sind zur Entwicklung jener äusserst eleganten und frucht-

baren Theoreme über die Grenzwerthe, welche gewisse be-

stimmte Integrale annehmen, wenn ein in diesen enthaltener

Parameter bis ins Unendliche wächst. Durch Dirichlet's Be-
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schilftigiuig mit physikalischen Problemen wurde ferner für

die Theorie der bestimmten Integrale eine neue Methode zur

Reduction vielfacher Integrale gewonnen, deren Wesen wir

später auseinandersetzen und mit deren Hülfe wir nach Dirich-

let 's Vorgange ein von ihm entdecktes Theorem über ein viel-

faches Integral entwickeln werden, das durch seine Eleganz

und ausserordentliche Fruchtbarkeit für weitere Folgerungen

sich auszeichnet. Auch das berühmte Problem der Attraction

homogener Ellipsoide, mit dem wir uns jetzt zu beschäftigen

gedenken, ist nicht ohne Bedeutung für die Theorie der be-

stimmten Integrale; wir werden sehen, dass die Bestimmung

der Anziehung, welche ein in endlicher Entfernung befind-

licher Punkt von einem homogenen Ellipsoide erleidet, die

Ermittlung eines dreifachen Integrales erfordert, dessen Re-

duction auf ein Doppelintegral zwar leicht, dessen weitere

Behandlung aber mit nicht unerheblichen Schwierigkeiten ver-

knüpft ist. Um ein klares Verständniss der uns gestellten

Aufgabe zu erzielen, halten wir die Mittheilung einiger ^er

Hauptsätze , auf denen die Attractionstheorie beruht , für sehr

zweckmässig.

Seien desshalb tn und m die Massen zweier materiellen

Punkte, deren Entfernung r heissen möge; die Grösse der

Anziehung, welche irgend zwei Masseneinheiten in der Ent-

fernung r aufeinander ausüben, sei ferner irgend eine Function

9)(r) dieser Distanz, und endlich drücke ?nm'(p{r) das Gesetz

aus, nach welchem die gegenseitige Anziehung der beiden

Massen fn und ?n erfolgt*). Dies vorausgesetzt, denken wir

*) Für das Newton'sche Attractionsgesetz würde man also den Aus-

druck
*^ "'"' haben, wenn die Constante y, die in der Entfernung 1 zwi-

sehen zwei Masseneinheiten Statt findende Anziehung ausdrückt; für die

cubiöche Anziehung ferner wäre g? (r) = -j > Die Masseneinheiteu kön-

nen dabei auch so gewählt werden , dass % den Werth 1 erhält. In der

That, die Wirkung zwischen den in der Entfernung 1 hefindlichcn

Massen m und m wird bei Zugrundelegung der ursprünglichen Maass-

einlieit lür die Ivräfte durch ytinm vorgestellt, also die zwischen dem
Y.VIVI

\fc>i Tljeile der Massen vi und in wirkende Kraft durch ^2 • ^t;tzt
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uns eine beliebige Masse M, deren Dichtigkeit k entweder

constant, oder veränderlich sein kann, und einen von M an-

gezogenen Punkt, der die Masse m besitzen möge. Bezeichnet

nun (hl irgend ein Volumenelement der anziehenden Masse,

also kdu die Masse desselben: so wird dem Vorhergehenden

zufolge die Grösse der Wirkung zwischen du und dem Punkte

7n durch den Ausdruck mkdu(p{r) dargestellt. Und die Ge-

sammtanziehung, welche der Punkt m von der Masse M er-

fährt, werden wir in der zweckmässigsten Weise erzielen,

wenn wir jede Elementarwirkung nach drei auf einander senk-

recht stehenden Achsen uns zerlegt denken, alle derselben

Coordinatenachse parallelen Elementarcomponenten zu einem

Inbegriff vereinigen und aus den so gewonnenen Seitenkräften

X, r, Z die Resultante R vermöge der Formel /?=j/Z^+r^+ Z^

berechnen. Nennen wir also a^h^c die senkrechten Abstände

des Punktes m von drei sich rechtwinklig schneidenden Ebenen,

sowie X, y, z die Coordinaten des Elementes du in Bezug auf

das gewählte Achsensystem, und bezeichnen wir schliesslich

mit A, /i, 1/ die drei Winkel, welche die Verbindungsgerade r

des Punktes m und des Elementes du mit den Coordinaten-

achsen bildet:* so erhalten wir wegen

cc — a ^ _ y
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X = /'m k
fp

(r) ^^ ''du, 7= Ttn/cq) (r) ^— ^' du,

Z=
I

?nk(p{r) ^—^ du.

Daraus aber fliesst sofort, dass man behufs der weitem

Uutersuchung bloss die eine, z. B. die der a;-Achse parallele

Seiteilkraft X iii Betracht zu ziehen braucht. Auch dies

leuchtet unmittelbar ein, dass wir die Masse m des Punktes

(a, b, c) immer = 1 setzen dürfen. Ausser diesen Verein-

fachungen werden wir noch eine andere dadurch gewinnen,

dass wir die anziehende Masse homogen, also die Dichtig-

keit derselben constant und zwar = 1 voraussetzen. Der Aus-

druck, mit dessen Untersuchung wir uns jetzt zu beschäftigen

haben, heisst demnach

X=J'<p{r)-''--^du.

oder, weil bei einem rechtwinkligen Coordinatensysteme

du = dx dy dz ist,

x= f ff'^--;^- 9(0
^^^' f^y ^^

und man begreift ohne Weiteres, dass die einzelnen Intervalle,

innerhalb deren diese drei Integrationen auszuführen sind,

durch die Begrenzung der anziehenden Masse M bestimmt

werden. Selbstverständlich kann es dabei geschehen, dass in

Folge gewisser Einbiegungen der die Masse M begrenzenden

Fläche das dreifache Integral in Theilintegrale zu zerfallen

ist*).

Beachtet man nun, dass für r, welches immer absolut

genommen wird, die Gleichung besteht

r' = (,c ~ af + (y - bf + {z ~ cf',

so ergiebt sich unmittelbar die Beziehung

er .7.' — a

dx r '

und foglicli wird

A =
j j j (p (,) ^ dx dy dz.

*) Vergl. §. 135, Schluss.
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Den in §.11. angestellten Betrachtungen zufolge aber existirt

stets eine Function /(;), die nach r derivirt den DiflPerential-

quotienten 9>(r) besitzt. Mit Benutzung dieses Satzes lässt

sich daher Ä in folgender Form schreiben

d. ff., weil —7^ ^ mit der partiellen Abgeleiteten von /'(?-)

nach X gleichbedeutend ist,

Und heissen nun .r, und x,^ die Grenzen des Integrales nach Xy

bezeichnen dann ferner i\ und r.^ die x = x^ und x = x.^

entsprechenden Werthe des Radicals

r^fix- af + (j,
- bf
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zu bewegen hat. Geben wir zu dem Behufe der obigen Un-

gleichheit die Form

'<-['-(I)'-(t)']'
so erkennen wir unmittelbar, dass Prismen der genannten Art

nur existiren, sofern der mit «^ multiplicirte Ausdruck positiv

2 ~2

ist, so lange also '— -\- -^ nicht grösser, als 1 wird, eine

Bedingung, die wir in Zeichen bekanntlich durch

darstellen, und da nun der vorhergehenden Ungleichheit

zufolge X numerisch den Werth x == ay \— ^^ — ^ nicht

überschreiten darf, so liegt dasselbe augenscheinlich zwischen

x^ = — X und x., = -\- X . Diese Werthe nach den oben

gegebenen Vorschriften in das zweifache Integral für X ein-

gesetzt machen dasselbe offenbar von den sechs Constanten

of, /3, 7, «, ^, c abhängig, und zwar erscheinen a^ h, c, welche

die Lage des angezogenen Punktes definiren, sowie a bloss

in der Function f{r) ; die andern dagegen zeigen sich ausser-

dem noch in den Grenzen des Doppelintegrales, indem die

auf y und z bezüglichen Integrationsintervalle aus der Un-

gleichheit 2. zu entwickeln sind. Diesen letztern Umstand
können wir indess sofort beseitigen, wenn wir statt der

Variabein y und z die neuen / und ?/, welche mit jenen dmcli

die Gleichungen y = ßt und z = yu verbunden sind, sub-

stituiren. Dadurch nämlich verwandelt sich Ä in das Integral

dessen Grenzen der Bedingung f -f" w- < 1 gemäss zu be-

stimmen sind. Vermöge der angewendeten Substitution aber

nehmen x und r die Gestalt an

und daher wird

r»
= y(^aj/\ —t^— u^ — af + {ßt—hf -f {yu—c)'-

i +{y''-a')u'±2aaj/T
^ /ja^-\-0'+ c''+ a'-2ijßt—2cyu+{ß''— a^)t'^
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wobei die obern Zeichen auf r,, die untern hingegen auf r..

sich beziehen. Da nun mit Ausnahme von ß und y sämmt-

liche Constanten bloss in den beiden Argumenten t\ und r.,

der Function f(r) vorkommen, so muss offenbar das Doppel-

integral

unverändert bleiben, wenn mit der Variation der Constanten

eine Aenderung der Werthe von r^ und r^ nicht verbunden

ist. Wäre es also möglich, sechs neue Constanten «', b', c,

Uj b'j y so zu bestimmen , dass die Gleichungen

3. er- + ^.2 _|_ ^2 _^ «2 _ a'2 _^ ^'2
_J_

^'2 _p «^2.

4. aa = a'a\ bß = h' ß', cy = c'
y

-^

5. ß2_a}^ p _ ß'2^ yl _ «2 _ y2 _ «'2

befriedigt werden : so würde zwischen den beiden Constanten-

gruppen entsprechenden Grössen X und X' die einfache Be-

ziehung bestehen

aus der wir alsdann ohne Mühe ein wichtiges Theorem ent-

wickeln könnten.

Eine derartige Bestimmung nun ist in der That und

zwar nur auf eine Weise möglich. Vermöge der in 4. aus-

gedrückten Gleichungen nämlich lässt sich Gleichung 3. zu-

nächst in folgender Form schreiben

„. + ^^ + c' + a^ = a^ + "^ + ^^4^ + ^:
und hieraus entspringt

d. g. mit Berücksichtigung der Relationen 5.:

Wie man sieht, kann dieser Gleichung durch die Annahme
«'2 = «2^ ^ 1^ ^' __ ß^ Genüge geleistet werden. Beachtet

mau jedoch, dass durch diese Lösung auch die übrigen ge-

strichenen Constanten mit den ihnen entsprechenden ursprüng-

lichen Grössen zusammenfallen würden: so ist dieselbe für

uns ohne Bedeutung und bedarf daher keiner Berücksichtigung.
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Daraus aber fliesst sogleich weiter^ dass die Bestimmung von

d und somit auch — wie unmittelbar aus dem blossen An-

blicke der Gleichungen 3.-5. erhellt — die der übrigen

Constanten die Auflösung der Gleichung

a'2 ' |3'2 ' y
-^

erfordert. Behufs deren Behandlung ist es nun zweckmässig,

unter den Halbachsen «, /3, y des gegebenen Ellipsoides eine

gewisse Rangordnung eintreten zu lassen, und zwar empfiehlt

sich hier wegen der Gleichungen 5. die folgende « < /i < y.

Setzen wir dann ferner um der Kürze willen

f— a}.=p— d''-=^^' und y'^— a'= y"^— a^= e'',

so wird

^
/v'2 1^ „'2 _l_ A2 T^a'2 ' a'2 + ^2 n^ ^'2 _j_ g2 7

und daher ist «'^ die Wurzel einer cubischen Gleichung

F(a"^) = 0. Offenbar ergiebt sich dieselbe sofort durch Be-

seitigung der Brüche, indess empfiehlt sich vorerst noch die

Beibehaltung der vorhin erlangten Form der Gleichung, weil

man aus ihr ohne Mühe die Natur der Wurzeln erkennen

kann. Setzen wir nämlich für den Augenblick «"^ = i/; und

— ^ + ^ + :^r^^ + :^72 = /(^) = 0, so werden die bei-

den Functionalwerthe /(O) und /'(oo) augenscheinlich ver-

schiedene Vorzeichen erwerben. Die gleiche Eigenschaft

besitzt somit auch diq Seite Fiili) der aus /(i^) zu bildenden

cubischen Gleichung, und daher muss diese einem bekannten

Theoreme*) zufolge zwischen den Grenzen und cx) wenig-

stens eine reelle Wurzel enthalten. Nun bezeichnet aber,

so lange ?// nicht mit Null zusammenfällt oder um ein un-

endlich Kleines von Null abweicht, /(?/;) offenbar eine ab-

nehmende stetige Function von i^, mithin muss, wenn ^ von

Null bis + CX) sich bewegt, innerhalb dieses Intervalles ein-

mal und nur einmal ein Werth von x^ erscheinen, der /'(i^)

auf Null reducirt. Gefunden wird dieser Werth von ^ und

demnach auch der von d natürlich durch Auflösung der cu-

bischen Gleichung F(xIj) = 0.**)

*; Vergl. Serret. Cours d'algebre supärieure. 8. Edition, t. I.,

j». 252—258.

**) Die beiden andern Wurzeln von F{ip) = sind negativ; denn
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Ein ganz ähnliches Verhalten, wie es so eben für die

der a:-Achse parallele Attractionscomponente X nachgewiesen

ist, zeigen auch die beiden Seitenkräfte Y und Z. Betrachten

wir z. ß. die Componente F, so erhalten wir durch Inne-

haltuug des früher beschriebenen Gedankenganges zunächst

die Beziehung

r^jjdxdz[f{r,)-f{r,)],

WO r, und r, die beiden den Substitutionen

entsprechenden Werthe des Radicals

r = }/{x-af + {:y-bf + {7-W
bezeichnen. Schreiben wir nun wieder y ii statt z und ebenso

at = X, so entspringt

F=ayfjdtdu[ar,)-ar,)l

''^\~V \ ±2hß]/r-f-u'
J

Die Beziehungen 3. — 5. gehen daher jetzt in die folgenden

über

n''+h''+c^+ß''=a"'+b"'+c"'-^P', aa= (/a,hß=b'ß', cy=cy',

a' - ß''= a"'— ß'\ y''— ß''= y^ - ß"\

aus denen ganz in der frühern Weise wieder die Gleichung

ermittelt werden kann. Und daher schliesst man nun sofort,

dass mit dem Beweise der Beziehung Ä :
Ä' =» ßy : ß' y' zu-

gleich die Richtigkeit der Relationen

y : V = ay : ay, Z : Z' = aß: aß'

dargethau ist.

setzt man in f\ip) statt ip nach einander — %^ und -ö- — d*, sowie — -ö"

und %• — f2^ wo -9- eine unendlich kleine positive Zahl bedeutet; so
|

findet sowohl zwischen den Grenzen — -O- und ^ — d^, als auch inner-

halb des Intervalls {— &, ^ — s^) ein Zeichenwechsel, zwischen den
Grenzen — ^ und — -9- — 6* hingegen eine Zeichenfolge Statt. Und
daher hegt dem oben benutzten Theoreme zufolge in jedem der Inter-

valle (0,-^2) um] (0,— f2) eine Wurzel der cubischen Gleichung F{7p)= 0.
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Welche Bedeutung aber, so fragen wir jetzt weiter, be-

sitzen diese Gleichungen? Um hierüber Aufklärung uns zu

verschaffen, beachten wir zunächst die oben gefundenen Be-

ziehungen
rt* h^ r^ n'^ h'^ c^l=-5 + p+7^ «nd 1 = -- + ™+-,.

Offenbar sagen dieselben, dass von den einander entsprechen-

den Punkten (^/, hy c) und {ci , h', c), welche correspon-

dirende Punkte genannt werden, der erstere auf der Ober-

fläche eines mit den Halbachsen «', ß\ y construirten Ellip-

soides [f/, /3', /], der letztere hingegen auf der Oberfläche des

gegebenen Ellipsoides [a, /3, y\ sich befindet. Wegen der

Gleichungen 5. oder — was dasselbe ist — wegen der fol-

genden «2 — «'^' = ß"^ — ß- = y^ — y"^ besitzen die Haupt-

schnitte dieser beiden Ellipsoide dieselben Brennpunkte; die

Quadrate ihrer Halbachsen nehmen um gleichviel zu oder ab,

und folglich umschliessen die ElHpsoide einander. Derartige

Ellipsoide nennt man confocale Ellipsoide. Liegt nun der

Punkt («, h, c) ausserhalb des Ellipsoides f«, /3, y], so ist der

correspondirende Punkt («', //, c) in Bezug auf das mit [«, /3, y]

confocale Ellipsoid [«', /3', y'] ein innerer und umgekehrt. Die

Frage nach der Grösse der Attractionscomponente für einen

im Innern des Ellipsoides gelegenen Punkt aber war früher

ein weit einfacheres Problem, als die Bestimmung der Attrac-

tionscomponente für den Fall eines im äussern Räume befind-

lichen angezogenen Punktes. Mit Hülfe der oben bewiesenen

Beziehungen zwischen den Attractionscomponenten der beiden

confocalen Ellipsoide [«, ß, y'\ und [«', ß\ y'] in Bezug auf

die correspondirenden Punkte (a, h, c) und {a, h', c) konnte

man daher das schwierigere Problem des äussern Punktes

ohne Mühe auf das einfachere des innern Punktes zurück-

führen. Dieses Theorem verdankt man dem englischen Mathe-

matiker Ivory, freilich nicht in der Allgemeinheit, in welcher

es hier bewiesen wurde. Ivory hat die Richtigkeit seines

Lehrsatzes nur für den Fall des Newton'schen Attractions-

gesetzes dargethan, die Bemerkung dagegen, dass dieses Theo-

rem für jedes Attractionsgesetz in Kraft bleibt, hat zuerst

Poisson gemacht.*)

*) Vergl. beispielsweise dessen Mechanik. Thl. 1. §. loy.
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§. 163.

Bcstlmiiuiiig von X für den Fall eines Innern Punktes unter Vor-

aussetzung des Newton'schen Attractionsgesetzes.

Wenn die gegenseitige Anziehung des Punktes {a^ b, c)

und des Ellipsoides [a, ß^ y] nach Newton's Gesetze erfolgt,

wenn also q) (r) = ^ oder einfacher gleich ^ ist; so wird

/ (r) == -j und folglich kann wegen der Wurzel unter der

Wurzel, in welcher Form bei den oben gegebenen Werthen

von r, und r^ /(r) jetzt erscheint, von einer Integration des

Ausdruckes X= Jj dy dz [f{r.^ — f{^\)\ weder nach ?/, noch

nach z die Rede sein. Dies ist offenbar nur möglich, wenn

die Anziehung von einer ungeraden Potenz der umgekehrten

Entfernung abhängt. Bei Voraussetzung des Newton'schen

Gravitationsgesetzes müssen wir mithin die Bestimmung von

X auf einem andern Wege versuchen, also z. B. einmal nach-

sehen, ob sich ein günstiger Erfolg vielleicht durch die Wahl
von Polarcoordinaten statt der rechtwinkligen erzielen lässt.

Soll dabei r zugleich die Rolle des Radiusvectors übernehmen,

so haben wir augenscheinlich den Pol des Coordinatensystems

in den Punkt (öt, Z/, c) zu verlegen. Wählen wir dann ferner

zur Polarachse die mit der a;-Achse parallele Gerade und die

der a;y- Ebene parallele Ebene als Polarebene und nennen ^
den Winkel zwischen r und der Polarachse, sowie cp den

Winkel, welchen die durch r und die Polarachse bestimmte

Ebene mit der Polarebene bildet: so wird

a:=ft-|-rcos'9', y=h-{-rmi\^Q,o^(p, z=c-\-7^m\^ ^mcp^

und folglich geht Q' + ('^)' + (y)' < 1 über in

^ Az-frcos^Y
,

/&-f>'sin'9'cosqpY . /c+r ein 9* sin qpV .

Der früher gefundene Ausdruck X= 1
'^~'^

q}{r) du ferner

verwandelt sich wegen du = r- sin # dr dd^ dcp jetzt in

JC= jjj cos %' sin ^ dr d^ d(p,

und man erkennt nun sofort, dass hier die erste der lute-

34*
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grationen immer ausführbar ist, nach welcher der Variabehi

maD dieselbe auch vollziehen mag. Trotzdem aber ist es —
wie früher bei der Quadratur der Ellipse — wegen der grössern

oder geringern Complication des aus 1. zu ziehenden Inte-

grationsintervalles nicht gleichgültig, nach welcher der Ver-

änderlichen man zuerst integrirt. Im vorliegenden Falle

empfiehlt sich die Integration nach r als die zweckmässigste *,

wir beginnen daher mit dieser, und folglich haben wir nun

zunächst die Grenzen, zwischen denen r sich bewegt, zu be-

stimmen. Um dies in der übersichtlichsten Weise zu thuu,

denken wir uns vorerst die Ungleichheit 1. nach r geordnet;

alsdann besitzt sie augenscheinlich die Gestalt

1«. Ir'^ -\-2mr <i rij

in welcher die Constanten /, m^ n durch die Gleichungen

definirt werden:

, cos %^
,

sin %-^ cos qp'^
, sin 0^- sin qp^

a cos-ö- , b sin-ö- cosqp , c ^m.% sinqp
^ — —^2 I

J%
I ~i >

Beachtet man nun, dass / stets positiv ist und niemals der

Null gleich wird, so können wir offenbar die Ungleichheit 1".

durch / multipliciren ; sie verliert ausserdem ihren Charakter

nicht, wenn wir auf beiden Seiten derselben die Grösse m'^

hinzufügen. Statt 1". erhalten wir daher jetzt die Form

(/r -f m)- <ln -\- m\

und hieraus erkennt man ohne Weiteres, dass In -\- m^ notli-

wendig positiv sein muss, wenn überhaupt Radienvectoren

existiren sollen. Setzen wir mithin /w -f- /w'^ > 0, so liegt

Ir -\- m zwischen -(- yin-\-m^ und — j/ln-j-m'^j d. h.

—
* m — Vln + m« — ;« -f ^/n -f m»

l
< r <

i

Ist nun der Punkt («, ^, c) ein innerer, ist also wegen

n positiv, so sind offenbar für jede Combination ttgp Uadien-

vectoren vorhanden. Dagegen existiren solche nur nach ge-
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wisseil Richtuiigeii, wenn der Punkt («, /;, 6") ausserhalb des

anziehenden Elh'psoides sich befindet, d. h. wenn n zu den

negativen Grössen gehört. Schon die blosse Anschauung

zeigt die Richtigkeit dieser Behauptungen. Welche Werthe

erhält nun aber diesen beiden Fällen entsprechend unser r?

Um hierüber Aufschluss zu erlangen, nehmen wir n zunächst

positiv; alsdann ist offenbar der numerische Werth von

j/ln -\- m^ grösser, als der von m, und folglich liegt r zwi-

schen ~-- "*" " "t" ^^
^jjjj

—in— n -\-m_^
Weil aber r ab-

solut zu nehmen ist, so können die Grenzen desselben nur

1 — 7n -\- y In -4- m^ i_ •

und ' heissen.

Ist dagegen n negativ, so sind absolut genommen nur

für In <. m} Werthe von r vorhanden. Und da j/ln -\- m^

numerisch jetzt kleiner, als der absolute Werth von m ist,

so giebt es für ein positives m keine Radienvectoren ; diese

existiren vielmehr nur für ein negatives m. Die Integration

nach r ist folglich für einen äussern Punkt bloss beim Statt-

haben der beiden Bedingungen

In -\- m"^ ^ und w <
möglich, sie erstreckt sich alsdann von r == ~ ^ — ^L_^~r^

bis r=—^-h n-f-_m_
(Geometrisch genommen hat dies den

Sinn, dass die Vereinigung der Elemente nur innerhalb eines

das Ellipsoid umhüllenden Kegels geschehen kann, dessen

Spitze im Punkte (<7, ^, c) sich befindet.

Nach diesen vorbereitenden Untersuchungen gehen wir

zur Integration selbst über, und zwar behandeln wir vorerst

den Fall des innern Punktes. Ofienbar ist alsdann mit Be-

rücksichtigung der in §. 160. über die Grenzen von d" und (p

gemachten Bemerkungen

Ä =
I I

dd- dcp sin d- COS ^ '

U

d. g.
rc 27r 7f

X=—Jdd^jd(psm&cos&'"+ld^ld(p^^^^^^^^

- m
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Dieser Ausdruck vereinfacht sich iiidess sogleich, wenn man

beachtet, dass für je zwei Werthgruppen 0-, 9 und jc—d-, 7t-\-(p

das Radical
^^ "*

^"
wegen der Werthe von / und m unver-

ändert bleibt, das Product sin d- sin cp hingegen in die Klasse

der entgegengesetzten Grössen gehört und dass demnach die

diesen beiden Gruppen entsprechenden Elemente einander auf-

heben. Das zweite der Integrale rechts ist daher mit Null

gleichbedeutend*), und folglich wird

TT 27t

^ = — l'dd' l*dw V sin 0- cos^- Cdd- i^dcp
j

oder

Ä=—
I
d^

I
d(p

^^^
-^cos-O--!-- ö4sin#cosg)4- ^^sin-O-sing) .

u u

Nun aber schliesst man in ähnlicher Weise wie vorhin, dass

die beiden Integrale

*) In mehr analytischer Weise kann man sich von der Richtigkeit

dieser Behauptung auch wie folgt überzeugen.

Bezeichne i/> (-O*, cp) eine solche Function von -O- und qp, die den

entgegengesetzten Werth erwirbt, wenn die Argumente d- und qp be-

züglich in TT — <& und 71 -\- ip sich verwandeln. Alsdann erhält man
wegen

2n n 27t

ftl}{&, rp) dcf =./>(^, qp) dtp +./>(^, qp) '^«P
TT

=j '\p{^, tp) dtp -\-fil){%, n-\-(p)d(p
u

ohne Weiteres die JJeziehung

7t 2 n 71 n 7t n

fdd-fx}}[^, (jp) dcp =fd&fip{Q; cp) dtp -|-./V/#./>('9-, TT-fqp) dtp,"0
und diese verwandelt sich durch Umkehrnng der Integrationsordnung

mit darauf folgender Substitution von n— d' statt o^ in dem letzten

Integrale, sowie durch nochmalige Aenderung der Integrationsordiumg

im Iraiisformirton Integrale und schliessliche Vereinigung des ersten

und letzten Integnilos in die identische Gleichung

n iTt 71 71

fd&fdtp ^{d-, tp) =fdd-fd(p [ip{d; cp) -f ^{71 — &, n-\-cp)] = 0.
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den Werth Null besitzen und dass sonach

Ä = ~ a j d^
I

-

cos '{^2 4- -^ sin-ö-^coötp«+ -g sin -^2 gm^pa

ist.

Diese Relation gestattet eine bemerkenswertlie Folgerung.

Das Integral nämlich behält augenscheinlich denselben Werth,

wenn die Verhältnisse der Achsen unverändert bleiben, d. h.

wenn man ein dem ersten concentrisches, ähnliches und ähn-

lich liegendes Ellipsoid construirt. Und da nun — wie aus

den früher gepflogenen Erörterungen sofort erhellt — bezüg-

lich der beiden Componenten Y und Z ein gleicher Erfolg

eintritt; so ist offenbar die Wirkung der von den beiden con-

centrisch ähnlichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden gebil-

deten Schicht auf einen im innern Hohlräume derselben be-

findlichen Punkt der Null gleich.*) Die Anziehung eines

Ellipsoides auf einen Punkt seiner Masse reducirt sich daher

auf diejenige des Ellipsoiden theils, welcher von einer mit der

Oberfläche des gegebenen Ellipsoids concentrischen, ähnlichen

und ähnlich liegenden, durch den angezogenen Punkt gehenden

Oberfläche begrenzt wird.

Giebt man dem obigen Doppelintegrale die Gestalt

osqp*
,
smqp*

,
ri cosqp* sinqp*"! ^.'

so erkennt man ohne Weiteres, dass dasselbe nach ^ unbe-

stimmt sich integriren und zwar auf cyklometrische oder

logarithmische Functionen sich zurückführen lässt. Da jedoch

die hierdurch entspringende Form des neuen Integrales gerade

*) Dieser von Newton entdeckte Scatz lässt sich auch auf syntheti-

schem Wege ohne Mühe nachweisen. Man vergl. z. B. darüber: Schell.

Theorie der Bewegung und der Kräfte, S. 702; — Sturm. Cours de
mecanique de Tecole polytechnique, tome I., Nro. 142; — Duiiamel.
-Mechanik, Thl. 1., Nro. 134.
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nicht durch Eleganz sich auszeichnet, diese vielmehr erzielt

wird, wenn man mit der Integration nach cp beginnt; so

werden wir auch diesen Weg befolgen. Wir schreiben zu

dem Behufe das Integral nach q) zunächst in nebenstehender

Gestalt

dq>

"'f(-~f+
/cos*« , sina-2\ /cos«'»

,
sinö-^x .

( -? + T5-)
•'O' ^ + (-^ + -y") ^'" "

und bedenken, dass durch die Substitution tt + qp statt (p die

Function unter dem Integralzeichen unverändert bleibt, die

Grenzen des Integrales dagegen in — 7t und + ^ sich ver-

wandeln und dass überdies die Function zu den geraden

Functionen von (p gehört. Dadurch bekommen wir augen-

scheinlich die Gleichung

/.--

7t

dcp

cos qp2 _|_ 1^2 gin qp2>

wenn wir der Kürze halber unter A und ^ beziehungsweise

die Wurzelwerthe der Coefficienten von cos qp'^ und sin cp^

verstehen. Zerlegen wir aber nochmals das Integral in zwei

andere zwischen den Grenzen und - , - und it und sub-

stituiren in dem letzten dieser Theilintegrale ^ + 9> statt qp,

so geht V offenbar über in

TT

) -4 = r rarcta..g \ tg <p1 = f".*)

Und daher ist

^ 2«« / sin 'S" cos -^2 ^<9-

*) Hätten wir X und ju- mit verschiedenen Zeichen behaftet voraus-

gesetzt, 80 würde formell — — - das Ergebniss der Integration ge-

wesen sem.
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Weil aber für je zwei^Supplemeiitarwerthe -9- uiitl %— 0^ die

Function unter dem Integralzeichen keine Aenderung erleidet,

je zwei diesen Argumenten entsprechende Elemente also gleich

sind; so erhält man die einfachere Beziehung

A:7t n I

Vi
sin Q- cos -O-'^ d^

Und hieraus entspringt durch Einführung der neuen Varia-

bein l mittelst der Gleichung / = cos O* die andere Form

t^ dt

[.-(-5)-][.-(.-S)-]

Da nun mit der Seitenkraft X zugleich die Componenten Y
und Z gegeben sind, indem diese aus X durch blosse Permu-

tation der Grossen a, ß, y, a^b^ c gewonnen werden, so hat

man auch unmittelbar die Beziehungen

y 4:71 bav J t^ dt:huy j

/[-(-?) '][-('-?)']

und

Z

1

47t c aß 1 /2 dt

/[-(- 5) '•][-(-?)]

In jedem der drei zusammengehörigen elliptischen Integrale

erscheint also eine andere Wurzelgrösse ; die Reduction dieser

Integrale auf die Normalformen der ersten und zweiten

Gattung wird desshalb völlig unsynnnetrische Resultate liefern.

Ihrer Natur nach aber sind die drei Componenten X^ V^ Z
symmetrisch geformte Ausdrücke, weil sie ja durch blosse

Permutation der in ihnen eiithaltenen Constanten auseinander

hervorgehen. Um dieser Symmetrie willeji ist es daher weit

zweckmässiger, bei den allgemeinen Betrachtungen von der
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Herstellung der cauonischen Form dei* obigen Integrale abzu-

sehen. Geschieht dies, so lassen sich dieselben ohne Schwierig-

keit derart schreiben, dass dasselbe Radical in ihnen vor-

kommt. Behufs Erzielung dieser Form betrachten wir wieder

die Componente X ^ und zwar ersetzen wir in dem Integrale

die Variabele l durch die neue s, welche mit jener durch die

Gleichung f = p^ verbunden ist, wo A eine positive, gleich

näher zu bestimmende Constante bezeichnet. Da unter dieser

Voraussetzung für / = 0, 1 die entsprechenden Werthe von s

und cx> heissen und da ausserdem

X ds t^ dt
"" - 2 yji+üf'

//R-5)-]F(-r.)']
X ds

ist, so wird

y 2nci ßyX j ds

Und schreibt man nun A = g? so entspringt

Y '-i-n a I ds

Die Componenten X, Z, Z besitzen demnach die Gestalt

u

d. h. wenn wir die drei für dasselbe Ellipsoid constant blei-

benden Integrale zur Abkürzung bezüglich durch Aj B, C be-

zeichnen,

X^~~27iaA, V= — 27rbB, Z = — 27toC.

Offenbar lehren diese Formeln, dass für alle Punkte,

welche in einer Ebene sich befinden, die senkrecht zu einer
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der Achsen des Ellipsoides steht, die dieser Achse parallele

Attractionscomporiente dieselbe bleibt und 'dass die jedes-

malige Grösse derselben der Entfernung zwischen der senk-

rechten und der ihr parallelen Hauptebene des Ellipsoides

proportional ist. Die bezügliche Componente ist daher am

irrössten für die in der letzten senkrechten Ebene befindlichen

Punkte und am kleinsten, nämlich = 0, in der Hauptebene.

Heisst R die Gesammtwirkung des EUipsoids auf einen

innern Punkt, und sind A, ft, v die drei Winkel, welche die

Richtung von R mit den Achsen der x, tjy z bildet; so ist

B, cos k = Xj R cos 11= Yy R cos v = Z.

Und weil nun anderseits für das stets absolut zu nehmende

R die Beziehung besteht

so wird

,
—Aa — Bh

COS A = -. r=_ -, COSU

— Cc
COS V == -. =: —

.

Daraus aber fliesst sofort weiter, dass für alle Punkte, welche

auf demselben Halbmesser q des EUipsoids sich befinden, die

Resultante R sich parallel bleibt und ihrer Grösse nach der

jedesmaligen Entfernung des afficirten Punktes vom Centrum
proportional ist. Denn sind A', ^', v die drei Winkel zwi-

schen Q und den Achsen des Ellipsoides, so hat mau die

Gleichungen

a == Q cos A', b == Q cos ft', c = q cos v',

diese Ausdrücke aber in die oben gegebenen Werthe für /?,

cos A, cos ^y cos V eingesetzt zeigen unmittelbar die Richtig-

keit der Behauptung. Für je zwei um q vom Centrum ab-

stehende Punkte desselben Durchmessers ist daher die Richtung

der Gesammtwirkung entgegengesetzt.
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§• Iß-l-

Ueductiou der Integrale A, B, C auf die caiionische Form.*)

Eine Ziirücktuhruiig der Integrale A, By C auf Elementar-

functionen ist nur für das Rotationsellipsoid möglich, für den

Fall eiues dreiachsigen Ellipsoides dagegen bilden — wie

schon angedeutet — die elliptischen Integrale der ersten und

zweiten Gattung, also die Integrale

f{cp, A) = /
""J,

und ^(9, k) = fdq> l/Ä-^lJ^n-^^

die Grundbestandtheile der Integrale Ay B^ C. Um sie zu

erzielen, kehren wir zu den früher gefundenen Formen
1

' _ _ 47rapy / t* dt

1

1

„ ^ ncaß 1 t^_jn

zurück. Setzen wir nun der Kürze halber - —^-^ = A^,

-—j^ = |Lt^, M = ^ aßy j und substituiren wir alsdann in

den Integralen für V und Z beziehungsweise statt t die Aus-

drücke

tyi+X-^_ ßt . tVl-\-(i^_ yt
.

so können wir die vorstehenden Integrale zunächst in der

einfacheren Gestalt

*) Vergl. Sturm. Cours de mecaniqnc de Fecole polytechnique,

tome I., p. 99 etc.
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sMa r i^d-i y^ __sm r i^ di

«Vi
t^dt

schreiben. Und hieraus entspringen wieder die Formen

2\3'

3M« /*tangqp^9 y ^i^A / sm cp^ dcp

ü

^ 3 Mc /* sin qp2 ^/qp~ ~ a\fi^J yi-~¥ sin (p2'

wenn man nämlich beachtet, dass in Folge unserer frühern

Annahme « < /3 < y die Constante ^ < ^ ist und demnach

A:"^ = 1 2, t^'^^ig d^ = }i =7/ —^r^ y t tang 0'=tang q)= ^(

gesetzt werden kann. Von diesen Integralen aber bedürfen

nur noch das erste und zweite einer weitern Entwicklung,

indem das dritte wegen

J'
sin yg d(p 1^

/* dcp J_
/* 1—F sin gp^

j

Kl^^^^i^l
~~

^V Kl-Ä:* sin 9^ A'J ^1— A'2 sin (j)2 ^

sofort als identisch mit r^- [^'(^; '^) — ^ (^; '^)] sich zu er-

kennen giebt.

Für das unbestimmte Integral / -J^ ^ ^-^ nun findet
* J Ki^A;«singj2

man, wenn der Bequemlichkeit wegen statt j/l — k'^ sin cp-

das gebräuchliche z/ geschrieben wird,

/*isLug(p^dcp / 'sin qp2^/ (tang qp) 1 /V/tangqp 1 i* yf ^ l

J
—j —J

-. j-- -
—k^J -j

Y^J
^«tgg?,

und hieraus folgt durch theilweise Integration mit Beachtung

der Beziehung

dJ m k* sin qp cos qp ^

d q) d '

J'taugqp^/cp l r dcp 1 /V/<p tang^
,

1 /'.^^
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tang cp^d q) tang g) . J — E(k, y)

J 1 — F

Integrirt man dagegen / '^"^^—- unmittelbar partiell, so

entspringt mit Berücksichtigung der Relation

d sin qp2 sin qp cos qp |^ sin <p cos qp ^

J'tangqp^rfqp tangqp siuqp- /* sin g?^ rfqp /'sin qp' rfqp

mithin ist

/sin cp^ dcp tang qp sin qp' /'tang qp' ^qp /"sin cp^ dcp

—ji j J j J
~~j—

oder nach einigen leichten Reductionen

/'sinqp'rfqp E {k, cp) 1 ^,, x sin qp cos qp

J J^
~"

A:2(l— A:2) ]^ ^\^y ^) ~ (l—r) ^
*

Die zwischen den Grenzen und -O" genommenen Integrale

heissen daher

'

=ir-^ -4/3 - tan« ?^^^]
I

t_-

y'sinqp'rf qp A'(A:. >»)
\_ p(i 9-^ — ^'^"g '^ 1 1^

jz — Ä;'(l—A2) k^ ^ ^
^^ 1+tg^^ 1-F J{k, &y

und folglich ergeben sich durch Wiedereinführung der Werthe

von kj d", fi in sämmtliche bestimmten Integrale nach einigen

leicht zu vollziehenden Reductionen die Schlussgleichungen:

+ (r-«*^)^ if-ß')-' iß'-a^r' ^~ ^"y (/3'^~«r '],

Z = - 3 Mc if—a') ^ {y'-ß')-' [f - eJ ;
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um der kürzern Schreibweise willen sind hierin statt der

Grössen

einfach die Zeichen F und E gewählt worden.

§. 165.

Das Rotationsellipsoid.

Die Integrale ^, Bj C verlieren den Charakter der ellip-

tischen Integrale, sofern das Ellipsoid durch Umdrehung einer

Ellipse um ihre grosse oder kleine Achse entstanden ist; als-

dann nämlich hängen die genannten Integrale entweder von

cyklometrischen , oder logarithmischen Functionen ab.

In der That, setzen wir zunächst a = ßj nehmen wir

also an, dass die grösste Achse 2y die Umdrehungsachse des

Ellipsoides darstellt, so wird der Modul /v = 1 , und folglich

gelten jetzt für die Componenten Ä, F, Z die Gleichungen

^ ""
«3^3 / COS9' aV'j cos 9 '

ü

9

Z = —
\^^J

tang (p sin cp d(p.

Nun zeigt aber die Integration durch Theile, dass

rtju^^J^ pin^^^(tangg))

J COätp ^ J COS(p ^
^^^

=== l^L^.* tanff CD — 2 I taug qp sin cp dcp — 1 tang go*' sin q) d(p,
cos qp » ^ J '^ J

/tang9)sinqpr/<3P= — tang9)C0sqp+ lgtangr^ -|- '^
j
+ const.,

/ tmigcp' siiKf i1(p= — tgg)=^ C0S9) + ^ / ^^ ^9>

und demnach
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ist. Gellt man also zu den bestimmten Integralen über, so

kommt* schliesslich

^=- U75 [f* /r+>^ - lg (f^ + V^T?) ].

''--iJ^^ ff» y^+i^' - lg (F + Vi +7-) ],

Nimmt man dagegen ß='y y bezeichnet folglich die kleinste

Achse 2« die Rotationsachse, so wird /r = 0, demnach

^

&

Aber

/ sin (p'^d(p=— sin cp cos (p-\- 1 cos cp'^dcp == ^—- +const.,

y tang cp'^ d(p = sin (p'^ tang 9) + sin 9? cos cp — (p -\- const.,

mithin entspringen durch Uebergang zu den bestimmten Inte-

gralen schliesslich die Beziehungen

,, zMb r . ß 1 r, SMc r , f^ 1 **\^=- 2^3 [arc tg^-
j:f-,J,

Z=- ,^, |^arctg^--_^^,J.")

Kaum nöthig ist übrigens die Bemerkung, dass man behufs

llerleitung dieser Resultate durchaus nicht an die trigono-

metriche Form der Integrale A, B, C gebunden ist; im Gegen-

*) Der absolute Werth der den Componenten X und F entspreclien-

den llesultirenden /f, besitzt offenbar die Form

" "= I^J [" ^'+^ - 's c + ^'+'^'

wo tf = Vn'-\- h^ die Länge des vom atiicirten Punkte aul die Rotations-

achse getallten Perpendikels ausdrückt.
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tlieil scheinen sogar die zwischen den Grenzen und 1 ge-

nommenen Integrale noch zweckmässiger zu sein, weil es bei

diesen ganz gleichgültig ist, ob man a = ßj oder a = y

setzt, für welchen letztern Fall bei den oben benutzten trigono-

metrischen Formen der Integrale der Modul k ins Unendliche

wächst und demnach diese unbrauchbar werden.*)

§. 1G6.

Der angezogene Puukt ist ein äusserer.

Wenn der von dem Ellipsoid [«, /i, y] angezogene Funkt

(r/, h, c) ausserhalb desselben sich befindet, so ist offenbar

fe)"+(i)"
+&)>

Betrachten wir nun wieder die Componente

Ä = JJf cos d" sin ^ dr dd^ d(pj

so ist den in §. 163. gegebenen Lehren zufolge die Inte-

gration nach r zwischen den Grenzen r = "
,— "^

—

und r= "' "'"-i-^'^'t'", auszuführen. Mithin wird jetzt

und dieses Doppelintegral ist nun über alle Werthe von d'

und cp auszudehnen, welclie innerhalb des früher erwähnten

Umhüllungskegels sich befinden. Wir können jedoch von

(Ueser mit grossen Schwierigkeiten verknüpften Integration

absehen, weil wir vermöge des Ivory'sehen Theoremes den

vorliegenden Fall auf den einfachem eines innern Punktes

zurückführen kJhinen.

Denken wir uns also durch den angezogenen Punkt

(r/, //, c) ein mit [a, ß, y] confocales Ellipsoid [«', ß', y'\ gelegt

iiiul ueiMicn wie früher (^/', ^', c) den auf dem Ellipsoid

I«, ß^ y\ gelegenen correspondirenden Punkt von (r/, />, c),

sowie Ä' die der a;- Achse parallele Attractionscomponente

zwischen («', b\ c) und [«', ß'
, /]; so bestehen die Gleiclumgen

*) Die vorhin genanuten Formen wählt z. 13. Sturm. Cours de

inecauique, tome I, Nro. 137. (Vergl. S. 551.)

Mbykb, beatimrate Integrale. 35
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3. aa= a a, hß== h'ß', cy= c y, ß"^= a-+ ß'^ — «-,

/ = a'^ + y^ — «^

und

von denen zunächst die letztere nach a- aufzulösen ist. Offen-

bar muss der sich ergebende Werth von a'^ grösser, als a'

sein, weil, wenn man «'^ = «- setzt, in Folge der Relation 1.

das Trinom der cubischen Gleichung 4. grösser, als 1 wird;

selbst die blosse Anschauung führt schon zu diesem Resultate.

Wir wählen daher für «^ den Ausdruck «^+(?, wo a positiv

ist und zwar die einzige positive Wurzel der cubischen

Gleichung

bedeutet. Ist nun diese Wurzel a ermittelt worden, so wird

a'=l/a'+ö, ß'=j/ß'^-j-6, y==]/f-]-a, et =

und

ds 1

.v-l-a'2'

wofür wir auch wegen da = aa

X=—2na "^^ / ^-^

schreiben können. Diese Gleichung aber vereinfacht sich

noch mehr, wenn wir s—6 statt s wählen, demnach s—a-^d"^,

s—(i-\-ß"^f s~6-\-y^ bezüglich durch s-{-a^, *'+/^*? ^-{-y' ^^-

setzen; denn nun gilt die Beziehung

OD/ds
d. h.
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ds

/(+iK'+F) (+;)

Die für den Fall eines äussern Punktes »Statt findenden

Integrale unterscheiden sich mithin von den frühern A, Bj C
bloss dadurch; dass bei diesen das Integrationsintervall mit

Null beginnt; während bei jenen eine Zahl a, die von der

Lage des ango/ogenen Punktes {a, b, c) abhängt und nur für

ein und dieselbe mit [«, ß, y] confocale ellipsoidische Fläche

constant bleibt , die untere Grenze der Integrale bildet.

§. 167.*)

Das Macliiuriii'sche Tlieerem.

Vor der Entdeckung des Hory'schen Lehrsatzes konnte

man nur mit Hülfe des sogenannten Maclaurin'schen Theo-

remes*-^') die Bestimmung der Attractionscomponente für den

l^all eines ausserhalb der anziehenden ellipsoidischen Masse

belegenen Punktes von der Ei'iiiittlung der Componente für

einen innern Punkt abhängig machen. Dieses Theorem, das

nur bei Voraussetzung des Newton'schen Attractionsgesetzes

Geltung besitzt und dessen Allgemeingültigkeit für das Rota-

tionsellipsoid zuerst von Legendre***), für das ungleichachsige

Ellipsoid hingegen zuerst von Laplacef) nachgewiesen, wurde,

ergiebt sich aus den vorhergehenden Betrachtungen ohne die

geringste Mühe, wie wir sogleich zeigen werden, nachdem wir

noch folgende Sätze über confocale Ellipsoide erwähnt haben.

Da dem Begriffe confocaler Ellipsoide zufolge die Diffe-

renzen zwischen den Quadraten ihrer Halbachsen gleich gross

sind, so kann offenbar durch ein und denselben Punkt nur

ein mit dem gegebenen confocales Ellipsoid gelegt werden.

*) lieber die Geschichte des Machiurin'schen Satzes vergl. mau
(iine Abhandlung Grube's in Schlömilch's Zeitschrift für Math. u. Phys.,

Jahrgg. 14. S. 2G1 tf.

**) Maclaurin: Troatise of fluxions, 1734.

***) Mem. de math. et de phys. presentds par divers savans, Paris 1785.

t) Ilistoire de TAcadomie des sciences de l'aris, 1782; Theorie du
niouvenicnt et de la ligure oUiptiquedes plauetes ; Mecanique Celeste, T. II.
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Und ebenso unmittelbar einleuchtend ist der andere Satz,

dass zwei mit einem dritten confocale Ellipsoide auch unter

sich confocal sind.

Bezeichnen nun wie vorhin «, ß, y und «', ß\ y' beziehungs-

weise die Halbachsen des gegebenen und des mit diesem

durch den afficirten Punkt (ö, hy c) gelegten confocalen Ellip-

soides, sind ferner a,
, ß\, y\ die Halbachsen eines mit jenen

confocalen, aber eines solchen Ellipsoides, für welches der

ansfezoffene Punkt noch ein äusserer bleibt: so wird nach

dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze

X^-27ta''^'' I ''•'

a'l^'y'

/.+.-./(.+f;)(.+T)e7')
die dem Ellipsoid \ß\, ß[, y\] entsprechende Attractionscom-

ponente JT, dargestellt durch

Mithin gilt die Beziehung

h = ^1 ß< y<

X ccßy '

und daher ist wegen der hier Statt findenden Symmetrie aucli

y aßy Z'

Man kann diese den Maclaurin'schen Lehrsatz begründenden

Relationen in einer andern Gestalt aussprechen, wenn man
statt der Producte «, ß^ y^ und a ß y die Massen M und M^

der beiden confocalen Ellipsoide [«, ß, y\ und |«,, ß^, y^\ ein-

tilhrt. So nämlich gewinnt man die Beziehung

Xj ^ ^i ^ ^ ^ ^
X V Z M'

d. h, die gleichnamigen Componenten der Anzie-
li ung homogener CO nfocaler Ellipsoide auf einen und
denselben aussein Tunkt verhalten sich zu einander
wie die Massen dur Ellipsoide. Die Resultanten der

Componenten sind daher demselben Gesetze unterworfen, und
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die Richtung derselben bleibt, wie unmittelbar aus der An-

schauung erhellt, immer die nämliche.

§. 168.

Anwendung des Maclaurin'schcn Satzes.*)

Zwar ist das Theorem Maclaurin's nur für den Fall be-

wiesen, dass in Bezug auf die beiden confocalenEllipsoide [cc-,ßj'y],

[^\y ß\} Vi] ^^^ angezogene Punkt («r, b, c) ein äusserer ist.

Wie aber sofort einleuchtet, besitzt der Satz selbst dann noch

Geltung, wenn der angezogene Punkt der Oberfläche d^s

einen der beiden confocalen Ellipsoide angehört. Offenbar

braucht man, um hiervon sich zu überzeugen, nur das mit

[«, /3, y] confocale Ellipsoid [«j , ß^, yj dem durch {a , by c)

gelegten confocalen Ellipsoide [«', ß\ y] unendlich naheliegend

anzunehmen, dann die im Vorhergehenden bewiesenen Rela-

tionen zu bilden und nun endlich den Unterschied a~—a^^=8-

bis zu seiner Grenze Null abnehmen zu lassen.

Bezeichnet daher ^' die der x-Achse parallele Componente

des mit [«, /3, y] durch den Punkt (öf, by c) gelegten confocalen

Ellipsoides, so besteht zunächst noch immer die Gleichung

X' = — 27ta I

Daraus aber folgt nun durch Multiplication mit -?-|A für die

'//(+.-)('+Wj'+»
ch Multiplication mit -?-|A

Componente X des Ellipsoides [«, ß, y] der Ausdruck
CO

In der That also können mittelst des Maclaurin scheiß Theo-

remes die Componenten der Wirkung des Ellipsoides [«, /3, y]

auf einen äussern Punkt l)estimmt werden.

*) Um Missverständnissen vorzubeugen, erinnern wir nochmals aus-

drücklich daran, dass Maclaurin's Theorem ganz unabhängig von dem
Vorhergehenden sich begründen hlsst. Den Chasles'schen rein geometri-

schen Beweis desselben findetman z.B. in Duhamers Mechanik, Bd. l.Nr.UC).
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III. Kapitel.

Reduction vielfacher Integrale auf einfache nach verschiedenen

Methoden.

§. 169.

Wiiicklcr'sche Formeln.*)

Schon in §. 158. wurde erwähnt, dass die Behandlung

eines bestimmten vielfachen Integrales als vollendet angesehen

werden darf, sofern seine Zurückführung auf ein einfaches

Integral gelungen ist. Dieser Gedanken nun wird in der

That das leitende Princip in den nachfolgenden Untersuchungen

bilden, und nur in wenigen Fällen wird es möglich sein, die

Werthe vorkommender vielfacher Integrale frei vom Integral-

zeichen darzustellen oder doch wenigstens auf bekannte Func-

tionen, wie z. B. Gammafunctionen, zu reduciren.

Die uns jetzt vorliegende Aufgabe der Reduction viel-

facher Integrale nun beginnen wir mit der Darstellung einer

von Winckler gegebenen Relation zwischen zwei vielfachen

Integralen derselben Form, aus der mit Leichtigkeit sofort

zwei andere Formeln sich ziehen lassen, die ihrerseits wieder

einige bekannten Resultate als blosse Corollare enthalten.

Zu dem Behufe seien Xq, x^J x^j . . . x„i und ?/,„ f/uVo) - - - V»

von einander unabhängige Veränderlichen; die Grössen

«,, «2, . . . (im\ ßij ß2» ' ' ' ßn fcmer sollen positive Constanten

bedeuten, und endlich bezeichne das Symbol r^,, alle posi-

tiven Werthe, welche die Constante c erwirbt, wenn für

(i und V beziehungsweise die ganzen Zahlen 0, 1, 2, . . . , w
und 0, 1, 2, . . . , w gesetzt werden. Nennt man nun um der

Kürze willen die Producte

a:i«'-i x.^'^-^ x./^-'^ . . , x,n"rn-\ y/i-i 2//^-i
. . . yjn-^

bezüglich Xj F, schreibt ferner

U =^ ^ C^,v Xft t/r

v=0 ^=0

) Siehe A. Wiuckler: Ueber einige vielfacLu lategi.iU'. .\ii> flem

LX. Bde. d. Sitzb. d. k. Akad. d. Wissschf. zu Wien. 11. Al.tlil. .luli-

heft. Jahrg. 1809.
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und integrirt schliesslich, was offenbar angeht, den Ausdruck

X Fe-" zwischen den Grenzen und cx); so entstellt das

(w-f-w) fache Integral

GO CO

W =fj . . . X re-"dxi dx^ . . . dx,n dy^ dy.^ . . . dy„,

in welchem die einzelnen Integrationen entweder nach den

X, oder nach den y unmittelbar sich vollziehen lassen, je

nachdem man nämlich zuerst nach jenen, oder diesen inte-

grirt. Denn da die Grössen x und y völlig unabhängig von

einander und die Integrationsgrenzen sämmtlich constant sind,

so darf man dem Integrale }V augenscheinlich die folgenden

Formen geben:

W=Jf,,. dx^ dx^ ... dxm X Wy und W==Jj ... ^y, dy,, ... %„ YW^,
*

wenn man nämlich für den Augenblick der kürzern Schreib-

weise halber die Gleichungen

Wy= I j . . . dy^ dy^ . . . dy„ Fe v=o fi=o
H,v -^n

und

— E ^a E/f/° — -^ 'V -^ '>, V Vv

W^t: = J J ... dx^ dx.y . . . dx,„ Xc /i=o »'=0

bildet. Jede dieser letztern Grössen W aber zerfällt ersicht-

lich in ein Product einzelner Integrale, deren jedes nach der

Formel

»" J

«mtwickelbar ist, und folglich gewinnt man die Beziehungen

m
riß,) riß,) . . . nß,,) -y.Zc^,,o-.

und
v=l \ /i=:0 /
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lV:c= .. . ^ e

n ( 2;^,,,,,vJ

Die Einführung dieser Werthe in die entsprechenden Formen

des Integrales W liefert daher die Relation

yo ^ ^1,1,0 ^^fi

Jv

rrri Lfi=iO J

=r(a,)r{cc,)...r{a„,)/ /...—^^^ p,^, ^^^

Hieraus aber fliessen für gewisse besonderen Annahmen wie-

der zwei neue Beziehungen. Schreibt man nämlich einerseits

Xq == f/(^= Ij Cq, Q = und ersetzt anderseits die Variabein

x^y x.2y . . . , Xm durch Xq x^, x^^X2^ . > . , x^Xm und y^ durch 1,

multiplicirt alsdann Gleichung I. mit .t/'+/^-+- ••+/*«"^^~^ rt^o^o

und integrirt diese schliesslich in Bezug auf .r,) zwischen den

Grenzen und 00: so ergeben sich, wenn man noch zur

Abkürzung

A = FK) r{a,)

.

. . TKO, B = riß,) riß,) . . . riß„),

«= «, + «2+ ... + «..+ A>0, b=ß,+ß,+ ...+ß,^+ X>0
setzt, wo A constant, den beiden genannten Fällen entspre-

chend die Formeln

\ B . --^ -at -^dx,dx,...dx

»^1 '

OD er-

rr !// '
//a'*'

' . . . 1//" ' e ' ^.+ '' .

•

'+
• + '<>" ."»•

rf.v, ,/ f/2 ' . • «//;,

und
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^l//'

«

Schreibt man in der ersten Gleichung m == n = \ und unter-

drückt in den Veränderlichen x, y, sowie in den Constanten

cij ß den Index 1, so entspringt die in §. 43. bewiesene

Dirichlet'sche Relation

00 CO

^-1—4 =A«) / V"3:—^- )•
(^o»i4-<*i.i^r J {cf^o + fuiy)

*) Wenn man zuerst nach x^ integrirt, so hat man für diesen Theil

des Integrales auf der linken Seite der Relation

X.e Vi /(/ / x.e \ 1 Jdxx dx9 . . . dx^

,./ ,/ 77 ^ol '0,0 + 2J <'^, f ^u )

" v=l L \ u—l / J

_ AK X, ax, #
,,=,,r-^„ ^--

./ •/•/ 77 2: v.yJ.00 ,,:=i Lv=0
^'

J

^.v.

den Ausdruck

J
« / w \ n n

- 1 '0 0+^ ''|U,0 'V ) '^0 ai+a,+a,+...+a,,,+A-l+ 27 .-^^ — 27/*»,

6' \ 1 / a;« 111 dx^

r{a)(m \a'
^0,0 + 2:^^,0 *>)

' •; Von dieser Formel sagt Winckler, dass Cauchy dieselbe gefunden

und im Journal de l'ecole polytechnique, tome XVII, pagc 154 mitge-

theilt hat.
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Unter deuselbeu Voraussetzimgen fliesst ferner aus Gleichung 2.

riß) r x""-^ dx

^ r{a) r y<^~^ dy

die ihrerseits wieder in die von Abel*) gefundene Beziehung

00 CO

/
'

a?*-^ dx ^r(l-«) r{ci-\-ß-\-y-i) r gß-^dx

(i_j_^>/(^_|.„)y~ r{ß)r{y) J (i^.^)!-« (^_j_«)«+^+y-i

<t

übergeht, sofern man
(?^,o

= a, c,,,, = c^, j = 6^,,, = 1,

a -\- k ^= y schreibt und schliesslich a durch 1 — « ersetzt,

wo aber nunmehr das neue a einen positiven echten Bruch

bezeichnen muss.

Auch die Euler'sche Relation zwischen den B und F
lässt sich aus der obigen Gleichung herleiten ; zu dem Behufe

braucht man nur c-^, ^= c, , ^
= c^, ^

= c,
, j
== /3= 1 und A= y— l

zu setzen, indess ist eine derartige Herleitungsweise der ge-

nannten Beziehung nicht zu empfehlen, weil für a -|- y < 1

die Function B unter einer illusorischen Form erscheint.

Wählt man in Gleichung \. n = \ und schreibt ß, //

statt ßx,y\, so entspringt die Formel

J J (^0,1 + ''IM «1 + ^2» t ^2 + . . . + Cm, 1 ^m)^

Die Gleichung 2. dagegen führt unter denselben Voraus-

setzungen zu der Beziehung

*) Oeuvres completes, tome 1, page 96.
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r(ß+A) Ai_ r /-^ d^j

riß) r(c

Und hieraus fliesst wieder für c^,ü == <^^t,i, ft = 0, 1 , . . . /??:

J J (^*<"o + ^"0 ^1 + • • • + ^/«, ^/J'"*"^
'ü

= nß+^)r(«i)rK). - .r(«.,)

1

§. 170.

Bcnierkiiiig:cu zu dem Vorhergehenden. Cauehy'sche Reductions-

methode.

Zu den Formeln l''. und 2*. oder vieiraehr zu denjenigen,

welche beziehungsweise für c^^j und Cq,o = 1, « + /3 = ft,

also |3 + A = ft — («1 + «2 H" • • • 4" ^»'^ ^^^ denselben ent-

springen, ist Moigno*) vermittelst der früher erörterten Cauchy'-

schen Integrationsmethode gelangt. Dieselbe gestattet in der

That die Erweiterung auf vielfache Integrale unmittelbar;

man schliesst dies auch sofort, wenn man sich erinnert, dass

die Methode dadurch charakterisirt ist, einen passenden Fac-

tor der Function unter dem Zeichen der Integration durch

ein solches bestimmtes Integral zu ersetzen, dass nach dieser

Substitution die einzelnen Integrationen sich vollziehen lassen.

Betrachten wir z. B., um einen allgemeinen Fall vorzuführen,

ein vielfaches Inteerral von der Form

p

-JJ'J ^^^
dxdydz . . .

,

in welchem P und O Functionen der Variabehi x, //, z, .
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bedeuten und ^ eine positive oder auch eine solche complexe

Constante vorstellt, deren reeller Theil wesentlich positiv ist;

so lässt sich — wie aus früher gepflogenen Untersuchungen

bekannt ist — der Factor — immer durch das Integral

CO

QH- ri{i) J

ersetzen, und sonach wird schliesslich

Nun seien P und Q derartige Functionen von .r, ?/, z, . . .
,

für welche die Beziehungen gelten

in denen c constant ist und die Symbole P^-, Pyj - - •
; O.xj Qu, • . •

bezüglich Functionen bloss von Xy bloss von y u. s. f. be-

deuten sollen; alsdann wird augenscheinlich das Integral S

auf ein einfaches

^, , .
j-*"^ u VW . . . ti^-^ dt

reducirt, sofern die einzelnen Integrationen

u = Je-^^' Pa:dxy v=Je~^y' Pydy,. . .

sich ausführen lassen.

Zu den Fällen dieser Art gehören offenbar die im vorigen

Paragraphen mitgetheilten speciellen Integrale, und zwar gelten

diese, weil in der Gleichung

unsern frühern Betrachtungen zufolge nicht nur die Grösse ^,

sondern auch Q eine complexe Grösse vorstellen darf, so-

fern nur deren reeller Theil positiv ist, auch dann noch, wenn
die in ihnen vorkommenden Constanten complexe Zahlen der

eben erwähnten Art bezeichnen. Selbst für die Formel I.

bleibt diese Behauptung richtig.
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§. 171.

Darstellung willliürliclier Fiiiictioneu mit beliebig? vielen Ver-

änderlichen rtureh Fouricr'selie Intej^rale,*)

Wenn es sich darum handelt, eine Function s zu be-

stimmen, welche erstens der partiellen Differentialgleichung

dt'

wo </ constant, Genüge leistet, die zweitens für t = eine

willkürliche Function /(o:, y, z) rein-äsentirt und deren par-

tielle Derivirte >,'- endlich drittens ebenfalls für / = auf eine
ot

beliebig gegebene Function F{x,yyz) sich reducirt**): so

wird, wie nach den Lehren der Theorie partieller üifferential-

gleichungen leicht bewiesen werden kann, diese Aufgabe ge-

löst durch das sechsfache Integral

+^

={j^ ' (6) / cos p[/\a,ß,y)cosaQt+ ^(«Avl^^l^ ^/l ,/« ^jß ay dl d^ Ov,

wo P= A («— X) -^{i(f^— y) + v{y— z) und q= j/P+^'^+v'^

ist. Von der Richtigkeit dieses Satzes können wir uns jedoch

auch a posteriori überzeugen; zu dem Behufe brauchen wir

in der That das Integral s nur der Derivation in der vor-

geschriebenen Weise zu unterwerfen und ausserdem zu zeigen,

dass Fourier's Theorem von der Darstellbarkeit einer belie-

bigen Function (p{x) durch das Doppelintegral

-f-oo -j- 00

(p(x) = 2"" / / ^(«) c^s A (cc — x) da dX

OD CO

die Erweiterung auf Functionen mehrer Veränderlichen zu-

lässt. Da die erst(»re Aufgabe mit keinerlei Schwierigkeiten

verknüpft ist und bloss die letztere einer nähern Begrümhing
bedarf, ja im (J runde genommen für den Augenblick unser

''') Aus Diriclik't's Vorlesungen über partielle Ditterentialgleichuugen

entlohnt.

'-'} Die Untersuchungen über die Bewegung elastisch-flüssiger Kör-

per führen wirklich zu dieser Aufgabe. Man vergl. beispielsweise

Hiemanirs Vorlesungen über partielle Diflerentialgleichungen
, §. lOG.
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Interesse allein beansprucht; so beschränken wir uns auch

auf diese, und zwar untersuchen wir zunächst den Fall, in

welchem die willkürliche Function cp nur zwei von einander

unabhängige Veränderlichen x, y enthält. Betrachten wir

nun y vorläufig als eine beliebige (Jonstante, so lässt sich

offenbar vermöge des Fourier'schen Lehrsatzes die Function

(f{x) in folgender Form darstellen:

1. (jp(.r, //) = ^ / / 9^K ?/) cos A ia— x) da dl.

— CO — CO

Anderseits aber gilt die Gleichung

cp{a, y) = ^^ j J
(p{cc, ß) cos ^ {ß-y) d^ dß,

— CO — oo

und folglich ergiebt sich durch Substitution dieses Werthes

in Gleichung 1. die neue Beziehung

g)(x,y)= f^-A^ III l(p{a,ß)cosX{a -x)cos^(ß-y)dadßdkdii.

— CO

In ganz ähnlicher Weise aber Hiesst weiter, dass für eine

von den drei unabhängig veränderlichen Grössen .r, y, z ab-

hängende willkürliche Function (p{x.y y, z) die Relation besteht

2. (p{x.,y,z)

-f-co

= (2^)' iß) / V(«>A Y) cosA {a—x) cos^ {ß—y) cosi/ (y— ^) da dß dy dX d^ di[

ja man schliesst leicht, dass überhaupt eine Function beliebig

vieler Variabein durch ein mehrfaches Integral darstellbar ist.

Man kann diesen Integralen eine elegantere Gestalt geben,

wie wir sogleich an dem sechsfachen Integrale 2. zeigen wer-

den. Bedenkt man nämlich, dass in Folge der Relation

cos a cos A cos c = \ [cos {a + h -\- c) -\- cos {a + h - c)

+ cos {n — b -{- c) -\- cos (— a -{- b -\- c)\

das Product cos X {a^x) cos ^ (ß — y) cos v (y— z) mit

r cos [X (a-x)+ ^ (ß -?/) +v (y—z)J+ cos [X {a—x)+^{ß—y)-v(r z)] I

^\+cof^\X{a'-x)-ii(ß--y)+v{y~z)]+coB[--X{a—x)+ii{ß—y)+viy~z)]

jTleichbedeutend ist: so lässt sich das liiic-iiil 2. in vuui
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Summe von Integralen zerfallen, deren jedes nur einen Co-

sinus in sich begreift. Vertauscht man nun in den gewonne-

jien Integralen die Veränderlichen — A, — ^, — v bezüglich

mit + A, + fi, -\- V und nimmt endlich die hierdurch er-

zeugten Minusglieder additiv, d. h. verwechselt man die Gren-

zen der mit dem Minuszeichen behafteten Integrale; so ent-

springen vier Integrale von der Form
+ 00

CO

Und daher wird schliesslich

q){x,y, z)

+ <»

== (21)' iß)J^{<^^M^o^[^{^-x)+ ^{ß-tj)+ v{r--z)]dadßdYdkd^dv

— 00

und allgemein für eine Function von 7i Variabein

4-00

^{x,y,Zy..)=
\-~-Jj {2n)J(p(a,ß,y,...) cos[A {a~x) + ...] da dßdy...')

§. 172.

Ucductioii des sechsfachen Integrales * (§. 171.) anf ein

Doppelintegral.**)

Das im vorigen Paragraphen erwähnte sechsfache Integral

lässt sich auf ein Doppelintegral reducireu, und zwar gelingt

diese Reduction theils durch Einführung von Polarcoordinaten^

theils durch Benutzung des Fourier'schen Satzes von der Dar-

stellbarkeit einer willkürlichen Function durch ein Sinus-

Doppelintegral.

Um dies zu beweisen, genügt es offenbar, bloss das

'^') Auch mit Hülfe des Imaginären kann man sich von der Richtig-

keit dieser Umformung überzeugen; man vergleiche beispielsweise:

Kiemann, partielle DitFgl., S. 284.

**) Aus Dirichlet's Vorlesungen über partielle DifFerentialgl.
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Integral

-f X

— t»

einer nähern Betrachtung zu unterwerfen, indem der andere,"

die Function f enthaltende Theil des Integrales *' durch Diffe-

rentiation von s nach / und Vertauschung von F mit / aus

/ hervorgeht, also unmittelbar aus dem für s gewonnenen

Resultate abgelesen werden kann. •

Geben wir nun s die Gestalt

_ -|^ 00 1- CO

— 00 GO

imd ersetzen überdies der leichtern Schreibweise halber a—Xy

ß—Py y—z bezüglich durch «, ß, y, wodurch P in aX-{-ß^-\-yv

und s' in

+ 00

••'

=
(2'«)' fj'f^»^ßir n"+^>ß+'j, j'+-)yyy "^"^-^^ '^^ ^^^ ''"i

sich verwandelt; so besteht unsere nächste Aufgabe in der

Reduction des dreifachen Integrales

I'
I' rcosp''''^'*'dXdfid^.

CO — * —- 00

Wie man sieht, besitzt dasselbe die Form fjjt {l,[i,v)dkäiidv

und kann also unsern frühern Lehren zufolge entweder als

der analytische Ausdruck eines auf die rechtwinkligen Achsen

der ky ft, V bezogenen Volumens, oder als der Repräsentant

der in diesem Volumen befindlichen Masse angesehen werden.

Behalten wir nun aber das rechtwinklige Coordinatensystem

bei, so lässt sich keine der auszuführenden Integrationen voll-

ziehen, vielmehr gelingt dies, wenn statt der rechtwinkligen

Coordinaten A, ft, v Polarcoordiuaten p, t)", (p gewählt werden.

In welcher Weise aber ist diese Wahl hier zu treffen? Offen-

bar werden wir schon (hirch q = y k'^-\-^--\-v^ (hirauf hin«

wiesen, den Pol mit dein nrs|)nniL''(' des rechtwinkligen Coor (ii
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natensystems zusammenfallen zu lassen. Wir denken uns

dann ferner durch die Punkte (A, fi^ v) und (a
j ß, y) die

Uadienvectoren q und r == j/a^-^ß'-^y'^ gezogen und nennen

'i> den zwischen q und r befindlichen Winkel. Nun bezeich-

nen aujrenscheinlich — , — ,
^- und — , - , — die Cosinus der

Winkel, welche die Geraden q und r mit den Achsen der

A, ^, V oder — wie wir jetzt sagen wollen — der x, y, z

bilden. Zwischen diesen Cosinus und dem Cosinus des Win-

kels ^ aber besteht nach einem bekannten Satze der analy-

tischen Geometrie die Relation

COS -^ = L Jl n _L ji:

r Q ' r Q * r Q '

d. g.

r() COS d'^aX-\-ß^-\-'yv = Py

und hieraus schliesst man nun weiter, dass die Polarachse,

deren Lage vorläufig ganz unbestimmt gelassen war, in die

Gerade r zu verlegen ist. Die Lage der Polarebene dagegen

ist völlig gleichgültig, weil rund um r herum Symmetrie sich

zeigt.

Heisst jetzt g? der Winkel, welchen eine durch q und r

gehende E})ene mit der Polarebene bildet, so stellt bekannt-

lich q"^ sin d- dd- dcp äQ das Raumelement dl d^i dv vor. Die

zu inteffrirende Difi'erentialfunction cos />- -'~^- dkdadv wird° (IQ ^

mithin in — cos {rQ cos %) ^m ciQt . q sin O- dx^ d(p dg sich

verwandeln, und dieser Ausdruck ist nunmehr von (>=^0, d'=Oj

(p= bis ^= -)-cx:), d^= 7i, (p= 27C zu integriren, weil das

ursprüngliche Integral sämmtliche Elemente von — oo bis

+ oo umfasst.. Daher die Gleichung

— 00 — CO — 03

=
I I I

COS {vQ cos d^) sin ((q/ Q^in 0" f/# dq) dQ.

\} i)

Integriren wir aber zunächst nach 9, so kommt statt des

dreifachen Integrales rechts das zweifache

Mkykr, bestimmte Integrale. 36
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— I / COS (/•() cos %•) sin fiQi q &m%^ (1%^ üq.

Nun ist

n Jt

I
cos (tq cos d) sin O* rf-O' = / ^[sin(r (> coS'9")]=

—^^'i^^

ü u

folglich

— 1 / /cos (;*() COS ^) sin OQt q sin -ö- «fO- r/^ r/()

U u

oo

An /'sin 7 p . ^ ,

und daher wird jetzt

— -\- '^ '^

— oo U

Dieses vierfache Integral aber gestattet eine fernere Verein-

fachung. Denn schreibt man dasselbe wie folgt

00 -l" °°

und wählt auch hier wieder Polarcoordinaten r, ^, cp statt

der rechtwinkligen a, ß^ y und zwar jetzt in der gewöhnlichen

Weise, d. h. setzt man

a = r cos d^j ß = r sin -9^ cos (p, y = r sin -9- sin 9

;

so verwandelt sich / in

00 cc n 2n

s'= - j-
I
dQ sin atQ i dr j dd- j F(x ~{- r cos d;

U u

y-\-r sin 0- cos (p, z-\-r sin d- sin 9) sin {?'q) r sin ^ dq)

oder, was dasselbe, in

?'= -—,-/ j dd-dq) Sind'
I j F{x-\-rcosd;...)s[natQsm{rQ)rdQdr.

00 w

Erinnert man sich aber nunmehr der bekannten Beziehung?
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CO CO

f qpW =
I I

dQ dr ^m{Qv) sin(pr) (p{r),

so erkennt man bei einiger Anfmerksanikeit leicht, dass das

Doppelintegral

CO 00

/ I dQ drr F{x-\-r cos %'j y-\-r sin 0- cos cp,

z-\-r sin ^ sin (p) sin rq sin 0/9

die Function

- a l F(x -f- a t cos '9-, ij-\-cil sin -O* cos 9), z-\-at sin -ö- sin g?)

repräsentirt und dass folglich

n 'in

i
i

s'=— / I r/'9'^9)sinO-/^(a:+rt/cos9',?/-j-«/sin'9'COS(3P,2+^//sinO"sin9))

ü ü

ist. Hieraus aber fliesst mit Beachtung der oben über die

Bildung des Integrales s gemachten Bemerkungen sogleich

weiter, dass

n 2n

6= — 1 1 ^-9" d(p sin d^ . Fix-{-ai cos %^y y+ «^ s-in 0^ cos (p.

z-\-ai sin %' sin cp)

n 2/r

+ r^ T-J ^
/ / ^^^ ^^^ ^^^^ '^ • f{^-\~^^ cos "^^ y+ ^^^ sin -O- cos cp,

ü

z+ « / sin -9- sin (p) .

Diese für die mathematische Physik sehr wichtige Formel

wurde zuerst von Poisson mittelst einer sehr umständlichen

Reihenentwickelung begründet.*)

Nicht ohne Interesse dürfte librio^ens die Bemerkung
noch sein, dass das Doppelintegral / geometrisch genommen

*) Memoire sur l'integratioa de quelques equations lint'aires aux
dift^rences partielles, et particulierement de roquation g(5nerale du
Diouvement des fluides elastiques. (Lu a rAcademie le lOjuillet 1819.)

Memoires de l'Acadeiiiie royale des sciencea de Ilnstitut de France.

Annee 1818. T. III. P. 121.
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über die Oberfläche derjenigen Kugel sieh erstreckt, welche

mit dem Halbmesser at aus dem Punkte, dessen rechtwinklige

Coordinaten x, y, z heissen, beschrieben ist, dass also dieses

Integral den mit i multiplicirten mittleren Werth der t'uuc-

tion F für jene Kugelfläche darstellt. Und zwar überzeugt

mau sich hiervon sogleich, wenn man das Integral s in der

I^'orm

n 2n

j^^^ I
id% d(p {aty^m^. F{x-\-at cos d-^ y-\-cit sin 0- cos 9p,

u u

z-\-al ^m ^ sin (p)

schreibt und ausserdem beachtet, dass al cos 0-, aisuid- cosqp

und rt^ sin 9- sing) die rechtwinkligen, mit den Achsen der

Xy y, z parallelen Coordinaten irgend eines Punktes der Kugel-

fläche sind, welche den Punkt {x, ?/, z) zum Centrum und die

Strecke ai zum Halbmesser besitzt, dass also {aty sin ^ dd^ dcp

das Element dieser Kugelfläche repräsentirt.

§. 173.

Dirichlel's Rediictioiismclhode vielfaclier Integrale.*)

Welch' ausserordentliche Vortheile mit der Wahl der

Integrationsgrenzen und 00 oder — 00 und + cx) in der

Theorie der bestimmten einlachen Integrale verbunden sind,

ist aus unsern frühern Lehren mehr als genügend ersichtlich.

Aber auch die im Vorhergehenden angestellten Betrachtungen

über gewisse vielfache Litegrale haben schon gezeigt, dass

in der Theorie der bestimmten vielfachen Integrale die Wahl

der genannten Grenzen ebenfalls mit günstigem Erfolg ge-

krönt ist. Noch mehr aber werden dies die nachfolgenden

Untersuchungen bestätigen, und namentlich der Umstand,

dass die Entwicklung, ja selbst die Keduction vielfacher Inte-

grale im Allgemeinen mit den grössten Schwierigkeiten zu

*), lieber eine neue Methode, die Werthe viellucher hitegrale zu

finden. (Abhandlgen. der k. Akad. der Wissensclift. zu Berlin aus dem

Jahre 1839.)

Sur une nouvelle Methode pour la determination des Integrales

multiples, par M. Lejeune Dirichlet (Liouville. Journal, t. IV, p. 1G4-168).
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kiiiiipteii luit, wenn in den Ungleichheiten, welche den Um-
fang der Integrationen bestimmen, mehrere der Veränder-

lichen erscheinen, dass diese Schwierigkeiten aber in vielen

Fällen sich bedeutend vermindern, sofern statt der veränder-

lichen Grenzen die constanten und oo oder — oo und -f- oo

gewählt werden, liefert einen glänzenden Beleg für die Rich-

tigkeit unserer Behauptung. Die Erfindung der Methode,

durch welche gerade diese letztere Reduction möglich wird,

ist Dirichlet's Verdienst, öie charakterisirt sich dadurch, dass.

man das vorgelegte vielfache Integral mit einem Factor mul-J

tiplicirt, der innerhalb der Grenzen, zwischen denen die Inte-|

grationen auszuführen sind, den Werth 1 besitzt, ausserhalb]

derselben hingegen verschwindet. Dabei kann es sich freilich!

sehr wohl ereignen, dass in Folge der unendlichen Grenzen

das zu behandelnde Integral unbestimmt wird. Tritt aber

ein Fall dieser Art ein, so wird man das vorgelegte Integral

immer als die Grenze eines andern ansehen können, welches,

nach der Dirichlet'schen Methode behandelt, vollständig be-

stimmt bleibt."^') Das Wesen dieses soeben angedeuteten, von

Poisson und Cauchy mehrfach angewendeten Kunstgriffes ist

übrigens aus der in §.71. geführten Untersuchung zur Ge-

nüge ersichtlich.

Bevor wir nun aber die Anwendung der Dirichlet'schen

Methode näher erläutern, wollen wir in dem Folgenden zuerst

die Bildung des von Dirichlet gebrauchten discontiiiuirlichen

Factors zeigen und gleich hier erwähnen, dass man auf Grund

der Fourier'schen Integrale ohne grosse Mühe noch andere

Discontinuitätsfactoren angeben könnte.

§. 174.

Diriclilct's discoiitiiiiiirliclicr Factor.

Frühern Lehren zufolge besitzt bekanntlich das Integral

I ——- dx die Eigenschaft, dass es für ein positives d' den^

u

Werthe + — gleich ist, für ein negatives ^ hingegen mit

*) Siehe i^. 175
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— — zusamineiinUlt. Wühlt man niitliiu für 0- iiacli einander

die Constanten Wertlie 1 + ''- ^^^i^ setzt zunächst — 1 < A < 1

voraus, so sind 1 + A und 1 — A beide positiv, und folglich

wird jedes der Integrale

1.
pinü+X).

^^ ^^^^,J
sin (1—X)a; ,— dx

mit der Zahl —, also ihre Summe, d. h. das Integral

<

*sina7 cos Xx dxj X

mit n identisch sein. Dagegen ist die eine der beiden Zah-

len 1+ A positiv, die andere negativ, wenn A entweder über 1,

oder unter — 1 sich befindet; in diesen beiden Fällen besitzt

daher das Integral z den Werth Null. Fällt endlich die Con-

stante A mit + 1, oder — 1 zusammen, so ist das eine der

Integrale 1. mit -
, das andere mit Null gleichgeltend, und

demnach wird diesen Fällen entsprechend das Integral z die

Grösse — besitzen. Aus allem diesem fliesst daher der Satz

/
sina; cos Xx ,

dx

n, X^<1
0, X^>1

00

Das Integral — i
^^°^^~-^ dxy der sogenannte disconti-

nuirliche Factor Dirichlet's, erhält mithin, wenn A eine

von -|- 1 verschiedene positive Constante bedeutet, den Werth 1,

solange X kleiner als 1 ist, dagegen fällt es mit der Null

zusammen, wenn A die Eins überschreitet, und für A == 1

endlich ist es = ^.

§. 175.

Das Dirichlet'sche Integral ///. . . x'''^ /"^ -J-^ . . . ,lx dy dz . . .

für < (
^

j + (ö ) "^
( ) + • <^ ^ ""*^ positive Constaiitcii.

Gestützt auf seine ini Vorhergehenden erwähnte Reductions-
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uietliocle luit Diriclilet ein ilusser.st wiclitiges Thooreiu entdeckt,

das wir jetzt entwickeln wollen. Zu dem Beliufe suchen wir

vorerst den Werth des vielfachen Integrales

1. U^ jJJ
e-^x ^a-\ ^y,

^
ß-ky yb~\ ^y Q-kz ^c-1 aZ . . .

zu bestimmen, in welchem die positiven Veränderlichen

X, tj, z j . . . der Bedingung

2. a==x + ?j + z + ,..<l
genügen und die Constauten A-, «, b, c, . . . sännntlich positiv

sein sollen.

Das Integral U würde augenscheinlich einem Producte

von Gammafunctionpn gleich sein, wenn die Grenzen der

einzelnen Integrationen und cx) hiessen. Ob nun gleich

ein derartiger, sich von selbst erledigender Fall hier wegen

() < 1 nicht Statt haben kann, so wird uns doch mit Berück-

sichtigung der oben bewiesenen Eigenschaft des Dirichlet'-

schen discontinuirlichen Factors durch die gemachte Bemerkung

sehr ^klar der Weg vorgezeichnet, durch dessen Betretung wir

am ehesten die Ermittlung des Werthes von U gewärtigen

können. Denn da — i
^^"^

cos ö(p dcp sofort verschwindet,

wenn auch bloss eine der in ö enthaltenen Variabein den

Werth 1 überschreitet; so werden wir offenbar statt jener Gren-

zen des Integrales U, welche aus der Ungleichheit 2. zu ent-

wickeln sind, durchweg und c» als Integrationsintervall

wählen dürfen, sofern wir U mit dem vorhin genannten Fac-

tor multipliciren.*) Eine weitere Vereinfachung der Rechnung

wird ferner noch eintreten, wenn wir die goniometrische

Function cos ötp durch die Grösse er-^'P' ersetzen, was augen-

scheinlich geschehen darf, insofern wir bei der nachfolgenden

*) Da die Bedingung ff < 1 auch jene Werthe a?, y, r, ... in sich

begreift, welche der Gleichung a=l genügen, für ff=l aber dej

Discontinuitiitsfactor die Grösse | besitzt; so müsste eigentlich der die-

sen a:, y, z, . . . entsprechende Integralwerth f/ auf die Hälfte redticirt

werden. Ohne Zweifel darf man indess hiervon absehen, weil jene

o^, y, z, . . . offenbar nur einen unendlich kleinen Beitrag zum Endwerthc

des Integrales U liefern. Eine indirecte Bestätigung der Richtigkeit

dieser Behauptung wird man übrigens durch den später folgenden

Liouville'bchen Beweis der Dirichlet'scheu Formel erhalten.
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Eiitwickelunj^ inuiier nur den reellen Theil der entstehenden

Resultate berücksichtigen. Um dies übrigens in Kürze gleich

sichtbar zu machen, wollen wir statt des Gleichheitszeichens

mit dem Zusätze „dem reellen Theile von" das Zeichen +

in Anwendung bringen, so dass wir schreiben

Integriren wir mm zunächst nach x, darauf nach y, z, . . .
,

so folgt, dass für den ersten Fall die Relation

+ ^ f 1 ( f •
'

^-^^^+'+-^ y^-'^ dy ^'^-i dz . .

.

u
'^ / / / /
—

also schliesslich die Beziehung

00

3. u +
' r{a) r{b) r{c)

.

. .
p-^ ^t—--

gelten wird.

Um jetzt den Werth des Integrales rechts zu entdecken,

wollen wir annehmen, dass statt des vielfachen Integrales [/

das einfache

V ^Je-^"" x"'-^ dx,

wo m = a-{-b-\-c-{-... sein solly zu berechnen sei. Wird
oo

dasselbe mit - j
-^ - cos x(p dtp multiplicirt und darauf einer

dem Obigen ganz analogen JJehandlungsweise unterworfen,

so ergiebt sich offenbar die Beziehung

OD ao

F ^ ~ rTc^if^+r)-^ x"^-i "^^ d(p dx

oder

Vif
''

r{m) fr'^-^y-^- .



— 569 —
Dcinius aber flies.st weiter, diiss der reelle Theil von

2 r sin tp dcp

u

mit ileiii Iiiteifnile -„, t I c '''' x'"-^ dx itleiitiscli ist. Mithinö r[7n)J

muss U den Werth

ü

besitzen. Dieses Resultat bleibt selbst dann noch in Kraft^

wenn die Constante k mit Null zusammenfällt. Dem bekannten

Maximum-Minimum-Satze zufolge liegt uämlicli das Integral

U zwischen den Integralen

MJJ . . . x''~^ i/-^ 2'-'^
. . . dx dy dz . . .

und NJJ . . . x''-^ /-^ z'-'^ . . ,dx dy dz . . .
y

wenn M = 1 und N = c-'' beziehungsweise das Maximum
und Miniunnn der Function c-'"^ innerhalb der Grenzen

und 1 bedeuten. Da nun das mit M und N multiplicirte viel-

fache Integral wegen der positiven Werthe von üy bj Cj . . ,

niemals sinnlos wird, und da ausserdem mit der Null sich

näherndem k das Maximum und Minimum von 6'~^^ zusa*mmen-

fallen, so geht offenbar für k = das Integral U in das

folgende

JJJ . . . x""-^
y*-i ^^-1

. . . dx dy dz . . .

über, in welchem die Grenzen der verschiedenen Integrationen

immer noch aus der Ungleichheit 2. zu entlehnen sind. Ander-

seits aber nähert sich das Integral

/
1

für Ä* = der Grenze

1

J «4-Ä-f C-f ... ^

Man hat daher den Satz :

*'^ AIuu v( 1-1. liier den in §. 67. bewiesenen Lehrsatz.
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wenn 0<(>==cr + y + z+...<l und ^/, b, c, . . . sämmt-

lich positiv sind. Daraus aber fliesst sogleich eine neue

Folgerung. Wenn man nämlich statt jeder der Veränder-

lichen X, fj, Zj . . . neue positive Variabein x'j y'j z , . . , ein-

führt, die mit jenen durch die Gleichungen

'- (0-=©•'= er. -.
in denen die Coustanten of,/3,7,...*, /?,<7,r,... ebenfalls

zu den positiven Grössen gehören, verbunden sind; so erhält

man die Relation

wo jetzt die positiven Veränderlichen o;, ?/, z, . . . die Be-

dingung

(;)' + © + (f
)'

+

... < 1

zu erfüllen haben. Und setzt man nun für den Augenblick

ap = a\ hq ^= b'j er = c, . . . , so verwandelt sich die vor-

stehende Beziehung in diese:

A-IA... ( i\.. ^«'-iy*'-i z^^'-i ... dxdy dz .,.

r('+^;-+r+-)
Hieraus aber ergiebt sich das elegante und äusserst wichtige

Theorem Dirichlet's

:

Sind (ij bj c, . . . ]Pf q, Ty . . . und n, ß, y^ . . . positive

Constanten, bezeichnen ferner o;, y, z, . . . positive,

der Bedingung

ö-)'+ 6)'+ (;)'+•;<'
unterworfene Veränderlichen; so findet die Glei-

chung Statt;
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I Jff . . . x" ' /-' 2^-1
. . . dx dtj dz . . .

Die Bedingung^ dass die Veränderlichen Xj y, Zj . . . den

positiven Grössen angehören sollen, können wir offenbar be-

seitigen, wenn wir die Constanten n, b^ c, . . . nngerade, die

Constanten pj qjV, . . . hingegen gerade ganze Zahlen bedeu-

ten lassen. Alsdann aber erscheint jede Variabele in ihrer

Verbindung mit den übrigen Veränderlichen nicht bloss als

positive, sondern auch als negative Grösse und folglich setzt

sich bei zwei, drei, . . . , w Vatiabeln das Integral aus Ele-

menten zusammen, von denen bezüglich je 4, 8, . . . ,
2"

einander gleich sind. In dem nun vorliegenden Falle ist daher

r*. fff ' ' '
^""^ /"^ ^'~^

. . , dx dy dz . . .

p qr .

rK+;-+r+-)

§. 176.

Einige Anwendungen des Diriclilot'schon Theoremes 1". auf

geometrische und mechanische Fragen.

Besondere Beachtung verdient das Dirichlet'sche Theorem

in dem speciellen Falle dreier Veränderlichen, weil die nun

Statt findenden Gleichungen mit Leichtigkeit zur Beantwortung

von Fragen über Bestimmungen von Körperinhalten, Schwer-

punkten, Trägheitsmomenten u. s. f. sich benutzen lassen.

Seien z. B. vorerst in P. die Constanten a, b, c, sämmt-

licli der Einheit, die Grössen /?, /?, r hingegen sämmtlich der

Zahl 2 gleich; so drückt das Integral

V= I I I dx dy dz = -P . 8-^
geometrisch gedeutet offenbar den Inhalt des dreiachsigen

JJJdxdydz = "-l-^-.S

h g(

Ellipsoides

(:)'+(iy+&)'
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MUS. Dil jiiiii |r(.^)]^''= 7t j/it und r{\ +1) = J /;r ist, so

ergiebt sich ohne Weiteres das bekannte Resultat V=\.aßy7T.

Behufs einer zweiten Anwendung 'des dreifachen Inte-

grales r legen wir den Constanten ;;, q^ r den Werth 4

bei, alsdann wird das zu berechnende Volumen V von einer

Fläche des vierten Grades

(:-)• + (!) + (;)' = .

begrenzt, und man erhält die Gleichung

_ ^±± _Kr\Y_ ^ci^y (r|)3

8 ra+i) 2-3 r(|)-

Nun ist einerseits jr(|) r(|) = ^ = 7t j/2, und ander-

sin —
4

seits gilt die Beziehung

4

d. h., wenn man yx = y setzt,

r(l)^^_4 /• <y

Durch Multiplication beider Gleichungen aber entspringt

weiter

also

Nennt man mithin der Kürze halber das Integral rechts Ay

so hat man die Beziehunsr'Ö

o

Sie gewinnt dadurch ein besonderes Interesse, dass A g(M)-

metrisch genommen die Länge eines Lemniscatenbogens aus-
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Fig. 19.
drückt.*) In der Tliat, sei

in der nebenstehenden Figur

OM= Q der Radiusvector

eines beliebi^cen Punktes M
n-

der Lemniscate COMB, der Winkel MOB ferner lieisse -^j

und OB besitze die Länge 1. Die Polargleichung der Lemnis-

cate lautet unter diesen Voraussetzungen ()^ = cos2'9'; die

Länge A des Bogens BMO wird daher gemäss der bekannten

llectificationsf'ormel für Polarcoordinaten, in denen ^ als un-

abhängige Veränderliche auftritt, dargestellt durch das Integral

/^'^/^'(^)' + ^

Nun
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Fig. 20.

von einer gegebenen Achse, so wird die Summe

;;/, r,- -\- ??i.,r.^'' + ^n.^r./ -{-... = U mr'^

das Trägheitsmoment dieses Systemes darstellen. Für den

Fall einer stetigen Folge von materiellen Punkten geht mit-

hin diese endliche Summe in ein Integral über.

Sei nun eine continuirliche, homogene Masse M, deren

Dichtigkeit q heisse, auf

ein rechtwinkliges Achsen-

system OÄ, OY, OZ be-

zogen^ und stellen wir uns

die Aufgabe, das Träg-

heitsmoment dieser Masse

in Bezug auf die genann-

ten Achsen zu berechnen.

^ Denken wir uns die ganze

Masse in parallelepipedi-

sche Elemente cö zerlegt,

so bestimmt z. B. j/x'-j-i/'^

die Entfernung eines Elementes, dessen Coordinaten x, //, z

heissen, von der r-Achse. Und da nun q dx dy dz die Masse

dieses Elementes vorstellt, so wird das dreifache Integral

^jjj {^'+ y'') dxdy dz

das Trägheitsmoment der Masse M in Bezug auf die z-Achse

liefern, und ähnliche Formeln finden für die beiden andern

Achsen Statt. Der Umfang der einzelnen Integrationen muss

dabei selbstverständlich durch gegebene Bedingungen regulirt

werden. Setzen wir z. B, voraus, dass M durch die Ober-

fläche

- ©•+(jy +(;-)•=

begrenzt wird, so würde das vorstehende Integral in folgender

Gestalt erscheinen

T
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und man fände durch Ausführung der Integrationen

oder, weil ^ Qaßyit die Masse M des Ellipsoides ausdrückt.

Mit Benutzung des Dirichlet'schen Theoremes ergiebt sich

dieses Resultat in nachstehender Weise. Da

]. Qjfjix'^+'y'^) dxdydz== qjjjx^dxdydz -\- QJjjy^dxdydz

ist, so erhält man für das erste Integral rechts den Ausdruck

S, _
« ^Al)

das zweite Integral hingegen besitzt den Werth | .
-J

aß^yQjc.

Durch Vereinigung beider Resultate folgt daher, wie oben

behauptet wurde.

Bildet endlich die Oberfläche

die Begrenzung der Masse M, so hat man wegen 1.:

und

^JJJ ^^ ^'^ ^^ ^^ ^ ^5 Q^ßyß^
also

r=?ü|Ip„^y[„2+^2j.

§. 177.

Bosthniiiuii^ der Aitractioiiscoiiipoiiontc eines hoinogciioii iingleich-

aclisigeii Ellipsoides nach Diriclilet's Methode.'^)

Ein sehr passendes und von Dirichlet selbst gewähltes

Beispiel zur Erläuterung seiner Integrationsmethode liefert

*) Vergl. §. 173. Dirichlet. Sur une nouvelle Methode etc.
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die Bestimmung der zwischen einem ungleichaclisigen und

einem m.iteriellen Punkte Statt findenden Attractionscompo-

nente. Ja, die auf diesem Wege zu vollziehende Rechnung

zeichnet sich noch dadurch besonders aus, dass sie eine ganz

gleichmässige ist für den Fall des innern und äussern Punktes.

Unsern frühern Lehren zufolge gelten bekanntlich für

die Componenten X^ F, Z irgend einer den Punkt (a^ h, c)

anziehenden Masse die Gleichungen

X=j'-^-^<p{r) du, y=ß~ <?('•) du, Z=f'^ 9{>-) dt,,

wenn wir den verschiedenen Grössen du^ (p{r), . . . die ehe-

malige Bedeutung auch hier beilegen/) Von diesen Inte-

gralen aber lässt sich noch zeigen, dass sie bei jeder Begren-

zung und selbst bei variabeler Dichtigkeit der anziehenden

Masse als 'die Derivirten einer und derselben Function, der

sogenannten Kräfte function, die für den Fall des Newton'-

schen Gravitationsgesetzes mit dem Namen des Potentials

belegt wird, sich darstellen lassen. In der That, sei wieder

wie früher cp (r) = '^
, so ist zunächst

dr

Weil aber

folfflicl'O

r -K- = — {x — a)
da ^ ^

ist, so entspringt

X=- r^hlv, also auch F=- ßmay,Z^- P^^W
Und hieraus lliesst weiter

X=-lj'f(r)du, y=-I^J}{r)dn, Z^-^^jf{r) du.

Setzen wir nun ^(0 = "77~ ^*^^^ einfacher q){r) =
voraus, wo p eine zwischen 2 und 3 liegende Constante

*) Vergl. §. IGi.
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bedeuten soll*); so ist /(r) = — —^ • -^^^ und demnach

jr— -i_ A r ^"

Bei Annahme eines rechtwinkligen Coordinatensystemes und

einer ellipsoidischen Begrenzung der anziehenden Masse er-

fordert also die Bestimmung der Componenten Äj F, Z nur

die Kenntniss des dreifachen 'Integrales

rp 1_ r r rdxdydz

unter der Bedingung, dass die Integrationen über alle jene

Punkte {xy y , z) sich erstrecken, welche der Ungleichheit

-©•+(;-)• +&)<'
Genüge leisten. Multipliciren wir nun das Integral T mit

dem discontinuirlichen Factor

CO

2 /* sin qp - ,

*) Diese Annahme ist für die nachfolgende Betrachtung nothwendig,

indess wird hierdurch die Allgemeingültigkeit unserer Untersuchung

auch für die Fälle, in welchen p grössere Werthe als 3 annimmt,

keinesweges beeinträchtigt. Denn nennen wir die beiden dreifachen

Integrale ^37 /
^
und —j-:

j _^i für den Augenblick beziehungs-

weise V und V ,2'^ ^^ besteht, wie unmittelbar durch die einfachste

Rechnung sich ergiebt, immer die Relation

)(/>+!) L^«' ^6« "^
de* jP-^^' {p-2) ip+l)

Nur dies ist zu beachten, dass für /> >• 3 der Punkt {a, b, c) ausserhalb

der anziehenden Masse sich befinden rauss, weil für einen innorn Punkt
die auftretenden Integrale sinnlos sein würden.

Fälle der Art, in welchen man bei der anzustellenden Betrachtung

vorerst an gewisse Bedingungen gebunden ist, die nachher beseitigt

werden können, zeigen sich übrigens öfter in der Theorie der bestimmten

Integrale. Man vergleiche in dieser Hinsicht z. B. die Paragraphen

63, 76— 77, 180 (4).

Mkybr, bestimmte Integrale. 37
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so können wir die Variabein x^ y, z augenscheinlich zwischen

den Grenzen — oo und +00 sich bewegen lassen*); die

Integralbestiuiraung selbst aber wird hierdurch noch keines-

weges gelingen, weil das Integral T im Allgemeinen weder

nach x^ noch nach ?/, noch nach z unbestimmt integrirt

werden kann. Unser Integral bedarf mithin noch weiterer

Umfonnungen, und hierzu wählen" wir mit Dirichlet den fol-

genden äusserst eleganten Weg.

Den in §. 65. — 70. gepflogenen Betrachtungen zufolge

bestehen die beiden Gleichungen

0:^-1 (Ix =
und

— 00

und zwar unter folgenden Voraussetzungen. Die Constanten

V und k müssen wesentlich positiv sein, ja q muss überdies

einen echten Bruch bezeichnen; die Constanten d- und v da-

gegen sind beliebig; einem positiven 0- ferner entspricht in

dem Ausdrucke rechts der ersten Gleichung das obere, einem

negativen ^ hingegen das untere Zeichen, und (+ ^^ end-

lieh bedeutet den absoluten Werth von (O--) .

Dies vorausgeschickt können wir offenbar vermöge der

Gleichung 2. den in T vorkommenden Factor —^' =
rP y(r^)P-'-

durch das bestimmte Intesrral

71 .

(i-;0 4/

*) Die Werthe von x, y, z, für welche )l = 1 , können, weil sie

eiue. unendlich dünne Schicht liefern, ausser Acht gelassen werden.

Vergl. die Annierkg. in §. 175.
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ersetzen, weil unserer Annahme gemäss die Constante p zwi-

schen 2 mid 3 liegt. Schreiben wir nun ausserdem noch

statt cos Xcp die Exponentialgrösse 6'^-^' und nennen für den

Augenblick das dreifache Integral

/' C Cdx dy dz e('>+^y)'

— ao — CO — 00

U, so wird offenbar T mit dem reellen Theile des Integrales

CO cc

^ v-l T^/d—l\ 11^
-^n^).

zusammenfallen. Mit Benutzung der Formel 3. aber lässt

sich dieses Integral ohne Mühe auf ein zweifaches reduciren.

Denn führen wir in U statt r- und A ihre oben gegebenen

Werthe ein und ordnen dieselben nach den Potenzen von

.T, tjjZ, so verwandelt sich Uj abgesehen von dem Factor
^(n-'+v'+c')xin

^ in das Product der einfachen Integrale

— 00 — CO

+ 00

y;(-+?);— ^'..;

diese aber gestatten wegen der positiven Grossen ^ 4" ^;

^+ /« ^^^^ ^ '\~ \ unmittelbar die Anwendung der Glei-

chung 3. Das Integral U ist daher mit

iTcy 7t e e t^l

identisch. Und demnach wird

37'
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1 Wwt [
———— •

dtp

rwJ ! V('+5)K)(-»
Hieraus aber fliesst weiter, wenn man ib = ~ setzt, wo s eine

neue Veränderliche bedeutet, dass

r(
dq)

s ^ sin qo . qp 2 s^pi-^ s+ Y'' fff

?/('+i)('+F)('+^)

und somit

da

2ayne''-''~^
L
2 sin

ri!^
ist. Und kehrt man jetzt die Reihenfolge der Integra-

tionen um, schreibt dann statt sin (p die Exponentialgrösse

— {e-^' — 6?*/") und bezeichnet endlich der Kürze halber den

Ausdruck —?-v H vi:,',
-\—t~9 durch 6, so sieht man auf den

ersten Blick, dass jedes der in ^ enthaltenen Integrale

y|._i_, *'/* 4-1-1
e{o-i)(pi fp^ ^(p, i e^^-^^^^P'

(p d(p

vermöge der Formel 2. sich entwickeln lässt. Die Grösse

<?+! ist dabei unter allen Umständen mit -|- -9" zu identifi-

ciren, (7—1 dagegen tritt an die Stelle von + &, oder — ^,

je nachdem man (> > 1, oder a < 1 hat. Diesen beiden

Fällen entsprechend erhält man daher für die Differenz der

beiden Intej^rale die Ausdrücke

^- ^/Tt-0^
(FOf

{G-i)

;«?>!

((? + !)'

und



^- 4/Ti-O
Da nun
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(i-d) :i+<^)

,<?<!.

<-.)f^(f-Of = e

n . pn .
,
p7t . n .

und

-<v^^-'^^
rt . pn . pn . , n . pn .

: ist, also in ^- we^en des Factors / für (? > 1 die Diiferenz der

. beiden vorhin erwähnten Integrale imaginär wird und nur das

- Integral / e^^~^^'P'(p d(p für (> < 1 zu einem reellen

Werthe führt: so ist der reelle Theil von ^— mit Null iden-

tisch, wenn (? > 1; dagegen besitzt er für (? < 1 den Werth

"'-r(f-')™i?

-rm
X

1-^
? 2 rf..

fj/(^^:;)-{'H){'-l)

d. g. , weil wegen ^' — 1 < 1

\ ist.

(^

/y2 "2 \ 2

f+a* *+^2 *+yS

r(^-^)
— a nyo

.•r(-f)r('t')
X

/^
S^

"2
rf.,

Befindet sich nun der angezogene Punkt (r/, b^ c) im Innern

der ellipsoidischen Masse, so ist /- j + (^) + ("^ ) "^^
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demnach auch ö kleiner, als 1 5 mithin wird die der a;-Achse

parallele Attractionscomponente Ä durch den vorhergehenden

Ausdruck dargestellt. Ist dagegen der angezogene Punkt ein

äusserer, also (-) -\- l^\ -f-
(^\ > 1, so kann (? < 1 sein.

Nun wird die stetig veränderliche Grösse

für s == den grössten, für s = 00 hingegen den kleinsten

Werth — die Null — erwerben ; es muss daher 6 nothwendig

einmal mit der Zahl 1 zusammenfallen. Der positive Werth,

für welchen dies geschieht, heisse ft; alsdann ist augen-

scheinlich (? < 1 , so lange 5 > fi, dagegen wird > 1 für

jedes unter ^ befindliche s. Die Attractionscomponente Ä
wird daher im gegenwärtigen Falle durch die Gleichung ge-

geben

y
— tcVtc a . .

-7>f)/T4') .

00

Ersetzt man in derselben die Veränderliche s durch ^ -\- s

und schreibt gleichzeitig

a a bß j ry= ^i> -T- = ^\>

d. h. construirt man ein durch den Punkt (^/, b^ c) gehendes,

dem ursprünglichen Ellipsoide confocales Ellipsoid, so erhält

man

-;7.vTrc^).r(.-f)"

/• 1 - P
t

P

«__2 ds /\ _ Oj^ /y,2 _ r,' \ 2
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also die Jiämliclie Form, vvio sie für den Fall eines innern

Punktes gilt und wie es in der That dem Ivory'sehen Theo-

reme gemäss Statt finden muss. Behufs ihrer Gewinnung

beachte man, dass

©• + (-;,)•

+

{ff = (•;)•

+

m + (?) -

'

ist und dass sonach der Ausdruck

V .
*+< ^^+^1' *+yi7

in der Gestalt

sich schreiben lässt. Mit Zuziehung des Factors {s-\-^) 2
,

wo /tt nach einander durch «,2— «^, /3,'^— /3^, 7j*— y- zu er-

setzen ist, ergiebt sich daher für die mit dem Exponenten

1 — TT hehaftete Grösse die im transformirten Integrale an-

gezeigte Form; die auf das Radical bezügliche Rechnung

bedarf ihrer ausserordentlichen Einfachheit wegen keiner

Erläuterung.-

AVie man übrigens noch sieht, gehen die vorstehenden

Ausdrücke des X für p = 2 in die früher entwickelten For-

meln über.*)

§. 178.

Lioiivillc's Bcgriiiidiiii^ der Diriciilci'sclieii Foriiicl.**j

Wie Dirichlet selbst erwähnt hat, lässt sich die von ihm

entdeckte Relation

*) Bezflglich weiterer Stiulien ü!»cr die Attractioii eines liomogcuen

Kllipsoides vergl. man noch: Grube. Bordiardt's Journal, Inl. G9, S.359;

Hertens ebendaselbst. i3d. 70, S. 1. Und in Betreu" einer fernem An-

wendung der Diricblet'sclien Methode sehe man namentlich: Mehler.

Ueber die Anziehung einer von zwei ähnlichen Flächen zweiten Grades

begrenzten Schale. Borchardt's Journal. Bd. GO. S. 321 ff. Mertens.

J)e functione potentiali duarum etlipsoidiura homogenearum. Borchardt's

Journal. Bd. G3. S. aGoff.

**) Note sur quelques intdgrales ddfinies. (Journal de math., t. 4,

p. 2-25-23Ö.)
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1. r= /T . . . x"-^ t/~^ 2"^'

. . . dx dy dz . . .

^ a"fcy.. .
J- \p)j- \J)J- \j)"

fer+(iy+&)v...<ietc.
auch auf auderm Wege, als dies früher geschah, beweisen,

und in der That hat Liouville eine ander^ Begründung der

obigen Formel bald nach ihrer Veröffentlichung bekannt ge-

macht. Das Wesen dieses Beweises besteht in Folgendem.

Bekanntlich resultirt das Integral V aus dem Integrale

2. [/= JJ,,, a;^-i y-i 2:'«-i
. . . dx dij dz . . .

= r(A:) r(/) r{m) .
.

.

r(l + A: + / + ;/. + .. .)'

in welchem die Constanten k, Ij rrij ... sämmtlich positiv

sind und die gleichfalls positiven Veränderlichen Xjij^ z, ...

der Bedingung

.T + y + 2: + . . . < l

Genüge leisten. Gelingt es mithin, unabhängig von dem

Frühern die Richtigkeit dieser Formel darzuthun, so ist

Dirichlet's Theorem von neuem erwiesen. Für zwei Variabein

erhellt nun die Wahrheit der Relation 2. sofort, weil in die-

sem Falle das Integral U in

1 l—a: 1

/V-i dx ft/-' di/ = j /V-i {i—xy dx00
übergeht und folglich wegen der bekannten Eigenschaft des

Euler'schon Integrales erster Gattung

..^ 1 r(k)r(i±i) ^ r(fc)r(o

/ r(i+l + r{i + k-\-f)

ist. Heisst dagegen 3 die Anzahl der Veränderlichen in dem

Integrale Uf so besitzt dieses, wenn man mit der Integration

iiacli r beginnt und mit jener nach x endigt, vermöge der

Bedingung x -\- y -\- z <^ 1 die Form

U=.jx'^-^ dx I
7/-' dy / z'«-^ dz

i> »»

oder kürzer
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U=fx''-^ dxjy^-^ dy j z"'~'^ dz.
U

Hieraus aber fliesst weiter, sofern man vermittelst der Glei-

chungen z = vz^ und y = uy^ die neuen Veränderlichen t/, v

einführt,

1 1 1

(j= Jx^-^ dxju^-^ 2// duj v""-^ z^ dv,

und dies giebt wegen

y = u (1

—

x), z = V (1—x—y) == V (1

—

x) (1— u)

1 1 1

U^Jx^-^ (1—.t)'+'" dxj 11^-^ (i—ii)"' duj v"'-^ dv,

Aber

3. "
^

r\k-i a-rV+- dv - nA:)r(/+m+l)
JX (^1 X) Öf^^—

p^l^^^/_^,,,),

mithin entspringt

jj^ i_ r{i) r{m-\-\) rjk) rii+m-\-i) _ r{k) rji) rpn)

m r(/-fm+l) r{l-\-k-\-l-\-m) r{l-{-k+l-\-m)
'

Lassen wir jetzt U ein vierfaches Integral bedeuten, dessen

unabhängige Veränderlichen x, y, z, i heissen und der Be-

dingung X -\- y -\- z -\- 1 < 1 genügen; so können wir unter

der Voraussetzung,^ dass wir zuerst nach t integriren und

alsdann allmählich bis zu der auf x bezüglichen Integration

fortschreiten, zuvörderst die obern Grenzen der einzelnen

Integrale nach tjZ^y wieder abkürzend durch z, — z == t^y

yy — y = z^j 1 — X = y^ bezeichnen, wodurch wir offenbar

die Form
1 y, r, iy

U= fx^-'^ dx f?/-^ dy fz"'-^ dz /"/"-i dt
u

gewinnen. Nehmen wir nun statt der Variabein t, r, y die

neuen u, v, 7V, welche mit jenen durch die Gleichungen

i = wt^j z = vz^, y = ?/y, verbunden sind, so bewegen sich

alle diese neuen Veränderlichen zwischen den Grenzen

und 1 , und U verwandelt sich in Folge der Beziehungeu



— 586 —

in
1

U=^JX^-^ (1— ^:)/+-*+« dx fu^-^ {i— n)"^+" du X
u

1 1

fv'"-^ {1— v)'" dv /w«-i dw,

(1. g. mit Rücksicht auf die Formeln 3.:

rj ^}_ r(jn)_r{m±}) r{l) r{m-\-n+l) F {k) T {l-\-m-irn±Vi

n r{m-\-n-{-l) F{l^l-\-m-\-7i) ~r(l4-A-+/4-m+;i)

_ r(k) rii) r{m) r(n)

r(i+H-/-fw4-n)
•

Wie man sieht, lässt sich dieser Process beliebig oft wieder-

holen, und daher ist Dirichlet's Formel von neuem erwiesen.

§. 179.

Lioiivillc's Ycrallgcinciiiening des Diriclilel'scheii Thcorciiics.*)

Der im Vorstehenden gegebene Beweis des Dirichlet'-

schen Theoremes lässt sich in einer andern Form darstellen,

die überdies den Vortheil bietet, jenen Lehrsatz allgemeiner

ausdrücken zu können. Liouville bedient sich hierzu des von

Jacobi**) bei der lleduction der Function B auf Gamma's

beobachteten Gedankenganges. Verbindet man nämlich die

beiden Integrale

r{a) =/V-^ x^-' dx, r{0) =/V^ f/-' dy
»»

durch IMultiplication, so lässt sich das Product r{a) r{h) als

ein Doppel integral

-» TD

JJ e-"^ x""-^ c-y i/-'^ dx dy
ü u

auffassen. Hetzt man aber hierin x = uVy y z= u (\ — v)y

*) Journal de imith., t. 4, p. 225 etc. Uebcr eine andere Verall-

gemeinerung der Dirichlet'schen Formel sehe man einen Aufsatz von

Most in Scldömilch'« Zeitechrift Cur Math, etc., Jahrg. U, Seite 422.

**) Grelle. Journal Bd. 11. Aui einem ähnlichen (Jediinken 1)eruht

auch der von Poisson im Journal de l'ecolc polytechnique, cah. 10,

pagc 477, gegebene Beweis der Euler'ychen Formel lS{a, h) = p/ i_fr-'
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wo V, V neue unabhängige Veränderlichen bedeuten, so folgt

wegen y = ~ (1

—

v), dass für y = 0, c» t; := 1, und dem-

nach für X = i)y oo die Variabele u ebenfalls zwischen den

Grenzen und oo sich bewegt. Da nun ferner

x+y=u und 1^ I - 1^ ?^ = _ vu - u (l-v) == - u
'

'' du dv öv du ^ ^

ist, so wird

r{a) r{b) = f J(^~" n'"^^-^ v"-^ {1—vy-^ du dv

= r{a+b)J v^-' (1- vy-' dv.

Dies vorausgeschickt sei

IV= JJ,., f{x-{-y+z-{- . . .) x''-^
y^-i z'"-^ . . . dx dy dz ...

ein vielfaches Integral, in welchem die unabhängigen Ver-

änderlichen Xyy, z, . . . sämmtlich positiv sind und der Un-

gleichheit

X -{- y + z + . . . <h,

wo h eine positive Constante, genügen und in welchem

/\x-{-y-\-z-{- ...) eine beliebige Function von x^y, z^... be-

deutet*); endlich sind wie früher k^ i^m,... positive Con-

stanten.

Reducirt man die Anzahl der Veräiulerlichen vorerst auf

zwei, d. h. betrachtet man das Ijitegral

h-.v

W=Jxf^-' dxj/\x+y) t/-^ dy,

so folgt durch die Substitutionen x = u v, y = u (\— v) ähn-

lich wie vorhin

/i 1

fV =
J'
du fu''-^ v^-^ /'{u) 11^^^ (l~t;y-i u dv

Ist dagegen das Integral JV ein dreifaches, so kann man
dasselbe immer in der Form

.*) Diese Function ist selbstverständlich immer so zu denken, dass

die bctretlenden Integrale niemals sinnlos werden. Eine ähiiliclie Be-

merkung gilt übrigens auch für die folgenden Betrachtungen.
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W =Jx'^-^ dxjy'-' dy ff{x+y+z) z'—^ dz
'

darstellen, wenn man unter //, und y^
— y beziehungsweise

die Grössen h—x und h—x—y verstellt. Dem Vorhergehen-

den gemäss aber ist das Integral

fy'-'
dyf7lx+y+z) z— ^ dz

mit

gleichbedeutend und demnach wegen y^ = h — x
h h—x

W= -^^^ fx^-^ dx fr{x+u) ti^+'"-^ du.

Nun zeigt der blosse Anblick dieses Doppelintegrales, dass es

ebenfalls die Anwendung der Formel 1. gestattet. Man er-

hält daher durch Ausführung dieser Operation die Gleichung

2. ^_ r(iyr(_m)r(k)r(i+rn) r ^,.+,+,,_i ^^
nt-^-m) r{k+l-\-Tn) Jf\^)^ "^

Offenbar bleibt das bis jetzt beobachtete Reductionsver-

fahren bei einem Integrale mit beliebiger Anzahl von einander

unabhängiger Veränderlichen anwendbar, und folglich ist man
zur Aufstellung der nachstehenden Reductionsformel berechtigt:

I. w= ff ... f{x-\-y+z-\- .

.

.)
.r^-i y'-i ^"-^ ... dx dydz ...

• 0<:x-\-y + z + ...<h.
Wird in derselben f{%) = 1 und h = \ angenommen, so

entspringt wieder die Dirichlet'sche Formel für das oben be-

trachtete Integral U. *) Und ebenso unmittelbar erhellt, dass

*) Umgekehrt kann man das Dirichlet'sche Theorem zum Beweise

der Liouvillc'Bchen Formel benutzen. Verf,'l. beispielsweise Catalan.

Memoire sur la reduction d'une classe d'integrales multiples. Liouville.

Journal, t. 4, p. 323—341. §. 7.
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man wie bei der Ableitung des Dirichlet'schen Integrales V
aus dem Integrale U auch hier die allgemeinere Formel wird

erzielen können:

"•

iJ--^[fe)' + 6)'+ (-)' + .]-'>^''-'!/'-' ^'-' -dxdydz ...

h

in welcher die Constanten a^ h^ c, . . . '^ Pj q, r, . . . sämmtlich

positiv sind und in der man die Integrationen über alle posi-

tiven Werthe der Veränderlichen x, y , Zy , . . zu erstrecken

hat, welche die Bedingung erfüllen

Bezeichnet f{%) eine solche Function von %", dass das Inte-

h

gral ff{^)
-^^+/+'«+-.-i d%^ für h=oo nicht sinnlos wird, so

darf ersichtlich in den vorhergehenden Fojmeln die positive

Constante h über jede Grenze hinaus wachsen. Unter dieser

Voraussetzung ergeben sich z. B. unmittelbar gewisse von

Raabe auf anderni Wege abgeleitete Integralformeln.*) Er-

*) Reduction des p fachen hitegrales

Grelle. Journal. Bd. 28. S. 19. — Kaabe geht dabei von der in

§. 158 bewiesenen Relation

CO GO 00

ff ro+')ro+})r 1.^-.
dv

U --- \'" '*/

aus, indem er diese zunächst auf den Fall dreier Veränderlichen an-

M n

'• wendet, das erzielte Resultat mittelst der Substitution y2=v/""^" um-
formt und dann durch vollständige Induction die Richtigkeit der all-

gemeinern Formel
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setzt man nämlich^ am hier bei dem allgemeinen Falle stehen

zu bleiben, die positiven Constanten a, ß^ y^ . . . bezüglich

durch y 7 ~y o, y -j - - - ^^d in dem einfachen Integrale

% durch -9-', so verwandelt sich die Gleichung \". in die

folgende

ao oo

ß
b . c

CO (;.)

j_ 1

beweist. Durch die Substitutionen x^ = x*"\ x^^x'"', . . . gewinnt

nun Raäbe die Formel

(p)
^A-1 -i-i -^-

(p (a:.+ a^,+ . .+ .r^J x,^' ^h"' • • •

«-»V
'^ ^^^^i ^'^^2 ' • '

^^^v

rc *•++-•-) J
und aus dieser folgt dann schliesslich, wenn a;, = //, 'i'"', .<\> =^ //^ .i\"',...

und statt der w zunächst die rociproken Werthe derselben gewühlt und

diese endlich der Reihe nach durch — , ^,... ^ ersetzt werden, die

obige aUgem(?ine Relation, freilich in anderer Schreibweise.
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§. I.SO.

Anwendung der Lionville'schen Formel.

Die Liouville'schen Gleichungen geben zu interessanten

Folgerungen Veranlassung, von denen wir einige nicht un-

berücksichtigt lassen wollen.*)

1. Zu dem Behufe setzen wir zunächst in der Formel I".

die Constanten cc, ß, y, . . . , sowie fi sämmtlich der Einheit

gleich und wählen für die Function / beziehungsweise die

folgenden Ausdrücke

r[xP+ y^+ z'-+ ...\ = [l_(a;^>+ ^.+ .^+ ...)f

und
_ i^

f D«-"+ y' + -' + . . .J
= [1- {,rf+ y«+ z^ + . . .)]

'",

WO m irgend eine positive Constante bedeutet, die aber im

letztern Falle grösser als 1 sein muss.**) Offenbar erhält man
hierdurch die beide^i Relationen

//. . . dx (Itj dz ... x"-^i/-^ z'^-'^ ...]/]— xP— tß

mwnhr 1 -+1+'^ +..._!
\-^^y"^^ ^ '• d^

ff
dxdijdz . . . x"-^ /-* z*'-^

yx^ajp

./'

*) Vorgl. Catalan. Memoire sur la reduction d'une classe trint^-

grales multiples. §§. VI—TX. a. a 0. und Liouvillo a. a. 0.

**) 1 — wird Argument einer Gammafunction.
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r('-i)mr(j)m
pqr

in denen also die positiven Veränderlichen x^ij, z^ . . . sämmt-

liche Werthe umfassen, die der Ungleichlieit 0;''+?/'^+^' +-<1
Genüge leisten.

2. Sei jetzt

Jj.,,dxdydz.,.y\j^

wo die n positiven Variabein x, y ^ z^ . . . der Bedingung

x'^-\-\ß-\-z^-\- ...<^\ unterworfen sind. Schreibt man in der

Formel I". p = ^ = r = . . . = 2, a = h = c = . . . = \

und ebenfalls wieder « = /3 = y = ... = l und wählt end-

lich für die Function / das Radical

so entspringt wegen r(^) = /:r unmittelbar die Beziehung

1

-^^mr^'^+*'^^-

Aber

d. or. mit Beachtung der in §. 60. bewiesenen Formel

/
1

ih)

Mithin wird schliesslich

'

IX"^)
'^

iU+')
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m
Man erkennt hieraus leicht, wenn man die bekannten Rela-

tionen

r(«+n)=(«+«-l)(«+«-2)...«r(<»),r(i)r(|)=-^=;r^2
TT

sin-T-
4

berücksichtigt, dass für jede ganze Zahl n von der Form Afi

oder 4|a + 2 das Integral PF in letzter Instanz von der Zahl jr,

für jede ganze Zahl n zzz ^1 (mod. 4) dagegen von der
1

Länge 1 .-J^ eines Lemniscatenbogens abhängig wird.*)

So hat man beispielsweise:

^^ 1+^2 -t ^-- ^^1)^2,

1

/

fff.. ., ../ggg=
?^P [
- - , iny]

;

ffJfä.a,ä^äuj/^g^Q^^(i - ^).

3. Als dritte Anwendung der Liouville'schen Gleichung I'

wählen wir das Integral

jrr I I
dx dy dz .

=ff•••(^+/-f^''+.-r'
wo

0<xP + fß +z'- + . ,. <\
ist und ?n eine positive gleich noch näher zu bestimmende

Constaute ausdrückt. Offenbar ist dasselbe wegen

mit

*) Vergl. §. 176.

Meyer, bestimmte lutegrale. 38
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gleichbedeutend, aber nur dann, wenn -1 1 \-...'>?n.

Wird mithin diese Bedingung erfüllt^ so entspringt

Hat man dagegen

W= ff . . . dx d'f/ dz . . . {xP -{- y^ -{- z"- -\- . . .)'%

so findet immer die Beziehung Statt:

mmm-

W=
pqr

w.
pqr

(^^f+-+-)r(-;+7+7+
Das so eben betrachtete Integral führt noch zu einer

interessanten Folgerung. Setzen wir nämlich die positive

Constante m als ganze Zahl voraus und denken uns

(xv -\- Iß -j- z'' + . . .)"'

nach dem polynomischen Lehrsatze entwickelt, so entsteht

zunächst eine Reihe, welche die Summe aller Combinationen

der m^'^'^ Klasse aus den un"beschränkt wiederholbaren Ele-

menten xP, iß, z'', . . .
,
jede Combination mit ihrer Permu-

tationszahl multiplicirt, enthält. Nennen wir nun a, h, c, . . .

die Exponenten beziehlich von xp, tß, z'V, ... in irgend einem

der vorkommenden Glieder, so müssen diese (positiven, ganzen)

Exponenten bekanntlich die Bedingung a -\- h -\- c -\- . . . = 7n

erfüllen, und
^^^^t) r\b^)^r{c-\-vr~

^'epräsentirt die zu

x"P yf'O z'"' . . . gehörige Permutationszahl. Das Integral W
setzt sich daher aus Gliedern von der Fonn

zusammen, in denen die Integrationen über alle positiven,

der Bedingung xp -\- y'f -|- ^' -j- . . . < 1 unterworfenen
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Variabein x^y^z^... auszudehnen sind. Nach Dirichlet's

Formel aber ist

r r. . . dx dy dz . . . x''P y^'i z''' . . .

und folglich findet nunmehr die Gleichung Statt:

Zj r(«+i) r(6+i) r(c+i) ...

Dieser Werth aber mit dem oben gefundenen verglichen,

zeigt, dass

/ Y„,+ \ + 1+ 1 + . . A^ r(«+i
)
r(«+i) r(.+') • •

.

sein muss.

4. Wir beschäftigen uns jetzt mit der Liouville'schen

Gleichung I. Setzen wir in derselben k -\-l -\-m-\- . . . = \

und machen gleichzeitig die Annahme, dass f(^^ die Deri-

virte F'('ö') einer gewissen Function Z'X^) vorstellt: so ergiebt

sich die Beziehung

fr==ff... r{x+y+z-\- . . .) x^'-^ y^~^ z"'-^ ...dxdydz..,

= r{k) r(i) r(ni) . . . iF[h) - f{0)1

also speciell für zwei Variabein wegen

/ = l-Aundr(A)r(l-A) = -j^:
h h~x

Jdx x^-^j'dy y-* /" {x+y) =^^ [F{h) - F(())\.

38
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Hieraus aber fliesst sogleich ein neuer Satz. Denn bezeichnet

^ einen Parameter kleiner als die positive Constante Qy so

können wir h durch q — fi ersetzen, und ist nun ausserdem

noch F{d-) = (p(ß'-\-^), so wird vermöge der vorhergehenden

Gleichung die andere Statt finden

ü u

die ihrerseits wieder zu neuen Folgerungen Veranlassung

giebt.

Bezeichnet nämlich (p{Q) eine solche Function von q,

die für q =z oc verschwindet, so besteht auch die Relation

Jdx x^-^Jdyir" v\.c+i,+y) = - ^-
ü ü

Setzt man dagegen cpig) — (p (^) = /(ft), d. h. lässt man f{^)

eine solche Function von ^ bedeuten, die für ^ = q in Null

übergeht, so hat man die allgemeinere Gleichung

4". y'a,-'-' dxj'r(x+tc+y) y-" dy = - ^^M,

U ü

mit deren Hülfe ohne Weiteres die Lösung folgender Auf-

gabe gelingt:

Sei f{^) eine für ^= q verschwindende Function von ft,

ausserdem sei k eine Constante kleiner als 1 und der con-

stante Werth Q stets grösser als /it; alsdann soll man eine

Function ^(ft) finden, welche die Bedingung

4^ Jx^-^i^{ii+x)dx=^f{ii)

befriedigt.

Ofienbar zeigt der blosse Vergleich dieser und der vor-

hergehenden Gleichung, dass der gestellten Forderung Genüge
geschieht, wenn man

^ (f») = -
-„-

JV>+y) y-' dy

setzt. Nur dies bleibt ungewiss, ob die auf diese Weise er-

mittelte Function ^(/t) die einzig mögliche ist, welche der
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gegebenen Bedingung nachkommt. Um hierüber Aufklärung

nns zu verschaffen^ ersetzen wir in Gleichung 4''. die Grösse ^
durch ^ -{- y, multipliciren das erhaltene Resultat mit f/~'' dy

und integriren hierauf die gewonnene Beziehung zwischen

den Grenzen y = und y = Q — ft. Dadurch entspringt

die Gleichung

V~^ dyfx'^-^ ^{^i+y+x) dx =Jf{^+f/) y-'^ dy,
U ü

in der das Doppelintegral offenbar den Inbegriff aller Werthe

darstellt, welche die Differentialfunction

,A_1 .,-ky~''
i'ii^ + y + x) dx dy

erwirbt, wenn in ihr die positiven Veränderlichen x, y alle

der Bedingung x -\- y <i Q — i«.
unterworfenen Werthe an-

nehmen. Integrirt man nun aber diese Function zuerst nach

y anstatt nach x , so repräsentirt das Integral

J x^'-^ dxf y-'^ ip (ft+.r+y) dy

die Summe aller jener Elemente, und daher hat man, wie

sofort einleuchtet, die Beziehung

/ 0:^-1 dxjy-'^ ^(^_|_a-+y) dy = J f{^-i^y) y-^ dy,(Tu
d. g. mit Beachtung der Gleichung 4".

Q ü

Hieraus aber fliesst durch Differentiation nach ^ wegen /'(q)=0

die zu beweisende Relation

sin kn
•^' '"

Ninnnt man noch an, dass für p = ft auch die Derivirte

/"{li) von /'(fi) der Null gleich wird, so lässt sich auch für

/i > 1, also z. B. für eine zwischen 1 und 2 liegende Con-

stante /c die Function i/^(^) bestimmen. Denn differentiirt

man Gleichung 4*. nach /tt, so kommt zunächst
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und hieraus entspringt durch theilweise Integration

- {k- 1) yy-2 ^, (^ _|_ ^^) dx = r (m),

d. h.

— (Ä-— 1) /V^2 ip(^-\-x) dx = riß).
u

Da nun für Q = ^ augenscheinlich die identische Gleichung

= erscheint und überdies k — 1 < 1 ist, so wird auch

die Beziehung

, . sin (k— 1) TT /

\n,— xj JL
i^) = '^Pfriy+^) ^-'^-" dy

Statt haben. In ganz ähnlicher Weise aber wird man die

Function für eine zmschen 2 und 3, überhaupt für eine

zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen liegende

Constante k anzugeben im Stande sein.

5. Zum Schlüsse dieser Betrachtungen führen wir noch

folgende, später zu benutzende Formel an.

Wenn l eine beliebige Constante ausdrückt und die Func-

tion 9 (O") für d"' = oo die folgenden Integrale nicht sinnlos

macht, so ist das {n— 1) fache Integral

OD CO 1
1 ^__i "~1 _

fV= r f...(p{X-]-x-\-f/+...+u)x" y" ...u'' dxdy...du

.

«-1
00 n-1 ^

il^L' C(p{k-\-%')?^^ d^.

'^7W)"
In der That, lässt man in der Liouville'schen Gleichung I.'

die Function /'{x-\-y-{-z-{-...) mit der andern (p{X-{-x-{-f/~{-z...)

zusammenfallen, wo A eine beliebige Constante bedeutet und

die positiven Veränderlichen noch immer der Ungleichheit

X -\- fj -{- z -^ . . . <C h genügen, so entspringt die Relation

ff. , . (p{X+x-i-fj+z+ . . .)
a/'-i ?/-^ z"^-^ . . . dx dy dz , . .

r{k) ru) r{m) .

.

'r{k-\-i-\-m-^:..)

u

yV(^+«) #'•+'+'«+- 1 d».
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Und ist nun 9(1^) eine solclie Fimction^ die für %' — oo das

Integral nicht sinnlos werden lässt, so folgt oline Weiteres,

dass in dem vorstehenden Integrale die Constante h über jede

Grenze hinaus wachsen kann.

Mit Berücksichtigung der bekannten Beziehung

aber fliesst daraus nun sogleich der besondere Satz, dass für

/-_ _i
/ = 1, m = --, ... das (;?-l)fache Integral W die

oben erwähnte Gleichung liefert.

§. 181.

Liouville's Beweis des (iauss'scheii FiuHlaiiieiitalilieoremes über

Gaiiimafunctioneii. *)

In §. 48. erwähnten wir, dass es Liouville gelungen sei,

das Gauss'sche Fundamentaltheorem in der Theorie der

Ganmiafunctionen mit Hülfe vielfacher Integrale zu beweisen.

Indem wir jetzt zur Darstellung des hierauf bezüglichen ele-

ganten Liouville'schen Gedankenganges schreiten, beschäftigen

wir uns vorerst mit der Werthermittlung des bestimmten

Integrales

in welchem die Anzahl der Veränderlichen x, fj, . . . ,
u /i-1

heisst und in dem r eine positive Constante ausdrücken soll.

Wie man ohne Weiteres erkennt, darf dasselbe stets der

Differentiation nach r unterworfen werden. Führt man die

Rechnung aus, so erhält man die Beziehung

CO CO / r« \ 1

-= — ;ir"^^ I I ...e ^*^

dv J J-
ü

2 u—\
1 --1 -V ^dx(ly...du

1er man nun sogleich wieder die andere Form

^

; .[(uivnal <lc niath. etc. FcLruarlica ISÖG uiul Schlömildi. Zcit-

beliiill i'i'ir Maih. u. 0. w. Jahrg. l. S. 184.
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.X y...tt ' / n n
Z

ü ü

. . . w " X '' dy dz . . . du dx

geben kann, wenn man statt der Veränderlichen x eine neue

X substituirt, die mit der alten durch die Gleichung

y z . , . ux

verbunden ist. Erwägt man nun, dass bei bestimmten Inte-

gralen der Namen der Integrationsbuchstaben ohne jede Be-

deutung ist, so sieht man sofort, dass

—- = — w ^ also S= c^-'"'
dr ^

ist. Die hierin auftretende willkürliche Constante c aber be-

stimmt sich mittelst der Bemerkung, dass für r = das vor-

gelegte Integral S dem Producte der Gammafunctionen

ri^y J^i^^)' ' ' ''1^(^) ^^^^^^ ^^* ^^^ folglich den

Werth 7/ -^— besitzt. Daher die Gleichung

J.JJ...e^ -y-"-fx" y" ...u"" dxdy.„du
u

=/^
Auf diesen Satz ge6'tützt, lässt sich das Gauss'sche Fun-

damentaltheorem durch folgende Schlüsse beweisen. Wird
die vorstehende Gleichung mit r^-^ dr^ wo \i positiv ist,

multiplicirt und darauf von r = bis r = oo integrirt, so

folgt durch Ausführung der Integration und zwar zunächst

nach r :

rr...e-(-^+y+ ••+").*;"" y"" ...w" dx dx ...du l^e'^^y-
" rf'-^ d

Indem man aber jetzt r" = v schreibt, erhält man für das
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Integral nach r die Beziehung

oo .,n

n f£

Und daher wird nunmehr die Gleichung gelten

1 jP(~) i j ' • e-('^+^+ +"^ X " y "
. . . w " rfo; ^y . . . ^/?/

ü

In dieser aber stellt, wie man sieht, das Integral links das

Product der Gammafunctionen

rc4->rc-?>---r('^)
vor. Setzt man foleflich ^= a, so hat man die Gauss'sche

Gleichunsf

w—

1

2
_».4-i

/>)r(«+i)r(''+!)-7i"+'¥)=(^'^) «-"-*jr(«4

• §. 182.

Folgcniiigeii aus der im vorigrcii Paragraphen bewiesenen («lei-

chun^ 1. Einige andern, Lionville'schcn Sätze.*)

Bezeichnet (p eine solche willkürliche Function von

xy..Juy dass das n fache Integral

1. S= f f.
. .

0-^-^+^+' •^'+"^
(f (xy ...tu)x'' tj"" ...u " (!x dy ... du

*) Liouville. Memoire sur la reduction de classes trös - etendues

d'iutdgrales multiples. Journal de Mathoraatiques; dcuxieme sörie,

tomc I. Aoüt 1856 uiul Schlömilch. Zeitschrift. Jhrg. I, S. 356.
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nicht sinnlos wiicl^ so verwandelt sich dasselbe durch Ein-

führung der neuen A^eränderlichen k mittelst der Gleichung

X = --—
yz...tu

in

OD QO

",/} ?^ '''-''"\{k-)i/ z" ...u" k"-'dydz,..dudk.
1 ^-1 "-^-1

Ü

Nun ist vermöge des vorhin bewiesenen Liouville'schen

Theoremes I. das in S enthaltene auf die n — 1 Veränder-

'^ _ 1.

liehen y, z, . . . u bezügliche Integral mit (2 %) ^ n ^ e-"'' und

demnach .S selbst mit dem einfachen Integrale

;/

00

n (2;r) ' / e-"^^' g:>{k") k"-^ d>

gleichgeltend. Daher die Gleichung

CO CO 12 w—

1

1. f l'..,e-(^-^y+ •+^+")q){,ry.,.tu)x^ y" z" ... u '' dx dy ... du

00

«-1 r*

= ]/n{27t) ^ j e-"'^ (p{k") k"-^ dk.

Wie auf den ersten 'Blick erhellt, führt sie, wenn (p eine

Potenz, (he fi— l"'", des Argumentes ajizeigt, unmittelbar zu

dem Gauss'schen Fundamentaltheorenle von den Gamnia-

functionen.

Lässt man dagegen die willkürliche Function (p{w) mit
n,-

der Exponentialgrösse e .
zusammenfallen , in der a eine

positive Constante l)edeutet*, so gewinnt man die Gleichung

OD 30 / . . . .
n / \ 1 w—

1

n ...e
^ X y ...u dxdy.,.du

Vw(2ä) ' / c-"'^c'"y''"k"-'dk=yn(27r)
Vl.2.3...(/i-l)

^
'\n+a)"

'
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die offenbar iiucli noch für ein negatives a Geltung besitzt,

sofern alsdann nur der absolute Werth von a kleiner als n

bleibt.

Aus den über die Bildung des Dirichlet'schen disconti-

nuirlichen Factors angestellten Betrachtungen leuchtet un-

mittelbar ein, dass, wenn h eine positive Constante bezeich-

net, das Integral
CO

" J * '

die Zahl 1, oder die Null repräsentirt, je nachdem die posi-

tive^ von ^ unabhängige Grösse fv kleiner als b^ oder grösser

als b ist. Multiplicirt man folglich die Gleichung 1. mit

diesem Factor, indem man w beziehungsweise m.ii xt/ ...tt/, /i"

identificirt und versteht alsdann unter cp(rv) die Grösse

c

g,{w).-j
sin bd" cos wd- d^

so entspringt die Relation

rr...6-(-+v+"+") (p{xy...u)x'' ly" z'' ...u "' dx dy . ..du

V
M-1 /^

j/n {27c)
''

I e "'' (p{k") /C"-^ dk,

in welcher der Umfang der Integrationen durch die Bedingung
i) <^ X y z . . .u <ib

regulirt wird.

Mittelst der Methode, durch deren Hülfe wir im vorigen

Paragraphen den Werth des (/i—l) fachen Integrales S fan-

den, werden wir auch das allgemeinere (/i—1) fache Integral

1.2. i,-\

^=//-/(/'+.r+y+...+/+^*V),r" ',/" \..t" \l,d,j...dt,

^ in welchem h und k beliebige Constanten bedeuten und die

Function f selbstverständlich als eine solche vorausgesetzt

wird, dass dem Integrale eine Bedeutung zugeschrieben wer-

den muss, auf ein einfaches Integral zu reduciren vermögen.
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In der Tliat^ differentüren wir J einerseits nach h, ander-

seits nach k^ so gewinnen wir die Gleichungen

Ü

und

^ "* 12 w—

1

Indem wir nun aber in dem letzten Integrale die Veränder-

liehe x durch eine neue x' mittelst der Gleichunoj x= —
° xyz...t

ersetzen, erhalten wir leicht die Beziehung

CO oo
1 ''

^_i '^-i
...i x' dy dz ... dt dx\

in welcher offenbar das Integral wegen der völlig gleich-

gültigen Benennung der Integrationsbuchstaben mit dem

Integrale für ^ übereinstimmt. Mithin gilt die partielle

Differentialgleichung

deren vollständiges Integral einer bekannten Theorie zufolge

durch

dargestellt wird, wo (p eine willkürliche Function von h und k

ausdrückt.

Nun ist aber für k =
00 oo * 1 1 1

"~* _ 1

J=g>{h)^fr...rih+x+y+...+t)x^'' !/"" ...r^
~

dxdy..dl,

ü ü

d. g. mit Beachtung der in §. 180 unter 5. bewiesenen Formel

M-l
,
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und daher ist allgemein
71— 1 flO _

J=<P {nk + h) = _ 'fv!_ ,, jfQ^+ nl<+ »)
»'^ '''*^-

Dieser Satz führt zu einer neuen Folgerung; er bietet

nämlich das Mittel zur Reduction des /ifachen Integrales

12
V= j' i'...f{x + y-{-...-\-t+u)<f{xy...tu)x"y"z"..

n—2 71—1

auf ein Doppelintegral von der Form
71-1

In der That, ersetzen wir in dem w fachen Integrale V die

Variabele x durch eine neue /:, welche mit jener durch die

Gleichung

yz. .. tu

verbunden ist, so erhält man zuvörderst die Relation

V = njJ...f(y + z+... + t + u

u

k" \ ^-1 -^-1 ^'-1 "-'

+ ^- - - ) (p {k") y" z" . . . w " k dxdy .. .du dk .

In dieser aber kann der Werth des {n— l)fachen, «uf die

Veränderlichen y, z, . , . u bezüglichen Integrales Q un-

1 mittelbar aus dem Integrale / abgelesen werden, sofern man
daselbst h =0 schreibt und die Variabein x, y, ... t durch

y, z, ... t, u ersetzt. Durch Ausführung der genannten

I

Operation ergiebt sich daher die Gleichung

r = n rk''-^(p {k») . ^A-
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Ans derselben hat Schlömilch nach Liouville's Andeutungen

noch einige interessanten Folgerungen gezogen, die auch wir

nicht unberücksichtigt lassen wollen.

1. Setzt man nämlich zunächst voraus, dass die Function

f [ic) nur so lange einen von Null verschiedenen Wertli be-

sitzt, so lange die Veränderliche iv innerhalb des Intervalles

(0, /i), wo h natürlich eine positive Constante bedeutet, sich

bewegt: so verschwinden in dem ?? fachen Integrale V offen-

bar alle Elemente, für welche die positiven Variabein a\ y, ... u

die Bedingung

nicht mehr erfüllen, und in dem Doppelintegrale V ist die

Function f\n d- -j-
yf)

nur so lange mit Null nicht identisch, so

lange die Bedingung

gilt. Die Grenzen des Doppelintegrales heissen sonach jetzt

ri = und rj = h — nd-, ^ == i) und '&•=—. Mithin ent-

springt die Formel

I / . . •/*G*'+y+ • • • + ^+^0 ^{^^y • • • ^") '^'" y" ••• w '* dx dy ... du

v—l h , ^

1 \ 2 jo

< o; + // + ... + /+ w < Ä.

dd'dfi,

2. Wir setzen jetzt voraus , da.ss die Function cp (iv) ver-

schwindet, wenn ?v ausserhalb des Intervalles (0, «") sich

bewegt. In diesem Falle sind demnach in dem ^fachen Inte-

grale V nur diejenigen Elemente mit Null nicht identisch,

in welchen die positiven Veränderlichen x, y, z . . . der

Bedingung
2. a" > xyz ...?/>

genügen, und in dem Doppelintegrale J' ist (p (^") von Null

verscl^ieden, so lange

a" > d-" , d. h. d' <. a

ist. Daher der Satz:
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Wenn in dem ?? fachen Integrale

j
j...f{x-\-y-\-...-\-u)cp {xy ...ti) x' y" ...u " dydx...du

die positiven Variabein x, y, . . . n i\\Q Bedingung

a"" ':> xy . . . II >
erfüllen, so ist dasselbe mit dem Doj^pelintegrale

gleichgeltend

.

3. Machen wir endlich drittens die Annahme, dass die

beiden Bedingungen Ä > /i^ > und «" > 2; > 0, wo rv

und V dieselben Variabein, aber in anderer Verbindung ent-

halten, einander Aiiicht widersprochen, so können wir die

vorhergehenden Einzelfälle des Verschwindens Yon f(jv) und

fp{v) gleichzeitig bestehen lassen. In dem ;? fachen Integrale

sind alsdann die Integrationen über alle positiven, den Un-

gleichheiten

h > X -\- y -{-... -\- u > und a" > xy ... u >
unterworfenen Werthe von x, y, z, ... u auszudehnen, und

das Doppejintegral muss alle Werthe umfassen, für welche

gleichzeitig die Bedingungen

A > ?/ '^ + ?^ > und «" > 'O''' >
befriedigt werden. Mithin haben sich hier die Variabein -O*

und )] innerhalb der Grenzen -9" = 0, -i)- = « und \\ = 0,

)] = h — 71 Q- zu bewegen, wobei aber zu beachten ist, dass

h— nd' für den grössten Werth von d- , also für '0"=« noch

positiv sein muss, was nur geschehen kann, sofern « nicht

grösser als — ist. Sind nun sämmtliche Voraussetzungen

erfüllt, so besteht die Gleichung

/V " ' —
jJ

. .
.
/(.r -f // -f ... -}-i()(p{xy...2i)x"y"...u " dxdy ...du

= "-r^J~^ Cd» l'f{n» + n)<p (»") »"-'
n

'

"
d t,.

TW)' '
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• In dem speciellen Falle zweier Veränderlichen hat Schlö-

milch diese Formel mit Zuhttlfenahme geometrischer Vor-

stellungen unmittelbar verificirt, wie man des Nähern in dem

oben erwähnten Aufsatze desselben nachsehen möge.

§. 183.

Sclilömilch's Verallgemeinerung: des LiouYille'scheu Theoremes I.

§. 179.*)

Die früher entwickelte Liouville'sche Relation

. . . x'"-^ tß-^ zP-^ ...f{x-^ij-\-z-\-.,,)dxdydz.,.ff

u

hat Schlömilch als besondern Fall eines von ihm entdeckten

Theoremes dargestellt, das in nachfolgender Weise ausge-

sprochen werden kann.

Sind wie in Liouville's Gleichung x, y, z ... positive,

die Bedingung
l>x + ?/ + z+...>0

befriedigende Veränderlichen, bezeichnet ferner f{Q) eine be-

liebige Function von Qj und bedeuten endlich ?n, n, p . . .

positive und a, ß, y ... willkürliche Constanten, die wir

aber so wählen wollen, dass in dem vorkommenden Integrale

imaginäre Formen im Allgemeinen nicht erscheinen; so be-

steht die Gleichung

) dx dy dz

^r{m) nn)r(p)... r Q"'+"+P+-~UfQ)dQ

Beim Beweise derselben folgen wir dem einfachen Gedanken-

gange, welchen Schlömilch am angeführten Orte innegehalten

*) üeber die Entwicklung vielfacher Integrale. Zeitschrft. f. Math,

u. Phys. Jahrg. I, S. 75ft. — Die in §. 184—185 vorgetragenen Materien

sind ebenfalls aus dieser Abhandlung entlehnt.
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hat. Sein Wesen charakterisirt sich kurz in nachstehender

Weise.

Das Integral links ^ also

.} J J (i+«-+ßy+y^+...r+"+''+--
»J

betrachtet Schlömilch als speciellen Fall des andern

q Q—x Q-x-y

F{q)= fdx Cdy Id
VI— 1 n—

1

Z ...
(l + a;f+ ß^/ + ...)"+"+•••'

welches in jenes für () = 1 übergeht. Von dieser Function

F{r) bildet Schlömilch alsdann die Abgeleitete --^^^^ wodurch

er ein Integral erzielt , das durch Einführung neuer Veränder-

lichen leicht in eine Form sich umsetzen lässt, die ohne

Mühe auf Gammafunctionen reducirbar ist. Die nun folgende

Integration der für F\q) gewonnenen Beziehung nach q
zwischen den Grenzen q = und q = \ endlich führt zu

dem Werthe von F{\)^ d. h. von S^ weil F{0) augenschein-

lich mit Null äquivalent ist.

Um diesen Gedankengang durch Rechnung näher zu er-

läutern, wählen wir mit Schlömilch speciell das vieifaclie

Integral

-X Q
—X—y Q -X-

J J J J (l + K^+ ß!/+ yi+ «")"+"+''+*

ü

und setzen der bessern Uebersicht wegen zunächst die folgen-

den Gleichungen fest:

J (1^%{9—x—y- z)==tf;{Q—x—fj)J'dfjiiQ-~x -(/)= (p{Q--,r),

ü

o

fdx(p{Q-x) = F{Q).

Nun ist dem in §. 9 bewiesenen Theoreme zufolge

Me\kr, lieatimmte Integrale. 39
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'f
= <P (0)+ßx^=^ =j '^^ äx

,

|r-) ^ ^(0) +j'?;?*lm/} ^ßy^^^-^-jä

,

d(p(Q— x

u

ar-y

^"f=^=b(0) = 0]+J./.-^-^^-^^^

Mithin wird

1/ J V [l+«a.+fty+y:+Ä{9-.r ;/-t)l'"+"+''+»

Indem wir aber hierin alhnählich

z = [q
—X—y) z, y = (^

—

x) y und x = qx
^

d. h.

X = QX^
i/
= Q (1—^^'') y und ^ = ^ (1— a;') (1—y') z

setzen ,erhalten wir die Relation F(q) = q"'+"+p+'i-^ /'(q) 0^ wo

.=(.)/;
dx dydz .r""-^(l-a7')"+''+^-Vl-yy+*-\y'"-Vl-z')^

'— 1 ^'y^—

1

Beachtet man nun die in §. GO bewiesene Formel

oder vielmehr die aus derselben für X= h-\rC und \i=a— h

fliessende

1

so ergeben sich für das dreifache Integral Q nach und nach

die Beziehungen
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1 1

__1_ r(n+p-\-g)rim) r r u "-'(!-?/
f-^^-

'z '^Ul-zr-'

d

z' dy'

U
• 1

_ 1 1 r(m)r(n)ixp+q) r ^v-\\-z'f-'^ dz

(l+a^)'" (1+ß?)" nm-\-nMi-^q) j [i_|_y^,'_|.^p(l._,')]P+*1111 r(m)r{n)r(p)riq)

Und daher wird vermöge der Relation
1 1

f''2^^(l(^
= rQ"'+"+t'+'^-' /Iq) . OdQ= F{]) - F(()) = S

X dy dz du x"'-^ .v"-^ z^-^ u^~^ f{x 4- y+ - 4- u)

schliesslich

./}:/;/•'-'
{l-{-ax-\-ßy-\-yz-{- Su y"+"+P+'^

1

r,m)r{7i)r{p)r{q) r 9"+"+^+^-V(9 ) rfg

r^jn-i-n-{-p + q)J (i 4. a^)'«(i 4. |3p)«(i _|- y
^)P(1 4. ^^^j? '

"

Das Theorem I. lässt sich in der Art noch etwas verall-

gemeinern, dass man statt der Constanten «, /3, y ... be-

zieliungsweise ^, k ^ k • • • schreibt, dann, wie wir bei der

Dirichletschen Formel verfuhren , die Veränderlichen x, y, z ...

bezüglich durch (— ) } ('! ) j \~ ) ••• ersetzt und schliess-

llcli die Constanten — , ~
,
-- ... statt der Unveränderlichen

'*) Integrirt man F'(Q)dQ zwischen den Grenzen und A, wo h eine

positive Constante bedeutet, so kommt wegen /'(O) =
A h

J^ dQ = /\/0
=J'q-

+ ^'+^-'
fiQ) Q dg .

u

Alsdann sind in dem vorgelegten vielfachen Integrale die Integrationen

nach den (positiven) Veränderlichen x, y, z ... über alle der Bedingung

// >> .x- 4-
,y + - + • • . > unterworfenen Werthe zu erstrecken. Daraus

kann man nun leicht wieder früher gefundene Formeln ableiten, wenn
man h über jede Grenze hinaus wachsen lässt, was freilich verlangt,

dass f{w) eine solche Function bedeutet, die eine Integration auch für

unendliche obere Grenzen gestattet. Vergl. §. 1G9.

39*
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niy rijP ... substituirt. Offenbar werden in diesem Falle die

Grenzen der Integrationen durch die Bedingung

i^(fr+(0"'+ (:)"+•••>«
regulirt.

Diese letztere Verallgemeinerung gestattet, wie unmittel-

bar erhellt, auch die folgende Relation

, SIS-
^ ri?n) r(n)r{p) ... f

r[l-\-7n-\-n-\-p-{-...)J

dx dy dz

.

. , a,>^
'-i y^'-i .p-1

. . . A^-4-y+ ^ 4--')

Sie ergiebt sich aus dem Theoreme I. sofort, wenn man die

Integrale, nachdem wie vorhin % % -fF
• • • st^^^ cc, ß, 7 - •

der Reihe nach gesetzt wurde, der Differentiation nach dem

Parameter A' unterwirft, wobei man zweckmässig die bekannte

Formel Pd\gP= dP benutzt, und wenn schliesslich bei der

nachfolgenden Reduction die Beziehung ar(a) = r(r/ + 1)

berücksichtigt wird.

§ 184.

Fernere Anwendung der Torliin gebrauchten Reductionsnietliode.

Mittelst des oben erwähnten Verfahrens lässt sich auch

das vielfache Integral

S
^J'J\

.,,.,„-> ,-,-. ,.-. ,.j (,^r:|=|r^-,) ä.r öyäz...,

in welchem ebenfalls die einzelnen Integrationen alle posi-

tiven Veränderlichen x, y, z, . . . umfassen sollen , die der

Ungleichheit x -\- y -{- z -\- . . . <i\ genügen, ohne Schwierig-

keit auf ein einfaches Integral reduciren. Und zwar erhellt

auch hier wieder die Wahrheit dieser Behauptung ohne

Weiteres aus der für eine beschränkte Anzahl von Veränder-

lichen angestellten Rechnung. Wählen wir z. B. mit Schlö-

milch den Fall dreier Variabein, so lässt sich das entsprechende

Integral als die für q = 1 entstehende Form des Integrales
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betrachten. Aus dieser Gleichung aber fliesst sogleich die

andere

und diese verwandelt sich, wenn man y = {q — x) f/' und

hierauf x = q x setzt, nach einer leichten Rechnung in

1 1

F\q)= ^«'-f«+;'-'i C
I
*x"'-\l—xy+P-Y"-\l—t/)P~Y ( /Tf )

dxdfj,

wo um der Kürze willen (j=ax-\-ß (1

—

f/') x-\-y (1

—

x) (1

—

y)
geschrieben wurde. Integrirt man nun diese Gleichung nach q
zwischen den Grenzen und 1, so folgt

F{\) -F{0) = S
1 ^1 ^1

= l\»'+''+p~h/Q I'
lx'"'-^(i—xy'-^i'h/'^'^(\—f/y-^^^^

Die Reduction dieses dreifachen Integrales auf ein ein-

faches aber wird sich mittelst der Formeln
•

1

und
i

J [ax^h{\

xP-\i-xf-Ux-x^-'dx ^ 1 r(p) r(q)
(i

r i ^ i "[

ohne Mühe bewerkstelligen lassen, wenn man mit der Inte-

gration nach Q beginnt, das auf q bezügliche Integral durch

Einführung der neuen Veränderlichen t = vt~^ in

j (i+'O
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umformt und nun schliesslich wieder die auf r bezügliche

Integration zuletzt vollzieht und mit der nach x den Anfang

macht- Auf diese Weise nämlich erhält man, wenn für den

Augenblick der Kürze halber das Doppelintegral

1 1

x^ {\-~xf'y'' {l-i/Y dx dy'

(1 + t0)'"+"+/H-l

u

wo ^ == m — \j II = n -\- p — \^ V = n — \j v = p — 1 ist,

durch das Symbol Q {fi^ ft', v, v) angedeutet wird, für S all-

mählich die Beziehungen:

1

1 T)
^^''^''^\+ßn(fi,fi'-\-l,v-\-\,v')-{-yQ(fi,!i'-{-l,v,v'-{-l

1 1

1

rim) r
+"+/>)J (1-f «t)'" (1-fßt)" {l-\-yT7 L ^+«^ ^+<^^ i+>"^

J

r(m)r{n)r(p) C (l-rr+"+^-V(r) f ;.« nß yp 1

_ r(;;or(n)r(p) / (l-r)-+"+^-V(r) T ^ i±^ , ^,
i+ß

,
„ i+y 1 ^^

Aus dem Gange dieser Rechnung aber schliesst man — wie

schon erwähnt -- sofort weiter, dass überhaupt die Relation

,^ r{m)r{7i)r{p)

l > .r + y + c + . . . > 0.

Statt finden wird, aus der man leicht wieder allgemeinere

Formen ableiten könnte.*)

X y
*) Man ersetze beispielsweise die Variabein x, ?/, . . . diircli

hWi

wo k eine positive Constante Ijedeutet, und ausserdem ffz) ==F(fiQ),

darauf q = - und schliesslich F{h) = rp (X -{- t), wo l constant.

I
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Eine ganz hübsche Aiiwejidung dieser allgemeinen

(iileichung liefert die bei der Oberflächeiibestimuiung des

dreiachsigen Ellipsoides auftretende Formel

1

_ naß r dt i 1 — d^
, 1—

t

»
j

ü

8ie lüsst sich leicht aus der obigen abstrahiren, wenn man
die Anzahl der Veränderlichen auf zwei reducirt, ?n = ti= ^

und /( /T'^T^ W/^?'"'^-'^^^ setzt und schliesslich statt

X, y, r, VC, ß beziehungsweise die Grössen

(:-y.(0' '•'-•
wählt.

§. 185.

Rcductioii des ;<faclicn Integrales.

//. ..dxdy...{l -a;'-.y2- . .
.

)'" F(ax-\-ßy-]- . . .);

Die aus der früher bewiesenen Relation*)

2/r

j /'{H{H)>ix-\-Omix)(tx
== 2 / / (sin (p /a^

-\- b^) (l (p

2

unmittelbar entspringende Formel

*) Siehe S. (U 05.
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2rt n

I
f{a cos x-\-b sin x) dx = 2

j f (cos (p ]/a^-\-l)'^) dcp'^)

2/r

1

hat Schlömilch zur Reduction des Doppeliutegrales

S= Cdx ('F{a+ bx+ cy) {h''— x"-— if)
'" dy

-h ^-y^iZ:^

auf ein einfaches benutzt und mittelst der dadurch erzielten

Formel das /?fache Integral

f\. F{ax+ßi/+ y.z+ ..){l — x''-— f/--z^— ...Y'dxdijdz...

*) Vou dieser Formel Schlöinilch's hat derselbe die naclistelicndo

Kiitwicklimg gegeben. Sei

,2 TT

f f[k sin (a+ ^)] d&= C.

^— cc, ^r—a und -— — a, '-^ — a und 2 n und setzt sin {tt-\- d-)=z',

Zerlegt man dies Integral in drei andere zwischen den Grenzen und

.^_ _ «, _ _ « und - - a, ^ -
so erkennt man leicht, dass wegen

a-f-'9'= arcsin z,0<a-|-'ö''<;^ ; a+'9" = 7r — aresin 2, --«< a+ "^ <C -^ 5

a -f-
-0"= 2 TT -}- arc sin 2, —- << a 4"^ <C -^

u. 8. w. in dem ersten Thcilintegralc

im zweiten

d9 = -.- .srz

und im dritten endlich

gewählt werden muss. üaraus aber folgt

4-1 — 1 sin a -\- 1

rnkz)dz_ rfikzUz rnkjidz ^„ rnk-Ad-.

ein o -f- 1 — 1 — 1

Schreibt man nun hierin r = cos 9 und tang « = — , A; = ^ö''
-f"

6^
, so

entßi)ringt ohne Weiteres die ol>ige Gleichung.
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auf ein einfaches zurückgeführt. Die vorkommenden Inte-

grationen sind dabei auf alle positiven und negativen, der

Bedingung
l>x^ + f + z'+...>0

unterworfenen x, tj, Zj ... auszudehnen ; a, /3, y, . . . und m
ferner sind Constanten. Indem wir diese Reduetion jetzt

wiederzugeben versuchen; behandeln wir den gemachten An-

deutungen gemäss zunächst das Doppelintegral S. Substituireii

wir in demselben statt der Variabein x, y die Polarcoordi-

naten r, % mittelst der Gleichungen a;==rcosO' und ?/= rsin'&,

in denen wir r absolut wählen und 0^ alle Werthe von bis

2% beilegen; so ergiebt sich mit Berücksichtigung der in

§. 139 angestellten Betrachtungen, dass S hierdurch die Form
k In

f r drj'dd- l\n+ hr cos 0-+ er sin %) Qi^— r'^Y'

annimmt. Daraus aber folgt mit Beachtung der Formel 1.

sofort die andere Beziehung

h n

S=2 Irdrl F {a + j/ö'^+c^ cos (p) (h'^- r'^'" ^9?

Nun entspringt dieses letztere Integral unmittelbar aus dem
nachfolgenden

-f h Fä^=^

2 idxi F («+ Yb'-^-c'x) {li^-^x'—y'Y dy,

— h

sofern man nämlich x=r cos (p und y=r sin 9) setzt; es ist

daher unser S mit dem eben genannten Integrale gleichbe-

deutend. Dieses aber bietet den Vortheil, dass die Integration

nach y sich ausführen lässt. Denn substituirt man statt y
die neue Veränderliche t mittelst der Gleichung

Vi
y

so verwandelt sich

jlh'^—x' — f/y' dyui}^ {h- - x'^)""^i ßl -~(y-+^-ui' ' ' dl
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Und daher wird 'S, d. b.

Cdx rF{a+ hx+ ct/){h'^ — x'^—f/y' dy

2.-' -^"^^

/i

sein müssen.

Wir wenden uns nunmehr zur Reduction des «fachen

Integrales

'")

f.,.dxd}/dz...dwF{ax-\-ß?/-^...-\-Xn-{-^v-^v?v){i—x'^— ?/—..-- rv"^)"',

in welchem wir also die n Ytiriabehi x, y ^ . . . w als alge-

' braische, der Ungleichheit x^ + y* + • • • ^^* < 1 genügende

Grössen auffassen. Wie auf den ersten Blick einleuchtet,

lässt sich das vorgelegte Integral vermöge der Formel 2. ohne

Mühe auf ein Integral der {ii— 1)'^''" Ordnung zurückführen.

Denn beginnen Avir mit der auf w bezüglichen Integration und

lassen die nach v folgen, so können wir offenbar in Gleichung

2. von folgenden Substitutionen Gebrauch machen

1\m

h= i/l— x^— y^—...—ti'^,a==ax-{-ßy-\-...-\-Xii,b=^,c=v

und erhalten daher

/ dv l'(itvF(Kx+ßf/+,.,-{-hi-\-iiv-\-vft^{V'x'' -...-M^- ?;--w2)

-~V^^j\n^+- + ^'' + ^'VV^'+^) (1 -^^- ...-r^)"'+i

Durch Einführung dieses letztern Integrales in das vorgelegte

geht dasselbe also wirklicli in ein {n — l)faches über, dessen

weitere Behandhuig nun abermals die Anwendung der Re-

lation 2. gestattet, indem man augenscheinlich jetzt nur

beziehlich mit den dortigen Grössen m^ by c, a, h zu identifi-

ciren braucht. Die Benutzung der Gleichung 2. aber kann

ersichtlich {n— l)mal geschehen, wobei zuletzt die in ihr vor-

konmicnde Constante a der Null, die Grösse m der Zahl
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m+ ~-^ tiii<^l y b'^+ c^ dem Radical

gleichzusetzen ist. Offenbar erhält man auf diese Weise

schliesslich die Beziehung

1. Jj'...dx(hj...dw F{ax-\-ßy +...+ v w) (1 — x^ — i/ — ... - /?^-)'"

+ 1

(+*)
— 1

Dieselbe lässt sich noch in einer etwas allgemeinern Gestalt

darstellen, wenn man auch hier die Veränderlichen x,y,z^...

durch -y '! y -
, . . . und die Constanten a, ß, y^ . . . durch

acc, bß, cy, . . . ersetzt. Dadurch nämlich gewinnt man die

Gleichung

I«. l'j:..ä,,cl,j...F{ax+ ßy+ ...)^l - i^^' -
(f-J'

- ...]'"

2 ) *\(-+=?) ./

wo nunmehr die Integrationen links auf alle algebraischen,

der Bedingung

i>(!-y+(fy+->«

unterworfenen Xy y, z, ... auszudehnen sind und rechts

K'=^a''a' + b'' ß''+ ...

gesetzt ist.

Einzelne schon IVüher bekannten Resultate lassen sich

als specielle Fälle dieses Schlömilch'scheu Theoremes betrach-

ten. So erhält man z. B. aus T. für den Fall dreier Ver-

änderlichen durch Einführung sogenannter Kugelcoordinaten,

nämlich

X = Q cos {)-y y == Q sin 0^ cos (fy
z = q sin 0^ sin (py
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Avo Q piKsitiv, i> von bis 7t und cp von bis 2;r zu wählen

ist, wegen dx drj dz = ()- sin # d^ dd- dcp

ffj {l — Q'^y"F{ccQ COS d'+ ßQ sind' COS (p
Ü -

-\-yQ sin d- sin gp)
q'~ sin g? ^/O* dq) dg

Und setzt man hierin noch ?n = und bezeichnet das In-

tegral
1

jQ''^F{^Q)dQ

n -in

S=ff f (« cos ^ + i^
sin 0- cos 9 + y sin -p- sin qp) sin 0" ^# ^qp

,

=^7r fl\-x^) F{%x) d.\

-1
i

Schreibt man aber in der ^ Gleichung f q' F {^ q) dQ = f {^)

durch /' (ft), so gewinnt man die Relation

n 2n

U .

l

I

links Q^ = t und unterwirft das hierdurch entstehende In-

tegral

der Derivation nach fi, so erkennt man ohne Weiteres, dass

/'(fi) = 3/-(^)+^/'W
ist und daher

S=7t { ::5 f\l — x"^) f {nx) </.c+ xy"(i —.;') x f {y^x) dx)

sein muss. Nun ist

xf'{\-x^)xr{yix)dx==[fhix:)(x—x^)\— ff{yix) {\—^x'')dx
—1 —1—1

= _ fy{^ x) (1 — 3 x'^) dx,

und folglich wird, wie Poisson zuerst bewies,
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/ / / (« COS -O- + /3 sin '9- cos (p + y sin -^ sin (p) sin -O- rf-ö- d(p
.

' = 2;r //\'«^^') ^•^' = ^jr/A (x cos %•) sin ^ ^0-

— 1 u

Noch andere aus Schlömilcli's Theoreme zu ziehende Folge-

rungen möge man in seiner §. 183 erwähnten Abhandlung

nachsehen.

§. 186.

Catalau's Kediicl ioiismotliodc. *)

In §. 157, 111. erwähnten wir, dass die bei dem Doppel-

integrale

angewendete Reductionsmethode unmittelbar die Erweiterunsj

auf ähnlich gebaute vielfache Integrale zulasse. Die Richtig-

keit dieser Behauptung wollen wir jetzt nachzuweisen ver-

suchen, betrachten aber statt des /zfachen Integrales

(n)
^ .

dx dy dz 7/

L

"
.
- ^^ z^ - i^^y^^^^^l^

f 1 — ... — z' — ^' — x^

in welchem a^ b^ c, . . . positive Constanten kleiner als 1 be-

deuten und in dem die Integrationen über alle positiven

Werthe von x^ //,... zu erstrecken sind, w^elche der Ungleich-

heit a*^ -\- y'^ -{- z^ -\- . . . <^ \ genügen, das allgemeinere

V==fdx dy dz.'. , F, (.r, y, z, . . .) f [tp {x, y, r, . . .)].

In demselben setzen wir sämmtliche Functionen als stetige

voraus und lassen a;, y, z, . . . der Einfachheit wegen mit

allen positiven Werthen zusammenfallen, für welche

1. 1/; (u-, y, r, . . .) <
ist. Ferner machen wir die Annahme, dass die Function

j'

*) E. Catalan. Memoire sur la reduction d'nne classe d'integrales

multiples. Liouville. Journal, t. 4, p, .'}2;}—344.
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(p {Xj y, z, . . .) die bestimmten Werthe a und ß erwirbt,

wenn beziehmigsweise

x = fj = z = . . . =0 und t {x, ?/,?,...)== ,

gewählt wird. Nun sei

fdx dl/ dz ... F, {x, y, z,) = F (v\

wenn die Veränderlichen x^ y, z, ... alle positiven Werthe
annehmen, welche der Bedingung

2. (p (.T, y,z, ...)<v

unterworfen sind. Steht alsdann für alle zwischen a und ß
befindlicheu Werthe von v diese Beziehung mit der unter

1. dargestellten nicht im Widerspruch und entspringen, wenn
in der Gleichung

3. cp (.r, y^z,. . .)=v
dem V alle in unendlich kleiuen Intervallen fortschreitenden

Werthe von a bis ß beigelegt werden, aus den hierdurch er-

haltenen Gleichungen für die positiven Veränderlichen x,y,Zy..

genau dieselben Werthsysteme, welche aus der Bedingung 1.

resultiren:*) so ist

I. r=jV(.)'^ff'rf<'.

In der That, seien v und v-{-zJv zwei verschiedene Werthe

von Vy so werden die ihnen entsprechenden Werthe der

Function F (v) augenscheinlich durch /' (v) und F (v -\- ziv)

= F (^v) -\- zJ F {v) darzustellen sein. Nun ist /'' (v), wenn
die X, y^ z, . . . in unendlich kleinen Intervallen von Null bis

zu den aus Gleichung 3. entspringenden Werthen von

.T, y, r, . . . fortschreiten, die Summe aller Werthe von

F^ (x, y, z, . . .) dx dy dz . . , , Die Function F {v) -\- zl F {v)

dagegen repräsentirt den Inbegriff aller Werthe von

f'\
C^'; y, z, . . .) dxdy dz . . .,

wenn di<> .r, //, e,.. . stetig von Null bis zu den dn- nediiigung

^ (^*'; y, z, . . .) =^ V -{- zJ V

*) Wie man sieht, involvirt offenbar diese Voraussetzung schon

die andere, dass die Bedingungen 1. und 2. einander nicht wider-

sprochen sollen.



genügenden Wertlien sich bewegen. Mithin drückt J F{y)

die Summe aller Elemente des bestimmten Integrales F {v)

aus, wenn die Veränderlichen mit allen denjenigen Werthen

zusammenfallen, welche aus der Gleichung 3. hervorgehen,

sofern in ihr v von v bis v -\- J v fortschreitet, i^'ür alle

diese Werthe von a:,?/,z,... aber weichen die von cp {x,y,z,...)

um so weniger von einander ab, je kleiner z/ v gewählt wird.

Man darf daher/ [(p (x^
t/y

z, , . .)] mit f (v) -\- s identificiren,

wenn € eine mit z/r verschwindende Grösse vorstellt. Daraus

aber fliesst weiter, dass, wenn in

4. F, {x, y,z,. . .) f {^> {X, ?j,z,.. .)] zJx zJf/ Jz . .

.

die Yariabeln x, y, z, . . . alle Werthe erhalten, welche man

soeben den Veränderlichen x,y,z^m F^{x,yyZ,...)zJx^yzlz...

beilegte, die Summe jener Werihe==zJ F{v) f{j)) -\- s zJ F(v)

sein wird, wo a' einen mit z/ v verschwindenden Factor be-

zeichnet. Nun ist den Kegeln der Differentialrechnung zu-

folge

wenn rj eine mit zJv der Null sich nähernde Grösse ausdrückt,

und daher wird jetzt

5. - ^^^"^ /• (r) zJv + rjzJv.f (v) + e '^^^ zJ v + £ r] zJ v

die Summe aller Elemente der Function in 4. repräsentiren.

Setzt man aber in der Gleichung 3. statt v nach und nach

a, a -\- zJ v^ a -{- 2 zJ V, , . .
^ ß — zJ v und bildet die ent-

sprechenden Werthe des Ausdruckes 5., so wird der Inbegrift'

aller dieser Einzelsummen, weil die Bedingungen 1. und 2.

einander nicht widersprechen sollen, von dem Integrale V um
so weniger sich unterscheiden, je kleiner z/r ist. Lässt man
folglich zJ V über jede Grenze hinaus abnehmen, so werden

die zwischen den Grenzen a und ß genommenen Integrale

der drei letzten Grössen in 5., weil sie bezüglich durch

a a a

sich darstellen lassen, wo lim k = lim k' = lim A" =
ist, sämmtlich verschwinden, und daher wird



~ 624 -

a

Sei, behufs der iiiihern Erläuterung dieser Theorie, der

Werth des Integrales

(")

'

1
V= f Ix chj dz . . . xv-^ y<i-^ zr-^

. . .
/l-^^-^-^^ez^-^Y^

ZU bestimmen, wenn p, q, r, . . . , a^ ß, y^ .. . irgend welche,

(ty b, c, ... aber positive Constanten kleiner als 1 und m eine

positive Constante grösser als 1 bedeuten und wenn endlich

die Integrationen über alle positiven Werthe von x, y, z, . .

.

auszudehnen sind, welche der Bedingung

6. .r« _|_ ^/,^ _j_ ^7 ^ . _ <; 1

Genüge leisten.

Setzt man

i_..»_„._,._...
=9'(.r,y, -',...)

und

F {v) =J dx dy dz . . .
.r^'-i y'f-^ z"--^ . .

.

,

so wird hier der Umfang der Integrationen durch die Un-

gleichheit

7. {^"— a) x"+ {v"'— b)y(^+ {v"'— c) zr -\-.,. <v"'— l

regulirt. Die Function cp erwirbt ferner für x=y=z==...=0
und x** -\- y(^ -\- zY -\- . . . — 1 = die bestimmten Werthe

?> = 1 und t;= + oc; ausserdem ist die Bedingung 7. mit

der ursprünglichen G. nicht im Widerspruch, weil in Folge

der Natur von ^/, b, c, . . . die Verhältnisse

y'"—!' ü"'_-l' y»'_.l'
• •

•

sämmtlich grösser als die Einheit sind, und endlich genügt,

wenn v von 1 bis oo variirt, das hierdurch resultirende VVerth-

system der Grössen .r, y, z^ . . . der Bedingung G. Man hat

daher die Gleichung
/*** dF{v) ,

V= I V —r^-^ dv.
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Die vollständige Erledigung der uns gestellten Aufgabe

erfordert mithin bloss noch die Bestimmung der Function

F (v), und hierzu bietet uns das Dirichlet'sche Theorem das

Mittel. Denn schreiben wir die Bedingung 7. in folgender

Gestalt

ifM"{fm}
so entspringt jenem Lehrsatze zufolge die Gleichung

.V ,. 1 r{^)r(:i)i (y)-' /.--i\' (v^-xv /.--iv...

Mithin wird

1 \cc)l \ß)l (y)" t,>"-i)
d

* und daher

afiv^-hjr..

wofür man auch

aßy...r(l+ A)

(u— «)" («—6/ .

schreiben kann, sofern man V" = ?/ und der Kürze halber

k = '' + ^ + r_ + . . . setzt.

Nimmt man in dem Integrale F die Constanten a,b,c,..,

einander gleich, so erhält man
Meyee, bestimmte Integrale. 40

du
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1

und für ö = 0, u==-^: entspringt hieraus wieder die früher

bewiesene Formel*)

Setzt man dagegen p = q = r=...= l, a = /3 = y= .. .= 2,

m=2, a= b= C'= . .. =^, a^'^ so ergeben sich die beiden Re-

lationen :

und
)

00

=_ (^ „(1 _„.) /öl_^Jl^

.

Das Integral dieser letzten Formel aber gestattet eine

fernere Reduction. Schreibt man nämlich, was offenbar

^^^^ ^^2 < 1 angeht, ^-^i= sin g)^ ajso

(1— a^)smq)dw ., , (1— a^)6in(pdm Vi— a^Binm*

cosqp^ cosqp^ cosqp

/l-i

^2 _ ^
1 — ö» sin <p2 (ü« -1) ^

«''rft; sinqp" ^ K 1— a' sin g?' rfqp
_

cosqp* ' "7+7" 1— a* '

SO folgt

-^ V ^/
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Nun ist aber

Tf n n_

J. , ^^ /*8inq)"~^/9? 2 rsin(p"+^rf(p
sm(p"-^^d(p=J -^— J J

^^ ^'

u

und demnacli erlaubt jedes Integral rechts die Anwendung

der Formel

/'sintp'" fltp m—2 1-f-flj /'sin qp'"~'^
rfgp !^—A /' singp'' ^ rfqp

*) Wenn man die Verification dieser Formel durch Diflerentiation

verschmäht, so kann man dieselbe in folgender Weise ableiten.

Offenbar ist

J*8in
qp"* d(p / sin gp'""^ dtp i *sin g)"'""^ cos qp'^ rfcp

/ 'sin qp*"""^ ^^ \
^

I
^^^ <p"^~^ cos qj (—«* sin qp cos qp)

Aber

1 / siu qp"*—^ cos qp (

—

a^ sin qp cos qp ) rfqp

— -j sin qp"'~^ cos qp. J
I J d (sin qp"*~^ cos qp),

a * */

d. g. wegen

d (sin qp*""^ cos qp)= {m — 3) sin tp*"~^ dcp~{m — 2) sin qp'""'^ d qp

:

1 / . ,;,_a , . sinqp"'"^ cos q>. J '« — 3 /*
• ,«-4 ,— I sm qp

" "^ cos qp </ z/=—^^ ^

—

2~ / ^ sin qp
^ * rfqp

-f -^j— j jBinq) ' ^ dtp

sinqp"*"** cos qp. d m—'di sin qp*"~*
</qp ,

;/»— 2 i mi tp"^~^ dtp

, / 'sin qp"*"- d qp (m— 2)ö« /'sin qp"* ci qp

Und daher folgt nun durch Substitution dieses letztern Ausdruckes

in die obige Gleichung für I -~-^—? nach der einfachsten Reduction

die zu beweisende Formel.
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die für ein ungerades m wegen

/
sinqo , 1 1 ö cos qp — z/ , .—-^ dw = — lg

, ^4 const.

auf logarithmische, für ein gerades m hingegen auf elliptische

Transscendenten der ersten und zweiten Gattung zurückführt.

Je nachdem also im vorliegenden Falle n eine ungerade, oder

gerade Zahl bezeichnet, hängt das Integral V von den voll-

ständigen elliptischen Integralen der ersten und zweiten

Gattung, oder von logarithmischen Functionen ab.

Verbesserungen.

Seite 152. Ueber die Berechnung der Euler'schen (Mascheroni'schen)

Constanten vergleiche man noch: Oettinger. Crelle-Borchardt.

Journal. Bd. 60. S. 375-376. „Ueber die richtige Werth-

bestimmung der Constante des Integrallogarithmus."

257, Anmerkung zu Zeile 5 von unten. Für den Fall einer un-

endlichen Discontinuität von f(x) beachte man das auf Seite

252 Gesagte. Und für den Fall unendlich vieler Maxima und

Minima von f{x) vergleiche man Riemann: „Ueber die Dar-

stellbarkeit einer Function duich eine trigonometrische Reihe."

Göttingen 1867.

14, Anmerkung lese man Haan statt Haen.

31 lese man Haan statt Haen.

36, Anmerkung lese man Dienger statt Dinger.

49, Zeile 1 von oben lese man ^ "'
statt ^'"

.

^1 («) V> («)

68, Zeile 11 V. u. lese man vor falls ein Komma statt des Semi-

kolons.

73. Statt: Vergl. §. 115 ist zu lesen: Vergl. g. 115. Insbesondere

aber sehe man Schlömilch. ,,Ueber die harmonische Reihe."

Zeitschrift für Math. u. Physik. Jahrgg. 14, S. 250.

164 lese man §. 62. statt §. 61.

272 oben lese man 272 statt 172.

306 lese man III statt II.

426, Zeile 1 v. o. setze man in dem letzten Ausdrucke rechts

i/>, statt 1/;.

454, Zeile 4 von unten lese man „werden sehr oft" statt werden.

489, Zeile 9 von unten lese man Formen statt Formern.



Nachwort
zu Meyer's Vorlesungen über bestimmte Integrale

zwischen reellen Grenzen.

Erst jetzt bin ich zu meinem Bedauern mit dem Inhalte

der gehaltvollen Abhandlung des Hr. E. Heine in Halle a. S.

:

„lieber trigonometrische Reihen'^ (Borchardt's Journal. Bd. 71.

Heft 4. 1870) bekannt geworden. Die hierin gegebenen Leh-

ren bilden die wissenschaftliche Ergänzung zu der Theorie der

Fourier'schen Reihen; denn da nach einer von Hr. Weierstrass

gemachten Bemerkung der bekannte Lehrsatz (§. 51. S. 137)

über die Litegration einer unendlichen Reihe nicht bloss die

Convergenz derselben schlechtweg voraussetzt, sondern über-

dies noch verlangt, dass innerhalb des gegebenen Litegrations-

intervalles die vorgelegte Reihe in gleichem Grade con-

vergirt, dies aber bei den Fourier'schen Reihen allgemein nicht

der Fall ist: so kann auch der in §. 92, S. 260— 2G2 ver-

suchte Beweis von der Einheit der Entwicklung einer beliebigen

Function in eine trigonometrische Reihe unmittelbar nicht mehr
als solcher angesehen werden. Ueberhaupt bedürfen alle jene

wenigen Sätze, die bloss durch Anwendung des oben berührten

Lehrsatzes gewonnen sind, von Seiten des geehrten Lesers

nunmehr noch einer Prüfung, ob auch wirklich die ihnen zu

Grunde liegende unendliche Reihe in die Kategorie der im
gleichen Grade convergirenden Reihen gehört. Als werth-

volles Hülfsmittel hierzu aber ist das Studium der vorhin er-

wähnten Heine'schen Abhandlung nicht zu unterlassen.

Ich benutze diese Gelegenheit, um noch einige Verbes-

serungen und etliche sinnstörende Druckfehler, soweit sie

mir Ijis jetzt bei einer freilich etwas flüchtigen Durchsicht

meines Buches aufgefallen sind, zur Anzeige zu bringen.



Seite; l\', Zelle 17 von olieii lese man Entfernung statt Entferung.

,, XVI, ,, 7 ,, unten „ „ §. 150. Anwendung recht-

winkliger Parallelcoordiijaten.

.Seite 10, Zeile 15 von oben lese man {^^^i — x^) f[cc^) statt

(a^y_i-^,,) /'(.^V)•

Seite 23, von Zeile 4 an lese man wie folgt:

d CT • Aa?, u-\- /i)— f{x, a)

'
^'

h

liegt, falls G ein dem abnehmenden ä entsprechend gewähltes, beliebig

kleines Quantum vorstellt, das überdies stets absolut genommen werden
darf, zuletzt immer zwischen

ip{x, a) -\- G und ip{x, a) — g.

Mit Benutzung dieser Beziehung aber erkennt man, dass der Quotient

j ip{x, a) (Ix + G{h — a)

sich befinden muss. Da nun mit unendlich klein werdendem h die

Grösse g u. s. w. — Als Anmerkung füge man ferner unter dem Text

noch folgende Worte hinzu:

Rücksichtlieh der Beschränkungen, welche der Leibnitz'sche Satz

erleidet, vergl. §. 75. S. 199 und §. 101. S. 29-1, Anmerkung.

Sind die Grenzen a und b nicht beide mehr endlich, oder wird die

partielle Derivirte ip[x, a) von f{x, a), welche in §. 8 nicht nur als

stets endlich bleibende, sondern sogar als stetige Function von x und a

innerhalb des Integrationsintervalles (o, b) vorausgesetzt wurde, für

gewisse specielle Werthe von x unendlich: so kann mau augenschein-

lich nicht unmittelbar mehr schliessen, dass das auf Seite 28 betrachtete
h

Integral j' Gdx, welches, sofern li nur klein genug gedacht wurde, zu-

u

letzt mit G{b — a) identificirt werden durfte, verschwinden muss. Dies

lüsst sich, wie mir scheint, in einem Falle der oben genannten Art aber
h

immer behaupten, wenn das Integral l'ip[x,a)dx einen wirklichen

a

Sinn besitzt. Denn sind f{x, a) und rp(x, a) in Bezug auf jedes in Be-

tracht zu ziehende a stetig von cc bis a -\- h, so gilt nach §. 13 die

Gleichnng

fix, a-\-h)- fix, a) = h^p{x, a + h^),

wo d^ zwischen und 1 liegt. Daraus aber fliesst nun sogleich weiter

b

ti — u /
*

—T— = I ip{x, a -\- /id-) dx,

und folglich muss, wenn mit der Null sich näherndem h der Differen-



b

tialqiiotient o" und das Integral I if) {x, a) d x endliche, be-

rt

stimmte Grössen sind, wirklich die Gleichung

b

u ^ u t

limlim —j^ = j -^^- dx

Statt finden. Man tasst den Satz etwas enger, wenn man die andere

nach §. 13 geltende Relation

f{x, ci-\- h) — f{x, a) = hip{x, a) + ^^2 ^ C-^' " + ^''^)

der Betrachtung zu Grunde legt. Das Verschwinden von C a dx erfordert

a

b

f* d^fix a) dx t

alsdann im Allgemeinen die Bedingung, dass 1 o 2 — niemals

a

unendlich werden darf. Die vorhin genannten Bedingungen für das Be-

stehen der Leibnitz'schen Regel aber werden dadurch keineswegs
aufgehoben.

Seite 25, Fig. 3 ist F durch P zu ersetzen.

Seite 37, Zeile 2 von unten lies Roche statt Roch. — Nach einer

gefälligen Mittheilung des Hr. G. Thieme zu St. Petersburg hat Hr.

Schlömilch die allgemeine Restform wohl zuerst in seinem Werke:
„Handbuch der Differential- und Integralrechnung. Greifswald 1847"

aufgestellt, und Mr. Roche hat dia speciellere Restform in Liouville's

Journal. 2. serie, tome 3-. 1858 bekannt gemacht

Seite 35 , Zeile 1 von oben setze man g = x -{- k statt g = x -\-

„ 35, „ 1 „ unten muss es heissen

n!

Seite 109, Zeile 2 von unten lese man gepflogenen statt geflogenen.

„ 174, „ 1 „ oben „ „ rechts l^j statt L.)-

„ 174, „ 3 „ unten „ „ L^^
_|_ ,, j

statt (^ 4- 2)'

„ 180, „ 14 „ oben ,, „ in dem letzten Ausdruck ä

statt X.

Seite 199, Zeile 15 von unten sind 2 Sternchen zu setzen.

„ 200, „ 4 „ oben lies rechts ^ statt --.

„ 205—208, §§. 7G, 77 ersetze man in den Integralen das gerade
1 überall durch ein lieerendes /.

-•»>



1
Seite 206, Zeile 10 v. o. lies im Integrale c statt — c.

., 209, Fo™el 3 lese .an E^'^ statt '^±^.
„ 212, „ 8« setze man rechts wieder ein liegendes /.

„ 248,. Zeile 2 von unten lese man dies statt die.

r h

„ 250, „ 10 „ oben lies f statt C.

b c

„ 260, „ 4 „ „ , „ willkürlich.

„ 261, Zeile 12 und 14 hätten die Formeln zur Vermeidung

jedes Missverständnisses wegen der bedingten Convergenz der

Fourier'schen Reihen in der richtigem Form

J;^^

«==0 +^
cos mxdx + ^ I

cos mxdx (ß^^ cos nx + cc^^ sin nx) etc.

— TT ''= 1 —TT

TT

geschrieben werden sollen.

Seite 266, Zeile 13 von oben lies bo

,, 279, „ 1 u. 5 von unten setze man 2 Sternchen,

„ 291, „ 3 von unten lese man Form statt Formel.

Seite 367, Zeile 11 von oben ist zwischen ,/ür" und „alle" ein s

einzuschalten.

Seite 448, Zeile 13 von unten lies welchem.

„ 451, „ 15 „ oben lese man y' statt F.

,, 461, „ 18 „ unten lies deren statt dessen.

„ 476, „ 8 „ oben getze —-

—

-, statt
cos ij) cos ip

,, 479, „ 5 „ „ lese man erwähnte.

,, 509, „ 9 ,, unten streiche „eine".

„ 542, ,, 6 „ „ lies bestimmte.

„ 545, „ 1 „ „ lese man 45t statt 554.

,, 552, „ 6 „ „ 1, 1, besondere.

n

„ 592

,

„ 2 „ unten lies im Integral -9-
'^

statt & ^

„ 601, „ 7 ,, „ streiche man hinter „andern" das

Komma.
Seite 619, „ 6 „ „ lies bekannte.

Hannover, im October 1871.

Dr. Meyer.

^.^^60»





^^ 5TAT. .^

RETURN Astronomy/Mathematics/Statistics Library

TO—^ 100 Evans Hall 642-3381

&-

LOAN PERIOD 1

1 MONTH






